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ALTERATIONS ET GROUPE FONDAMENTAL
PREMIER A p

PAR FABRICE ORGOGOZO

RESUME. —  Nous démontrons divers résultats sur le plus grand quotient du groupe
fondamental étale premier aux caractéristiques, parmi lesquels la formule de Kiinneth
et 'invariance par changement de corps séparablement clos pour les schémas de type
fini sur un corps. Ces énoncés sont déduits de faits généraux sur les images directes de
champs, une fois spécialisés au cas des torseurs sous un groupe constant fini d’ordre
inversible sur la base. Des résultats analogues pour le groupe fondamental modéré sont
également discutés.

ABSTRACT (Alterations and the prime-to-p fundamental group). — Various results
are proved relating to the largest quotient of the étale fundamental group prime to the
residual characteristics, including the Kiinneth formula and invariance under change
of separably closed field for schemes of finite type over a field. These are derived from
general facts about direct images of stacks, once specialized to the case of torsors under
a constant finite group of invertible order over the base. Analogous results for the tame
fundamental group are discussed as well.

1. Introduction

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p et soit p’ 'ensemble
des nombres premiers distincts de p. Dans [24], il est démontré que, si X et YV
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124 ORGOGOZO (F.)

sont des k-schémas de type fini connexes, on a alors
(X % V) 5 af' (X) x 7} (Y),

sous réserve que ’on dispose de la résolution forte des singularités.

Nous prouvons dans cet article que cette formule est valable sans restriction.
Nous démontrons en fait des théoréemes de finitude, propreté cohomologique et
locale acyclicité génériques sans hypothese de résolution. Il s’agit ici d’énoncés
sur les ensembles de cohomologie de degré 0 et 1. Une partie de ces résultats
figurent sous forme conditionnelle dans loc. cit. Par ailleurs, les analogues en
cohomologie abélienne sont démontrés sans restriction dans [8]. L’ingrédient
essentiel de ce travail est le théoréme de A.J.de Jong [21] sur les altérations,
qui remplace la résolution forte des singularités. Les altérations ont en effet
la propriété d’étre de descente effective universelle pour la catégorie fibrée des
faisceaux étales. Comme dans [24], nous travaillons systématiquement dans
la 2-catégorie des champs en groupoides, qui est le pendant non commutatif de
la catégorie dérivée des faisceaux abéliens.

Au numéro 2 (resp. 3), nous démontrons le théoreme de propreté cohomo-
logique et constructibilité (resp. locale acyclicité) générique. Certaines démons-
trations initiales de auteur ont été modifiées pour faire profiter au lecteur de
I’approche plus conceptuelle d’O. Gabber, qui sera certainement plus utile a
I’avenir. Le numéro 4 contient divers énoncés de constance locale générique
pour les images directes de champs, ainsi que des applications au groupe fon-
damental premier a p : locale invariance générique des wf/ des fibres géomé-
triques d’'un morphisme, invariance par changement de corps séparablement
clos et formule de Kiinneth. Nous énoncons des résultats semblables pour les
groupes d’homotopie supérieurs. Enfin, le numéro 5, indépendant des précé-
dents, concerne la formule de Kiinneth et I'invariance par changement de corps
algébriquement clos pour le groupe fondamental modéré; nous avons recours
ici & des techniques de géométrie logarithmique.

Remerciements. — La forme définitive de cet article doit beaucoup a mes nom-
breuses discussions avec LUC ILLUSIE. Par ailleurs, OFER GABBER m’a autorisé
a inclure les résultats qui figurent dans une lettre qu’il m’a adressée [11]. 11 a
aussi eu la gentillesse de me faire profiter de sa relecture attentive d’une version
précédente de ce texte (cf. [12]). Je les remercie trés chaleureusement pour leur
aide précieuse. Je tiens a remercier également MICHEL RAYNAUD et ISABELLE
VIDAL pour d’utiles conversations concernant le numéro 5.

2. Propreté cohomologique générique

Soient X un schéma, et % un champ (en groupoides) sur X (muni de la
topologie étale). Dans toute la suite, seuls la topologie étale et les champs en
groupoides seront envisagés et nous omettrons donc ces qualificatifs.
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ALTERATIONS ET GROUPE FONDAMENTAL PREMIER A p 125

Notons my(.-#) le faisceau associé au préfaisceau
U/X +— {classes d’isomorphismes d’objets de Z(U)} ;

c’est aussi le faisceau des sous-gerbes maximales de .%.

Soient U/X un ouvert étale et xy € Ob.Z(U); nous noterons mi(F, zy)
le U-faisceau Aut(zy)™).

Si L est un ensemble de nombres premiers, rappelons que le champ % est
ind-L-fini, si pour toute section locale z, le faisceau en groupes 7 (%, x) est
ind-L-fini au sens de [2, 1.5]. Cela signifie que pour tout point géométrique &,
la fibre de ce faisceau en & s’identifie a la colimite filtrante de ses sous-groupes
finis de L-torsion. Le champ % est dit constructible si le faisceau mo(F) et les
divers m1 (.Z, x) sont constructibles (cf. loc. cit., 2.3) ; nous ne considérerons que
le cas d’un schéma de base noethérien pour cette derniere notion. Pour tout
schéma X, nous noterons L x ’ensemble des nombres premiers inversibles sur X .
(Dans le cas particulier ot seul un nombre premier p n’est pas inversible sur X,
nous noterons p’ I'ensemble Lx.)

Pour alléger les notations, nous désignerons souvent par la méme lettre un
X-champ et son extension, comme catégorie fibrée, a la catégorie des schémas
sur X (cf. [13, VIL.2.2.7]). De méme, nous noterons souvent par des égalités des
fleches qui ne sont en fait que des équivalences.

Pour fixer les notations, et motiver les théoremes généraux qui vont suivre,
voici quelques exemples. Le dernier — le plus important pour nos applica-
tions — précise le lien entre variation du groupe fondamental en famille (lié a
I'étude des faisceaux non abéliens R! f,G pour une famille f : X — S et G un
groupe fini constant) et le formalisme des images directes de champs que nous
allons étudier par la suite.

2.1. Exemples. — Soient f : X — Y et g : Z — X des morphismes de
schémas.

Champs de Picard. — A tout complexe K = [d : £~ — £°] de faisceaux
abéliens sur X, on associe un champ ch(K). C’est le champ associé au pré-
champ dont le préfaisceau des objets est £°, et dont les homomorphismes
entre deux sections locales a et b sur U sont les sections s € L71(U) telles
que ds = b — a. Cette construction, qui se factorise par DI=10(X, Z),permet
de retrouver tous les champs de Picard (strictement commutatifs), définis par
P. Deligne et A. Grothendieck dans [6]. Le champ ch(K) est constructible si et

(1) Justifions rapidement ces notations. Pour toute catégorie C, on peut définir — fonctoriel-
lement — un ensemble simplicial, son nerf, noté Nerf(C), dont la définition est rappelée par
exemple dans [18, VI.2.1]. Si C est un groupoide et = un objet de C, les m; de son nerf (pointé
en x) sont nuls pour ¢ > 2 (loc. cit. 2.6.2). Considérant les & (U) pour U variable, on obtient,
par faisceautisation, les ensembles définis plus haut.
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seulement si les faisceaux de cohomologie de K le sont. Le g correspond au H?,
et le 71, pointé en la section nulle, au H'. On a

g ch(K) =ch(9*K) et fi.ch(K) = ch(t<,Rf.K).
Champs en catégories discrétes. — Soit & un faisceau d’ensembles sur X. On
peut définir un champ CD(%) en prenant pour CD(#)(U) la catégorie discrete

construite sur #(U). Ces groupoides sont « totalement disconnexes » en un
sens évident. Dans le cas ol % est un faisceau abélien, on a

ch(.Z[0]) = CD(Z).
Le champ CD(%) est constructible si et seulement si F = mo(CD(%)) lest
(car les 71 sont tous nuls). On a
g°CD(Z) =CD(g*F) et [f.CD(ZF)=CD(f.%).

La situation est donc particulierement simple. A partir de maintenant, nous
considérerons tout faisceau .# comme un champ en l'identifiant & CD(.%).

Champs classifiant. — Soit G un faisceau en groupes sur X. Rappelons quun
G-torseur sur X est un X-faisceau 7' muni d’une action de G, qui est localement
isomorphe (sur X) & G muni de 'action par translation sur lui-méme. On en fait
une catégorie en appelant « morphismes » les morphismes de G-faisceaux. Nous
noterons Tors(G) le champ dont la fibre en U est la catégorie des Gy-torseurs
sur U. Dans le cas ou GG est abélien, on a

Tors(G) = ch(G([1]).

La terminologie « champs de Picard » se justifie par le fait qu’elle englobe le
cas G = G,,. Le champ Tors(G), pour G & nouveau quelconque, est construc-
tible si et seulement si G est constructible; en effet, m1(Tors(G)), pointé en le
G-torseur trivial, n’est autre que G et mo(Tors(G)) = {@}. De méme, si G est
un groupe constant fini de L-torsion, le champ Tors(G) est ind-L-fini. On a

g*Tors(G) = Tors(G)z),
mais f.Tors(G) n’est pas nécessairement un champ du méme type® : cela
dépend des propriétés géométriques du morphisme f. On montre aisément que
o mo(f«Tors(G)) = R f.G (cohomologie non abélienne) et
e m1(f«Tors(G)) = f+G (pointé par l'image du revétement trivial).

Soient S un schéma, f : X — Y un S-morphisme entre S-schémas et #
un champ sur X. Nous dirons que le couple (f,.%) est cohomologiquement
propre relativement & S si pour tout S-schéma S’, la formation du champ f..%

commute au changement de base par le morphisme Y’ Ey « sS =Y.

(2) Dans le cas ott G est abélien, cela résulte du fait que 7<o(Rf«G[1]) n’est concentré en
degré —1 que si R f«G = 0, ce qui est faux en général.
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ALTERATIONS ET GROUPE FONDAMENTAL PREMIER A p 127

THEOREME 2.2. — Soient S un schéma noethérien et f : X — Y un S-
morphisme entre S-schémas de type fini. Alors :

a) Il existe un ouvert dense U — S vérifiant les conditions suivantes :

(i) pour tout ensemble fini E, le champ fu.Ex, est constructible et le
couple (fu, Ex, ) est cohomologiquement propre relativement a U ;

(ii) pour tout Ly-groupe fini G, le champ fu.Tors(Gx, ) est construc-
tible et le couple (fu, Tors(Gx,)) est cohomologiquement propre relative-
ment a U.

b) Pour tout champ & sur X, constructible, ind-Ls-fini, il existe un ouvert
dense U — S tel que le champ fu.Fx, soit constructible et que le couple
(fu,Zx,) soit cohomologiquement propre relativement ¢ U.

REMARQUE 2.3. — Si f : X — S est un morphisme de type fini, on peut
montrer que l'image directe d’'un faisceau d’ensembles constructible est cons-
tructible des que S est noethérien (c¢f [12]). Par contre, la constructibilité
de R f.Z/nZ, avec n inversible sur S, peut étre mise en défaut avec S noethé-
rien (cf. loc. cit.) ; on conjecture que ce phénomene disparait si S est excellent.

En particulier,

COROLLAIRE 2.4. — Soient k un corps de caractéristique p et f : X — S =
Spec(k) un k-schéma de type fini. Pour tout champ F sur X, constructible,
ind-p’-fini, le champ f..F est constructible et de formation compatible aux chan-
gements de base Y — S.

Pour démontrer le théoreme, nous ferons appel a un lemme de descente, dont
I’énoncé nécessite quelques rappels. Un schéma simplicial X, est un foncteur
contravariant de la catégorie A, constituée des ensembles finis [n] = {0,...,n}
ol n > 0, munis des applications croissantes, dans la catégorie des schémas
(cf. e.g. [9, ch. 1] dont nous reprenons les notations). A un tel objet est associé
un topos étale noté X[ : ses objets sont les familles de faisceaux étales F,
sur X,, pour chaque n > 0, munies, pour chaque morphisme « : [n] — [m],
d’'un X,-morphisme F,, — F,,, (c’est-a-dire un morphisme X*F,, — F,;,) satis-
faisants les conditions de transitivité évidentes pour les composés. Les champs
sur ce topos admettent une description explicite : un champ % sur X~ corres-
pond & la donnée d’un champ .%,, sur chaque X,,, de 1-fleches X*.%, — Z,
pour chaque morphisme « : [n] — [m] dans A et d’isomorphismes de transiti-
vité pour les composés, satisfaisant des conditions de cocycles pour les triplets
d’applications composables.

Soit € : X, — X un schéma simplicial augmenté vers X ; on en déduit un
morphisme entre les topos associés : X” — X~. Soit %, un champ sur X, ;
le champ £,.%#, se décrit comme la catégorie fibrée dont la fibre au-dessus
d’un ouvert étale U — X est la catégorie des données de descente, c’est-a-dire
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128 ORGOGOZO (F.)

des couples (z, ), ol x est un objet de Fo(U xx Xo) et ¢ un isomorphisme
(dans #1 (U xx X1)),

:r — Ofx
satisfaisant la condition de cocycle sur X5 (dans 2 (U x x X3)) :
Gy p 0 Oy = I1p.

Les 0; désignent les morphismes déduits des applications strictement croissantes
do,dl : {0} — {0, 1} et do,dl,dz : {O, 1} — {O, 1,2}.

Pour la définition d’un hyper-recouvrement propre d’un schéma, nous ren-
voyons le lecteur & [7] ou [25].

PROPOSITION 2.5 (O. Gabber). — Soit ¢ : X, — X un hyper-recouvrement
propre d’un schéma X. Pour tout champ % sur X~ le 1-morphisme d’adjonc-
tion o : F — e.£*F est une équivalence.

C’est I’analogue non abélien du théoreme de descente cohomologique propre
de [25]. La fleche d’adjonction associe & tout objet  sur U/ X, son image inverse
sur Xy, muni de la donnée de descente canonique.

Démonstration. — Commengons par la pleine fidélité des foncteurs a(U) pour
tout ouvert étale U — X. Comme X, X x U est encore un hyper-recouvrement
propre de U, on peut supposer X = U. De plus, par commutation de la for-
mation des faisceaux de morphismes aux images directes et inverses (cf. [13,
I1.3.2.8 et 3.1.5.3)), il suffit de démontrer la proposition pour un champ en ca-
tégories discretes. Ce dernier cas résulte du théoreme de descente [17, VIII. 9.1]
qui traite le cas d’un cosquelette-0 et du fait que le morphisme de topos induit
par la surjection (0g,01) : X1 — Xo xx Xo est conservatif, si bien que les
isomorphismes de faisceaux sur Xg x x Xg se testent apres changement de base
a Xi.

Pour montrer que « est une équivalence, il suffit de le vérifier sur les fibres
(¢f. [13, 111.2.1.5.8]) ; on peut donc supposer que X est un schéma strictement
local. Commencons par le cas ou X est le spectre d’un corps séparablement
clos k. On peut supposer k algébriquement clos.

Si X, est le cosquelette du morphisme Xy — X, c’est-a-dire X, = XOX’“("H)
pour tout n > 0, l'existence d’une section s au morphisme Xy — X permet
de montrer que toute donnée de descente est effective. Plus précisément, si
xo € Ob.Zx,(Xp) est muni d’'une donnée de descente ¢, le couple (zg,p) est
isomorphe a l'image inverse de s*zg € Ob.#(X) sur Xy, muni de la donnée de
descente canonique (cf. e.g. [5, 6.1.3]). L’essentielle surjectivité du morphisme
d’adjonction en découle.

Si lon ne suppose plus que X, = cosqy(Xo — X), on dispose seulement,
par adjonction, d’'un morphisme X, — cosqy(Xo — X); d’apres ce qui précede,
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il suffit de montrer que toute donnée de descente pour X, provient d’'une donnée
de descente sur cosqg(Xo — X). Soit 29 € Ob Fx,(Xo) et

v Ofrg — o

un isomorphisme dans Fx, (X1), dont les images inverses satisfont la condition
de cocycle dans Fx,(X2). Montrons que ¢ se descend en un morphisme ¢’
sur Xo xx Xo = X|; comme Xy — cosqy(Xo — X)2 est surjectif, la condi-
tion de cocycle pour ¢ résultera de celle pour ¢, comme expliqué plus haut.
D’apres [17, VII1.9.2], appliqué au faisceau Isom (0§ o, 01 x0), il suffit, pour
prouver l'existence de ¢, de montrer que les deux images inverses de ¢ sur
X1 xx; Xj coincident. Notons 07,95 : X1 xx; X1 = X les deux projections.
Par hypothese,

dypodyp =y
sur X»; il s’agit de montrer que 9 ¢ = 85" p. Posons Z = X3 X, x,,50 X0, €t

notons ¢ (resp. p) la projection i : Z — Xo (resp. p: Z — Xp). Appliquons i*
a la condition de cocycle; elle se réécrit

P07 =" 05p 0 p*s5p.
Comme sip = Id € Autx,(x0), on a égalité des deux images inverses sur Z.

Il nous suffit donc de montrer que le morphisme évident, défini par (01, 02),
Z — X1 xx; X1 est une surjection. Considérons les carrés cartésiens suivants :

Xy — 7

L]

cosqy (X))o +—— 7' P

O

X1<LX0 .

Le morphisme Z — Z’ est surjectif; il reste & montrer qu’il s’identifie au mor-
phisme (01, 02) : Z — X1 xx; X1. Rappelons (cf. [9, p. 10]) que

COSin(X.)Q = (Xl X Xo Xl) XX{ Xl,

de sorte que le morphisme Jy : cosqi (X,)2 — X; correspond & la premicre
projection X x x, X1 — X;. On en déduit immédiatement le résultat.
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Si maintenant X est strictement local de point fermé z, on a un diagramme
commutatif de foncteurs

a(X)
F(X) 2 Fo(r) ——— (e F)(X)

S

(ExsEa™Fu) ().

On vient de prouver que «, est une équivalence ; d’apres le théoreme de chan-
gement de base propre pour les faisceaux d’ensembles, appliqué aux faisceaux
d’homomorphismes, le foncteur r est pleinement fidele. Ainsi, a est une équi-
valence. [l

LEMME 2.6. — Soient S un schéma noethérien et f : X — Y un S-morphisme
séparé entre S-schémas de type fini, avec Y séparé. Il existe un ouvert dense
U — S et un homéomorphisme universel U' — U tels qu’aprés changement de
base par U' — S, on ait un diagramme

x_ 1 Lz 1))

02 <2

X' L7

YU’

<2

ou j est une immersion ouverte dominante, €z un hyper-recouvrement propre
tronqué a lordre 2, et D,_, un diviseur a croisements normauz relativement
a U’ dans le schéma simplicial tronqué Z,_, lisse sur U', de complémen-
taire X! <
Démonstration. — Cas S = Spec(k), avec k parfait. Soit X % Z 2 Y une fac-
torisation de f en une immersion ouverte dominante et un morphisme propre.
Montrons qu’il existe un morphisme propre et surjectif a : Zy — Z, avec Zj
régulier (donc lisse sur k) tel que l'image inverse de X dans Zj soit le complé-
mentaire d’un diviseur & croisements normaux. Le théoréme [21, 3.1] affirme
que si Z est integre séparé, il existe un morphisme r : Zy — Z propre, surjectif
(génériquement étale) et une compactification (projective) Zy de Zy telle que
(Zo — Zo) Ur™(Z — X)) soit un diviseur a croisements normaux stricts dans
Zy; en particulier, r~1(X) est le complémentaire d’un diviseur & croisements
normaux dans Zy. Voyons comment cela implique notre résultat. Soit

b: 2 E[(Za)eoa — Z
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le morphisme canonique, ou les Z, sont les composantes irréductibles
(en nombre fini) de Z. Le morphisme b est fini et surjectif. Les (Z,)red
sont integres donc il existe une altération ¢, : Zoo — (Za)reda comme précé-
demment, associée & 'ouvert (Z,)wa Xz X. Le coproduit des ¢, définit un
morphisme

¢: 2y C ] Zao — 7'

propre et surjectif; le morphisme a = bc : Z[ — Z satisfait les conditions
précédentes.

Finalement, utilisant les techniques de [7], on construit de méme Z] et Zj.
Ceci achéve la démonstration du lemme dans ce cas.

Cas général. — On peut supposer S connexe, puis irréductible et enfin integre
quitte a faire un changement de base par un homéomorphisme universel. Soit
ns le point générique de S, et 74 le spectre d’une cléture parfaite de x(ns).
D’apres le cas précédent, il existe une compactification de f5, ainsi que des
hyper-recouvrements tronqués comme dans ’énoncé, sur 7g. Comme il s’agit
d’hyper-recouvrements tronqués, on peut descendre ces constructions a une
extension finie de ng, puis les étendre a un S-schéma dominant, génériquement
fini et radiciel U’, que 'on peut supposer s’envoyant sur son image par un
homéomorphisme universel. O

On peut démontrer le méme résultat sans hypothese de séparation sur Y.
Il est aussi possible d’étendre ’hyper-recouvrement tronqué de X en un hyper-
recouvrement propre, mais les images directes ne dépendent que de ces tronqués
a lordre 2.

Revenons maintenant a la démonstration du théoreme 2.2. Ici, comme sou-
vent par la suite, on notera des équivalences avec des égalités.

Il est démontré dans [24, p. 59-65], comment déduire le b) du a). Nous al-
lons donc démontrer a), en supposant le morphisme f et le schéma Y sépa-
rés. Soient U et U’ comme dans 2.6 — dont nous reprenons les notations —;
vérifions que a) vaut sur U. Comme le morphisme U’ — U est un homéo-
morphisme universel, il suffit de démontrer le résultat sur U’. On peut donc
supposer S = U = U’. On dispose alors d’hyper-recouvrements (tronqués)

ex: X —X et ez:7 — 7

°<2 °<2

des schémas X et Z, ainsi que des schémas qui s’en déduisent par changement
de base relativement & S. Soit maintenant S’ — S un morphisme, et .# comme
dans I’énoncé. On note gy (resp. gx, resp. gx,) la fleche de changement de
base Ysr — Y (resp. Xg» — X, resp. X.ocy x5 5" — X.,). Calculons g5 f«. 7 ;
on a, d’apres 2.5 et par commutativité des diagrammes,

g;f*f:g;f*ax*a}f:g;p*az*j*(e}f).
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Rappelons que l'on a un théoreme de changement de base propre pour les
champs ind-finis ([13, VI1.2.2.2]). Ainsi, utilisant la propreté de p et de I’hyper-
recouvrement, on a

9y [«F = P.ez gk, s (€x F).
Le théoréme de propreté cohomologique [24, 2.4](3) (joint & la propreté de ex
sur X ), affirme en particulier que

9% (5 F) = j"ex (9% F).
On peut conclure en utilisant a nouveau le résultat de descente, sur Xg/. Pour
traiter le cas général, on se rameéne au cas ou Y est affine (la question est
locale sur Y'), donc séparé. Considérant un recouvrement ouvert affine de X
et I’hyper-recouvrement associé, on se ramene aussitot au cas ou X est affine,
donc f séparé.

Il nous faut maintenant démontrer la constructibilité. Commengons par rap-

peler le lemme :

LEMME 2.7 (voir [24, 3.1.1]). — Soient ¢ : X, — X un schéma simplicial aug-
menté et F un champ sur X,. Pour que le champ €,F soit constructible,
il suffit que g9, Fo et e1,F1 le soient.

En effet, dans le langage de loc. cit., on a un diagramme exact de champs :
s F — [Eo*yo = 61*951].

En utilisant cette fois-ci le théoreme de constructibilité des images directes
par un morphisme propre (loc. cit., 6.2) ainsi que la constructibilité dans le
cas d’une 'immersion ouverte de complémentaire un diviseur a croisements
normaux (loc. cit., 2.43), 'énoncé de constructibilité du a) se démontre comme
précédemment.

REMARQUE 2.8. — Dans la premiere version de ce texte, on donnait une autre
démonstration, par « approximations successives », du théoreme 2.2, indépen-
dante de la proposition 2.5. Pour cela, on commence par montrer que le mor-
phisme de changement de base est fidele, du moins génériquement sur la base S.
11 suffit de considérer un hyper-recouvrement tronqué a ’ordre 0 convenable (i.e.
comme dans 2.6) Xg — X, et d’utiliser les deux théorémes de propreté cohomo-
logique rappelés plus haut. Fort de ce résultat générique, que 'on applique en-
suite aux constituants du 0-cosquelette tronqué a l'ordre 1, cosqg(Xo — X )e<i,
on démontre la pleine fidélité générique des fleches de changement de base et
enfin le fait que ce sont des équivalences, en utilisant cette fois le tronqué a
Iordre 2. De méme pour la constructibilité.

) L’hypothése de modération, dans le cas d’un champ de torseurs, est automatique ici
puisque le groupe structural est supposé d’ordre premier aux caractéristiques résiduelles.
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3. Locale acyclicité générique

THEOREME 3.1 (O. Gabber). — Soient S un schéma noethérien et f : X — S
un morphisme de type fini. Il existe un ouvert dense U — S tel que pour tout
morphisme cohérent® ¢ 1Y — Z de U-schémas, et tout champ F ind-L,-
fini sur'Y', le morphisme de changement de base p*g..# — ¢, p'*F soit une
équivalence, ou g', p et p' sont les morphismes définis par le carré cartésien

ci-dessous : ,
P
Y —— Y xp X

o] Jo

7 —2 ZxuX.

Démonstration. — Soient U et U’ comme dans 2.6 — dont nous reprenons
les notations — ; montrons que la conclusion du théoreme vaut sur U. Comme
expliqué plus haut, on peut supposer U’ = U, et finalement, pour alléger les no-
tations, S = U. Soient g et # comme dans I’énoncé ; considérons le diagramme
cartésien suivant :

Y Vg X < Y xg Xosy

T

Z P ZxsgX < Z x5 X

D’apres le théoréme de changement de base lisse pour les champs (voir [13,
2.1.2]), la formation de I'image directe d'un champ (ind-fini, de torsion premiére
aux caractéristiques résiduelles) par un morphisme cohérent commute aux chan-
gements de bases par des morphismes lisses. Le foncteur de changement de base
(pez)* geF — ¢u,.(P'ey)*F est donc une équivalence. Le morphisme de champs
p*g.F — ¢ . p'*.F s'identifie, par 2.5, a 'image directe du précédent par ez, ;
c’est donc une équivalence. O

Pour tout schéma X et tout point géométrique x de X, on note X;) le
localisé strict de X en x.

DEFINITION 3.2. — Soit f : X — S un morphisme et .# un champ sur X. On
dit que (f, #) est localement 1-acyclique (resp. 0-acyclique, resp. —1-acyclique)
si pour tout point géométrique x de X d’image s par f, et toute générisation ¢
de s (i.e. un point géométrique de Sy)), le foncteur F (X ,)) — F (X (4):) est
une équivalence (resp. pleinement fidele, resp. fidele).

Les schémas X, seront appelés fibres de Milnor du morphisme X — §.
On dira souvent localement acyclique au lieu de localement 1-acyclique.

(4) On rappelle que cela signifie que g est quasi-compact et quasi-séparé.
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THEOREME 3.3. — Soient S un schéma noethérien et f : X — S un mor-
phisme de type fini. Alors,

a) Il existe un ouvert dense U — S vérifiant les conditions suivantes :

(i) pour tout ensemble fini E, le couple (f, Ex) est universellement
localement acyclique ;
(ii) pour tout Lg-groupe fini G, le couple (f, Tors(Gx)) est universel-
lement localement acyclique.
b) Pour tout champ F sur X constructible, ind-Lg-fini, il existe un ouvert
dense U — S tel que le couple (fu, Fx, ) soit universellement localement acy-
clique.

Démonstration. — L’universalité résultera de la démonstration. Commencons
par démontrer a). Soit U un ouvert dense de S pour lequel les conclusions du
théoreéme précédent sont valables (relativement au morphisme f : X — 5) et
montrons que l'on a (i) et (ii). Soient E un ensemble fini (resp. G un Ly-groupe
fini),  un point géométrique de Xy et ¢, s comme plus haut; considérons le

carré cartésien f
t
t——— X,

L b
S(s) & X Xy S(S).

Notons # le champ E; (resp. Tors(G¢)) sur ¢. Le morphisme f(*s)g*f =g .7
est une équivalence ; calculons sa fibre en z. Comme x s’envoie sur s, on a

(f(*s)g*y)z = (g«F)s = F ()

tandis que (¢', ff F ) = F (X(4):) avec les notations de loc. cit. Cela démontre
que X () est connexe (resp. Ly-simplement connexe) d’olt le résultat.

Venons-en au cas général, i.e. b).

Commengons par le cas d'un champ en catégories discretes # = E. On
sait qu’il existe un morphisme fini 7 : X’ — X, un faisceau d’ensembles F
constructible, constant sur chaque composante connexe de X’ — nous dirons
presque constant — et un monomorphisme

E—mF¥E

Ainsi E = my(.F) est le noyau de la double fleche naturelle

E':E’HE’dzéfE
E

"

Plongeant cette fois E" dans I'image directe d’un faisceau presque constant
par un morphisme fini, on exprime F comme noyau d’une double fleche entre
faisceaux constructibles du type précédent ; il suffit, par exactitude, de vérifier
le théoreme pour ces faisceaux.
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Soient 7 : X’ — X un morphisme fini et F I'image directe par 7 d’un faisceau
constructible F' presque constant. D’apres a), il existe un ouvert dense U de S
tel que les fibres de Milnor de X[, — U soient connexes. Montrons que U
convient pour E. Si x est un point géométrique de Xy~,

B(X@) = F(X' xx X)) = F( ] X(o))-
x/—x
Il ne reste plus qu’a rappeler que les « restrictions » F(X(z,)) — F(X(z,) ) sont
des isomorphismes.

Soit maintenant % un champ sur X constructible, ind-Lg-fini. Il existe un
nombre fini d’ouverts étales U; — X (i € {1,...,r} = I) et des sections
s; € Ob Z(U;) qui engendrent (%) (i.e. telles que pour tout point géomé-
trique x de X, et toute section s, € Ob.%,, il existe un indice ¢ tel que x se
factorise par U; et que s, soit isomorphe & s;,). Pour tout i,j € I, notons
Uij = U; xx Uj et F; ; le U, j-faisceau M(SHUM,SJ"UM). Soit U un ouvert
dense de S tel que b) soit valable pour tous ces faisceaux; il en existe par ce
qui précede. Soient z un point géométrique de Xy, ¢ une générisation de f,,)
et a, 3 deux objets de F(X(,)). Montrons que le morphisme Homx , (o, 8) —
Homx,, (at, B¢) est un isomorphisme; cela démontrera que le couple (fu, Fx,,)
est localement 0-acyclique. Deux cas se présentent : soit il existe un indice ¢
tel que a & 0 = s;,, auquel cas la conclusion résulte de ’hypothese faite
sur F; ; = Auty, , (s;), soit a et 3 ne sont pas isomorphes, et il faut montrer qu’ils
ne le deviennent pas aprés restrictions a X ;). Il existe 4, j tels que o & s,
et 3= s; ;sil’on note encore x un point géométrique de U; ; relevant z, on a

@ =Homx,, (a, 8) = Fi,j (Ui ) et

HOmX(I)t (at, ﬁt) = Fi’j (Ui,j(m)t) =, CQFD.

La locale 0-acyclicité (générique) étant acquise, nous pouvons supposer,
d’apres [13, I11.2.1.5.9], que .Z est la gerbe des Aut(s;)-torseurs sur U;. Comme [
est fini, cela nous rameéne a démontrer le b) dans le cas particulier d’'un champ
de torseurs sous un groupe constructible ind-Lg-fini, noté ¢. Il existe un mo-
nomorphisme de faisceaux en groupes 4 — 4’, ou ¥’ est 'image directe par
un morphisme fini 7 : X’ — X d’un faisceau en groupe presque constant Lg-
fini G. Il résulte de la suite exacte longue tronquée de cohomologie non abélienne
(1, 3.1], qu’il suffit de traiter le cas de Tors(¢’) et de ¥’/¥. Quitte a restreindre
encore S, on peut supposer le résultat acquis pour ¢'/¥. D’apres a) (ii), on
peut aussi supposer que les fibres de Milnor du morphisme X’ — S sont Lg-
simplement connexe. Soient maintenant x, s,t comme dans I’énoncé; on veut
montrer que Hl(X(I)t,ﬂ'*G) = {e}. Or

HY (X (), 1G) = HH (X xx X4y, G) = ( H Xyt ) = {e}
le premier isomorphisme vient du fait que le morphisme 7 est fini. [l
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Cette derniére réduction (du cas d’un groupe constructible & un groupe
constant) est due & Ofer Gabber. Dans la premiere version de ce texte, le
a) était démontré sans utiliser le théoreme 3.1. Remarquons par exemple que
lon peut déduire a) (i) des énoncés abéliens de P. Deligne en utilisant, si ¢ est
un nombre premier inversible sur S, I’adjoint a gauche du foncteur d’oubli

{faisceaux abéliens de (-torsion} — X7,
parfois noté E — F([E].

REMARQUE 3.4 (variante abélienne de 3.1). — Soient S un schéma noethé-
rien, X un schéma séparé et f : X — S un morphisme de type fini. Il existe
un ouvert dense U de S tel que pour tout morphisme cohérent g : ¥ — Z de
U-schémas, tout n un entier inversible sur S, et tout faisceau constructible
Z de Z/nZ-modules sur Y, le morphisme p*Rg.# — Rg',p*% soit un
isomorphisme. A priori, on s’attendrait & un énoncé tronqué. Cependant, si
r est un entier supérieur a la dimension des fibres de f, la r-acyclicité locale
générique, qui se démontre a I'aide d’un hyper-recouvrement tronqué, entraine
Pacyclicité locale sur le méme ouvert (c¢f. [3, 1.17], et le fait que r majore la
dimension cohomologique des fibres de Milnor qui apparaissent).

On peut aussi retrouver par la méme méthode (i.e. descente cohomologique
abélienne et altérations) les deux théoremes génériques de [8].

4. Locale constance générique et applications au Trf'
LEMME 4.1. — Soient X un schéma et % un champ sur X constructible. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout point géométrique x de X et toule générisation y — x, le
morphisme F (X (5)) — F(X(y)) est une équivalence ;

(ii) le faisceau mo(F) et, pour toute section locale s, les faisceaur w1 (F,s)
sont localement constants.

Démonstration. — Que la premiere condition entraine la seconde résulte de
(2, 2.11].

Pour l'autre implication, on commence par remarquer que ’essentielle sur-
jectivité de ces foncteurs découle de la surjectivité de

0(F) (X (@) — m0(F)(X(y)-
(Bien que 7o (%) ne soit que le faisceau associé au préfaisceau des classes d’iso-
morphismes, cette difficulté disparait car les schémas considérés sont stricte-
ment locaux.) Soit y — z une générisation et s,s" € Ob.#(X(,); montrons
que
Hom, (s, s") = Hom, (s, s;).

Sis 2 ¢, on utilise 'hypothese faite sur w1 (%, s) tandis que si s et s’ ne sont pas
isomorphes, cela résulte de I'injectivité de 7 (7 )(X(4)) — mo(F)(X(y))- O

TOME 131 — 2003 — N© 1



ALTERATIONS ET GROUPE FONDAMENTAL PREMIER A p 137

Un champ satisfaisant les deux conditions précédentes est dit localement
constant.

Suivant [19], on peut définir — dans certains cas — des fleches de spécia-
lisation et de cospécialisation de la facon suivante. Si (f,#) est cohomo-
logiquement propre et ¢ — s une spécialisation sur S (comme dans 3.2),
F (X x583)(t)) — F(X;) est une équivalence, ot Sy (t) désigne le normalisé
de S(s) dans t (cf. loc. cit., 1.1). Un foncteur de spécialisation est défini en
composant une équivalence quasi-inverse .7 (X;) — F(X xg S(4)(t)) avec
le foncteur #(X xg S5)(t)) — F(X¢). Si 'on suppose cette fois (f,F)
localement acyclique, on définit de maniere analogue un foncteur de cospécia-
lisation F (X)) — F(X,) pour toute spécialisation ¢ — s. Lorsque les fleches de
spécialisation et cospécialisation sont définies, leurs composés sont 2-isomorphes
a l'identité.

Finalement, on trouve (cf. loc. cit., 2) :

PRrROPOSITION 4.2. — Soient f : X — S un morphisme cohérent et F un
champ sur X tel que (f, F) soit cohomologiquement propre et localement acy-
clique. Alors, f..F est localement constant.

Remarquons que si # est un champ en catégories discretes, le couple (f, F#)
sera localement acyclique si le faisceau & est localement constant et (f, ) est
localement acyclique pour un ensemble fini F de cardinal supérieur a 2.

Grace aux deux théoremes génériques, on en déduit :

COROLLAIRE 4.3. — Soient S un schéma noethérien, f : X — S un mor-
phisme de type fini, et F un champ constructible, ind-Lg-fini sur X. Il existe
un ouvert dense U de S tel que fy,Fx, soit localement constant, constructible
et de formation compatible a tout changement de base.

COROLLAIRE 4.4. — Soient S un schéma noethérien et f : X — S un mor-
phisme séparé de type fini. Il existe un ouvert dense U — S tel que pour tout
Ls-groupe fini G, toute générisation t — s de points géométriques de U les
fleches

H'(X,,G) — (R'f.G), 2 H' (X, G) — H'(X;,G)

soient des isomorphismes.

Cela résulte immédiatement de 4.3. La traduction de cet énoncé en termes
plus géométriques est immédiate :

Si S est un schéma noethérien intégre de point générique n et f : X — S
un morphisme de type fini de fibre générique géométrique connexe, il existe
un ouvert dense U — S tel que pour chaque point géométrique @ de U,
le schéma X5 soit conneze et de groupe fondamental Lg-primaire isomorphe
oL

a m® (Xq).
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On laisse le soin au lecteur de préciser cet énoncé en choisissant des points
bases et des chemins.

COROLLAIRE 4.5. — Soient k un corps algébriquement clos d’exposant carac-
téristique p, X un k-schéma de type fini et x un k-point de X. Pour toute exten-
sion K/k, avec K algébriquement clos, le morphisme canonique Wf/(XK,x) —
7 (Xk, ) est un isomorphisme.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du fait que si 'on note f le
morphisme X — Spec(k), pour tout p’-groupe fini G, la formation du faisceau
R!f.G commute & tous les changements de bases S — Spec(k) (cf. 2.4) et en
particulier & Spec(K) — Spec(k). O

Soient X un schéma noethérien et L un ensemble de nombres premiers. Sui-
vant Artin-Mazur, on peut définir un pro-objet, noté X é_w de la catégorie homo-
topique des CW-complexes. Pour la définition de ce pro-objet, nous renvoyons
a [4, 3.4 et 4.2] pour la définition des §-équivalences.

COROLLAIRE 4.6. — Soient S un schéma noethérien et f : X — S un mor-
phisme de type fini. Il existe un ouvert dense U — S tel que pour toute fleche
de spécialisation t — s de points géométriques de U, les morphismes

Xs — X Xs S(s)<t> — Xt
induisent des §-équivalences Xslgg = thgg,

Suivant Sullivan, on peut aussi définir fonctoriellement, pour chaque
schéma X, un vrai type d’homotopie holim X E';t ; apres application de ce fonc-
teur, les morphismes précédents deviennent des équivalences d’homotopie.

Démonstration. — Compte-tenu des propositions 5.8, 5.9 et 6.4 de [9], qui per-
mettent de comparer faisceaux lisses sur X~ et sur X, E';t ainsi que la cohomologie

de ces topos a valeurs dans ces faisceaux, le théoreme d’Artin-Mazur-Quillen
(loc. cit., 6.5) prend la forme qui suit :

Sig:Y — Z est un morphisme de schémas noethériens, et L un ensemble
de nombres premiers, gb : Yeljc — Zé‘t est une f-équivalence si et seulement si :

(i) le morphisme H!(g, G) : H'(Z,G) — H!(Y, G) est un isomorphisme pour
tout L-groupe fini G;

(ii) pour tout entier m & support dans L, et tout Z/mZ-faisceau lisse ¥
sur Z, se factorisant par 75 (Z), les morphismes

sont des isomorphismes.

Par la suite, les faisceaux lisses du (ii) seront simplement appelés faisceaux
lisses L-monodromiques.
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Compte-tenu du 4.4, on peut supposer que pour toute générisation géomé-
trique t — s de points de S, la condition (i) (avec L = Lg) est satisfaite pour
les morphismes

X, — XS(S)(t) d:efX(s) <t> et Xy — X(5)<t>.
Il nous reste & vérifier I’énoncé de cohomologie abélienne.

D’apres 3.4, on peut supposer le morphisme f universellement localement
acyclique (pour les coefficients abéliens). Soient ¢ — s une spécialisation de
points géométriques et .Z un faisceau lisse L-monodromique sur X ,(t). Pour
chaque entier i, le morphisme H'(X(,)(t),.¢) — H'(Xy, %) est un isomor-
phisme. Ainsi, pour démontrer corollaire, il suffit de le vérifier le critere (ii),
pour les indices ¢ < 2d = r, ou d est un majorant de la dimension des fibres de f.
Quitte a rétrécir S, et faire un changement de base inoffensif, on peut supposer
qu’il existe un hyper-recouvrement tronqué ¢ : X,., ., — X, qui soit le complé-
mentaire d’un diviseur & croisement normaux relatifs dans un schéma simplicial
tronqué propre et lisse sur S (cf. 2.6 et la remarque qui suit). Nous allons voir
que la conclusion du corollaire est valable sur S. Pour o € {0,...,7 4+ 1}, no-
tons f, le morphisme lisse X, — S déduit de f, et f(s)(t)o les morphismes
déduits par changement de base S(4)(t) — S. Il ne nous reste plus qu’a montrer
que les morphismes H* (X (t), ) — H'(X,,.Z) sont des isomorphismes pour
0<i<r.

Pour chaque indice o, le faisceau £y (+(t) €st par hypothese modérément ra-
mifié a l'infini si bien que pour chaque i € N, la formation des S(y)(t)-faisceaux
Rifs (o, L x. (t)a st compatible au changement de base (cf. [19], 1.3.3). La
conclusion résulte maintenant du fait que, par descente cohomologique, on a
I’égalité Tger(s) <t>*$ = TgrR(f(s) <t>.§r+1)*$.. [l

On peut aussi montrer que les fleches X, — X xg S(s) «— X, induisent des
b-équivalences.

Pour étudier I'extension, en caractéristique positive, du corollaire précédent
aucasou L ={2,3,...}, il est naturel de s’intéresser & la question suivante. Soit
X — S un morphisme lisse, £ un nombre premier inversible sur S'; existe-t-il
un ouvert dense de S tel que pour tout Fy-faisceau lisse # sur X, et tout point
géométrique u de U, les morphismes H'(X xg Uy, #) — H{(Xy, F) soient
des isomorphismes ? Il n’en est rien comme le montre I’exemple suivant que LEI
Fu a aimablement communiqué a l’auteur.

Soient k la cloture algébrique d’un corps fini, £ un nombre premier inversible
sur k, et ¢ : X = A,lC Xk A,lC — 8 = A,lC la seconde projection. Notons p
la premiere projection. Supposons un instant qu’il existe un ouvert non vide
U de S tel que la formation de Rg.# commute aux changements de bases
% — U, avec u localisé en un point fermé, pour tout Fy-faisceau lisse .. Par
t-exactitude de la transformation de Fourier sur S, on sait que si .# désigne un
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F-faisceau lisse de rang 1 d’Artin-Schreier sur A,lc, et Z un faisceau sur S,
Rg(p"Z © Z((,)) =Ra.(p"F @ £((.))).

Si maintenant a est un point géométrique de U, on a
HZ(AL, F ® £L(za)) = H* (A}, F @ L(za)).

Si l'on pose F = .Z(—za), le terme de gauche est non nul (par dualité) alors

que celui de droite est trivial. Absurde.

PROPOSITION 4.7 (formule de Kiinneth). — Soit k un corps séparablement
clos d’exposant caractéristique p > 1. Soient XY deuz k-schémas connezes de
type fini, et (z,y) € X (k) x Y (k). Le morphisme

™ (X %, Y, (z,y)) — ) (X,z) x 77 (Y, y)
défini par covariance du ﬂf/, est un isomorphisme.

Il est bien connu que cela est faux pour le 7 entier.

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons comment déduire la formule
de Kiinneth des théoremes de propreté cohomologique et locale acyclicité gé-
nériques.

Démonstration. — Notons P le k-schéma X X, Y et f la projection P — Y.

Il suffit de montrer que les morphismes P, = X x {y} — P L. ¥ induisent une
suite exacte

1— Wf/(X x {y}) — ' (P) — 7} (V) — 1.
En effet, comme cette suite s’envoit sur la suite exacte tautologique
1= (X) — o} (X) x 7] (V) — 7' (V) — 1,
le morphisme 7’ (X x; V) — 7' (X) x 7¥'(Y) sera un isomorphisme par exac-

titude.
L’injectivité (& gauche) est automatique car le composé de

(X x {y}) — 7'(P)

avec 7} (P) — 7 (X) est un isomorphisme. La surjectivité de 7}’ (P) — 7' (Y")
se traduit de la fagon suivante : pour tout revétement étale connexe galoisien
d’ordre premier & p, Y’ — Y, le schéma X X3 Y’ = P xy Y’ est connexe; cela
résulte du fait que les fibres géométriques de f sont connexes (i.e. f est 0-acy-
clique, ¢f. [3, déf. 1.11i et cor. 1.16 avec n = 0]), et n’utilise pas 'hypothése que
p est inversible sur k. Pour établir I’exactitude au centre, nous allons vérifier,
comme dans [15, 1.2], que tout p’-revétement connexe de P scindé sur P, est
image inverse d’'un p’-revétement de Y. Soit P’ un tel revétement, de degré d, et
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notons hp: = Homp(—, P’) le faisceau de Yoneda associé, localement constant
constructible. Nous démontrerons un peu plus bas le résultat suivant :

le faisceau fihpr sur'Y est localement constant constructible, et de
(H) { ‘ . ‘ \
formation compatible aux changements de bases (relativement 4 'Y').

Ainsi, I'espace algébrique étalé associé a ce faisceau est un revétement étale
Y’ — Y. La fleche d’adjonction au niveau des faisceaux f* fyohp: — hp/ corres-
pond® & un morphisme de P-schémas étales : Y/ xy P — P’. Regardons la
fibre en z = (x,y) de ce morphisme de faisceaux : le terme de gauche est

(hy'(y) =) fihpi(y) = hps (Py)

par commutation au changement de base, tandis que le terme de droite
est hp/(2) = f71(2), de cardinal d. Géométriquement, cette fleche n’est autre
que la restriction des sections. Le revétement P’/P étant scindé au-dessus
de Py, hy:(y), et par conséquent le schéma Y”, sont non vides si bien que le
morphisme g : P Xy Y’ — P’ est un morphisme entre revétements non vides
de P; le schéma P’ étant connexe, le morphisme g est un revétement étale.
Il en résulte que

deg(Y' xy P/P) =deg(Y'/Y) > deg(P'/P) = d.
D’un autre coté,
deg(Y'/Y) = thy:(y) = thp, (P) < d.

Finalement deg(g) = 1 et g est un isomorphisme. Ainsi, sous nos hypotheses, P’
provient bien de la base; il reste & montrer que le revétement Y'/Y dont il est
déduit est d’ordre premier & p. On peut supposer par fonctorialité que P’/P
est galoisien de groupe un p’-groupe G (scindé, donc totalement décomposé,
sur Py). La surjectivité du morphisme m;(P) — m1(Y") se traduit en la pleine
fidélité du foncteur RevEt(Y) — RevEt(P). Dans notre cas, cela implique
légalité Auty (Y') = Autp(P’) = G, si bien que Y'/Y est lui-aussi galoisien de
groupe G.

Il nous faut maintenant justifier ’hypothese (H). Il existe un revétement
galoisien P” de groupe G de P, et un sous-groupe H de G tel que P’ = P”/H.
D’apres [24, 1.16 (iii)], pour démontrer la commutation au changement de base,
il suffit de vérifier que les couples (f, Tors(G)) et (f, Tors(H)) sont cohomolo-
giquement propres (relativement & Y'). Or, il résulte de 2.4 que cela est vrai
pour tout p’-groupe (constant), f se déduisant du morphisme X — Spec(k) par
changement de base. Une fois la commutation au changement de base acquise,
la constructibilité est automatique, d’apres le lemme suivant :

(5) Rappelons que si un faisceau étale . sur un schéma S est représenté par un S-schéma T,
pour tout morphisme ¢ : 8" — S, le S'-faisceau c¢*.Z est représentable par le schéma S’ x g T'.
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LEMME 4.8. — Soient v : A — B un morphisme de type fini entre schémas
noethériens et F un faisceau d’ensembles constructible tel que (o, F) soit co-
homologiquement propre. Alors, le faisceau a..F sur B est constructible.

Démonstration. — En effet, par constructibilité générique, il existe un ou-
vert U de B tel que (a..% )|y soit constructible. Notons i : Z < B I"immersion
fermée du complémentaire réduit de U dans B. Par hypothese, le faisceau
i*.# est isomorphe a 'image directe de .F|4, par az : Az = AxpZ — Z.
Comme .#|4, est constructible et que (az,#|4,) est cohomologiquement
propre, on conclut par récurrence noethérienne. [l

Il ne reste plus qu’a montrer que notre faisceau f.hp: est localement
constant. D’apres la remarque suivant 4.2, compte-tenu de la propreté cohomo-
logique, il suffit de montrer que si I est un ensemble & deux éléments, (f, I) est
localement acyclique. Or il résulte de 3.3, a) (i) que (X — Spec(k),I) lest
universellement, d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 4.9. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p.
Soient X et Y deux k-schémas de type fini. Le morphisme

! P Pl
(X Xk Y)g — X x Y
est une f-équivalence.

Démonstration. — 11 suffit, comme dans 4.6, de vérifier deux conditions sur
cette fleche : qu’elle induit des isomorphismes d’une part sur les H' non abéliens
& valeurs dans les p’-groupes, et sur tous les H? & valeurs dans des F-faisceaux
lisses p’-monodromiques (¢ # p) d’autre part. Compte-tenu des isomorphismes

H' (X x )%, G) 2 Hy (X % Y, G) = Hom(7} (X x4, Y),G)

ét
pour tout p’-groupe G, la premiere condition résulte de la formule de Kiin-
neth que nous venons de démontrer et de son analogue topologique pour le
produit X ft' X Y(ﬁ/. Pour vérifier la seconde condition, remarquons que dans le
cas particulier ot £ est un F-faisceau lisse p-monodromique sur X% x V',
produit externe de deux faisceaux sur X ft/ et Yéﬁ/, I’isomorphisme désiré (pour
chaque i € N) n’est autre que la formule de Kiinneth abélienne de [8]

RI(X x Y, Zx ®.Zy) — RI(X, Zx) @ RI(Y, Zy).

Remarquons maintenant que pour tout couple de groupes finis G et G', les
F/[G x G']-modules simples sont des produits externes de représentations irré-
ductibles de G et G'. Soient r € N et £ un Fy-faisceau lisse p’-monodromique
sur th/ X Yéﬁ/; posons L, = L ®p, Fyr. Pour r > 0, L, est somme directe
de produits externes de F,r-faisceaux lisses, si bien que la seconde condition
est satisfaite pour ce faisceau. Comme le faisceau L se plonge dans L,, une

récurrence sur 4 donne 'isomorphisme des H? pour tout i. O
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THEOREME 4.10. — Soient k un corps algébriquement clos d’exposant caracté-
ristique p > 1, X un k-sous-schéma connexe d’un espace projectif Py sur k.
Supposons X régulier de dimension > 3. Alors, si Y une section hyperplane
générale de X on a :

e le schéma'Y est connexe,

o pour tout point géométrique y de Y, le morphisme canonique Wf/(Y, y) —
7" (X,y) est un isomorphisme.

Démonstration. — L’énoncé se trouve dans [23] avec ’hypotheése supplémen-
taire que la caractéristique est nulle. Cette hypothese était nécessaire pour
pouvoir utiliser le théoreme 2.2. Celui-ci étant maintenant démontré en toute
généralité, la méme démonstration donne ce théoréeme, a condition bien entendu
de se restreindre aux p’-groupes. O

De méme, utilisant le théoreme de Michele Raynaud sur les surfaces, on
trouve :

THEOREME 4.11. — Soient k un corps séparablement clos d’exposant caracté-
ristique p > 1 et X un k-schéma algébrique. Alors le groupe Wf/(X) est topo-
logiquement de présentation finie.

Démonstration. — On peut supposer k algébriquement clos. Utilisant des alté-
rations a la place de la résolution des singularités, on peut se ramener facilement
par descente (c¢f. [22]) au cas d’un schéma affine lisse. Utilisant le théoréme de
Lefschetz sur les sections hyperplanes, on se ramene au cas ou X est une surface,
traité dans loc. cit. O

5. Discussion du cas modéré

Les résultats de cette partie utilisent la géométrie logarithmique ; nous ren-
voyons le lecteur & [20]. Un exposé plus systématique de la théorie de la spé-
cialisation du groupe fondamental logarithmique sera donné dans un prochain
article d’Isabelle Vidal.

Soient k£ un corps algébriquement clos d’exposant caractéristique p > 1,
X un schéma régulier connexe, propre sur k et U — X le complémentaire
d’un diviseur a croisements normaux Y. Nous dirons que X est une bonne
compactification de U. Soit w un point géométrique de U ; notons 7f (U, x, u)
le quotient de 71 (U, u) classifiant les revétements de U modérément ramifiés le
long de Y = X — U; rappelons qu’il s’agit des revétements de U dont les
restrictions (aprés normalisation) aux localisés de X en les points génériques
de Y sont modérés, au sens valuatif classique. Il revient au méme de dire que le
faisceau lisse .Z(V/U) représenté par V sur U est modérément ramifié en ces
points.
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Rappelons que le groupe fondamental modéré d’un k-schéma pointé
connexe U possédant une bonne compactification ne dépend pas du choix de
celle-ci. Soient en effet j; : U — Xj et jo : U — X5 deux telles compacti-
fications, 77 un point générique géométrique de U et V' — U un revétement
modéré de U relativement & X; (i.e. le long de Y7 = X3 — U); on souhaite
montrer qu’il est modéré le long de Yo = X9 — U. Soit Z une compactification
de U dominant X; et X2 (quitte a la normaliser, on peut supposer Z normal).
Soit z € Y5 un point de codimension 1. Le schéma Z étant integre, séparé, et
propre sur Xo, il résulte de EGA I17.3.1 que Z X x, Spec(€x, ») — Spec(Ox, »)
est un isomorphisme (c’est un isomorphisme générique sur un trait). Ainsi, il
suffit de montrer que V' est modérément ramifié relativement & Z, en les points
de codimension 1, ¢’est-a-dire que les p-Sylow des groupes d’inertie locale en ces
points agissent trivialement sur .2 (V/U);. Soit Z un point géométrique de Z
localisé en un point maximal de Y = Z — U et notons Z; son image dans X;.
Il résulte du lemme d’Abhyankar et du théoréme de pureté de Zariski-Nagata
(le schéma X; est régulier), que les p-Sylow du groupe 71 (X1(Z1) xx, U, 7)
agissent trivialement sur £ (V/U);. Comme l'action de m1(Z(2) xz U,7) se
factorise par I'action précédente, son p-Sylow agit trivialement. Le résultat en
découle. (La démonstration qui précede est due & Michel Raynaud.)

THEOREME 5.1. — Soient k un corps séparablement clos, (U,u) et (V,v) deuz
k-schémas pointés connexes ayant de bonnes compactifications. Alors, le mor-
phisme Tt (U x5, V,u x v) — 7t (U, u) x 7t (V,v) est un isomorphisme

Le point clé est l'interprétation logarithmique que l'on peut donner du
groupe fondamental modéré dans le cas d’'une bonne compactification : d’apres

un théoréme de K. Fujiwara et K.Kato [10] (voir aussi (20, 7.6]), n} (U, x,u)

s'identifie & m\°8(X, u), le groupe fondamental logarithmique de X (pour la to-

pologie Kummer-étale), muni de la log-structure évidente. Ainsi, la formule a
démontrer devient ’analogue logarithmique de la formule de Kiinneth pour les
schémas propres sur k démontrée par A.Grothendieck dans [15, 1.7]. La dé-
monstration de loc. cit. se recopie mot a mot a condition de vérifier 'analogue
de loc. cit. 1.2 sur la factorisation de Stein. C’est 'objet de la proposition sui-
vante :

ProposiTION 5.2 (I. Vidal). — Soient U — X et V — Y de bonnes com-

pactifications, et R — P 9 x X Y un revétement Kummer-étale connezxe ot
X et Y sont munis des log-structures évidentes. Soit R — Y' — Y la fac-
torisation de Stein du morphisme (propre) sous-jacent. Alors Y'/Y est étale
au-dessus de V' et modérément ramifié¢ le long de Y — V.

Ainsi, par Fujiwara-Kato, on peut munir Y’ d’une log-structure qui fasse de
Y’ — Y un revétement Kummer-étale.
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Démonstration. — Le morphisme Ry = R Xy V — V est propre et log-lisse.
Les fibres log-géométriques sont donc log-régulieres, et en particulier réduites,
et s’identifient aux fibres géométriques car la log-structure de V est triviale.
Finalement, Ry, — V est séparable et V/ =Y’ xy V — V, qui en est la
factorisation de Stein, est étale. Il nous reste a montrer que ’extension corres-
pondante est modérée le long de Dy =Y — V' ; pour cela, on peut remplacer Y
par son hensélisé strict en un point générique de Dy, noté S. On remplace aussi
R — P par une composante connexe de R Xy S, qui est un revétement connexe
de X xi S.

Le schéma S’ =Y’ xy § est fini sur S'; il est de plus connexe (image d’'un
connexe) et normal (car Rg, noté maintenant R, 'est). C’est donc un trait,
fini et génériquement étale sur S. Soit S; I'extension modérée maximale de S
dans S’; on veut montrer que S; = S’. Le revétement S;/S est étale modéré;
le trait .S¢, muni de la log-structure naturelle, est donc un revétement Kummer-
étale de S. Le morphisme R — S; est donc log-lisse et R — S’ — Sy en est la
factorisation de Stein. Supposons I’extension totalement sauvage S’/S; non tri-
viale, et montrons que R n’est pas connexe. On peut donc supposer S = S; dans
la suite. Notons R’ = R x 5" le produit comme log-schémas fs, et n (resp. n’) le
point générique de S (resp. S’). Comme 7’ X, i’ n’est pas connexe, la fibre gé-
nérique de R’ ne l’est pas. Le log-schéma R’ étant log-régulier (car log-lisse sur
S’ log-régulier), R’ est normal si bien que 7 (R') = wo(]_%;],), l’ouvert ]_%;7, étant
dense dans R’. Finalement, on voit que R’ n’est pas connexe; il en est donc de
méme de sa log-fibre spéciale R., = Ry/. Cependant, Ry — R, est un homéo-
morphisme universel de Kummer car s’ — s 'est, alors que R est connexe
comme on le déduit de la connexité de R par la factorisation de Stein. Ab-
surde. [l

Cette proposition entraine, comme dans [15, 1.3-1.4], Pexactitude de la suite
X)) — mEX YY) — mE(Y) = 1,
dont on déduit la formule de Kiinneth (5.1), comme en 4.7.

REMARQUE 5.3. — On peut aussi montrer que si est k un corps séparable-
ment clos, (U,u) un k-schéma pointé connexe ayant une bonne compactifica-
tion, et K/k un sur-corps séparablement clos de k, le morphisme canonique
(U xx K,u) — 7 (U, u) est un isomorphisme.

Indiquons rapidement 1’idée, due a O. Gabber. Soient X une bonne compac-
tification de U et G un groupe fini. On a un morphisme canonique de topos
a: Xget — Xet, o Xget est le topos Kummer-étale associé a la log-structure
évidente sur X, définie par X —U. La remarque résulte du théoreme de change-
ment de base propre pour les champs ind-finis appliqué au morphisme propre de
schémas usuels X — Spec(k) et aux champs a,(Torsi¢:(G)) pour G variable.
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