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ETUDE D’UNE TRANSFORMATION
NON UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUE
DE L’INTERVALLE [0,1]

PAR ALBERT RAUGI

RESUME. —  Nous étudions un exemple de transformation non uniformément hyper-
bolique de Dintervalle [0, 1[. Des exemples analogues ont été étudiés par de nombreux
auteurs. Notre méthode utilise une théorie spectrale, pour une classe d’opérateurs vé-
rifiant des conditions faibles de Doeblin-Fortet, introduite dans [1]. Elle nous permet,
en particulier, de donner une estimation de la vitesse de décroissance des corrélations
pour des fonctions non hoéldériennes.

ABSTRACT (An example of a Non Uniformly Exzpanding Transformations of [0,1[)

We give an example of a non uniformly expanding transformations of [0, 1[. Analo-
gous examples have been given by different authors. Our method is based on a general
spectral theory for a class of operators satisfying weak “Doeblin-Fortet” conditions (see
[1]). This technique makes it possible to estimate the decay of correlations for non
Holder functions.

Introduction

L’étude d’un exemple de transformation présentant une perte d’hyperbolicité
en un point fixe a été I'objet de nombreux articles. Les travaux les plus récents
(voir [2], [3], [4], [6], [7]) portent sur le probleme de vitesse de décroissance
des corrélations d’une fonction holdérienne, en vue d’obtenir un théoreme de
la limite centrale pour ses sommes de Birkhoff.
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82 RAUGI (A.)

Une approche souvent utilisée est celle de '« induction », proche de la tech-
nique probabiliste du « balayage ». On recherche un borélien « récurrent » B
de I pour lequel la transformation induite est uniformément dilatante. En dé-
coupant alors une somme de Birkhoff suivant les temps de retour dans B, on
est « ramené » a une somme de Birkhoff associée a la transformation induite
(voir [2], [3], [7]). Une seconde méthode consiste & approcher 'opérateur de
« transfert », associé a la transformation, par un opérateur, obtenu par une
perturbation aléatoire, ayant de bonnes propriétés spectrales (voir [4]).

Notre approche, basée sur une théorie spectrale pour une classe d’opérateurs
vérifiant des conditions faibles de Doeblin-Fortet, permet d’établir directement
de bonnes propriétés spectrales pour 'opérateur de transfert. Cette technique
permet de travailler avec des fonctions non nécessairement héldériennes. Signa-
lons aussi, que dans le cas holdérien, Pestimation obtenue dans [4] permet d’ob-
tenir le théoréeme de la limite centrale pour un coefficient de Holder supérieur
a /(1 —a). Ici (¢f corollaire 1.7) ce résultat est obtenu pour un coefficient de
Holder supérieur & a/(1 4 «).

1. Notations et résultats

1.1. Pour tout réel z, nous désignons respectivement par [z] et {«} les parties
entiere et fractionnaire de x. Pour tout réel x et tout réel strictement positif r,
nous notons B(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r :

Bla,r)={z eR: |z —a|] <r}.

Nous considérons I'intervalle I = [0, 1] muni de sa tribu des boréliens B(I) et
de la mesure de Lebesgue normalisée m. Nous choisissons un réel a € ]0,1]
et nous introduisons la transformation 7 de I définie par

m(z) = {z(1 - xo‘)_l/o‘}.

On notera que 0 est un point fixe « neutre » de 7 et qu’en tout point non nul
de I, la transformation 7 est strictement dilatante.

Nous appelons P l'opérateur dual de l'opérateur de composition par 7 :

1 1
Vf, g € L*(I,m), / fgordm:/ Pf gdm.
0 0
La mesure de Lebesgue m est invariante par P et un petit calcul montre que

Vf € ]LQ(m)a Vz € Iv Pf(l’) = ZU(Sk(Z'))f(Sk(:C)),
en posant, pour x € I, her
u(z) = (1— )V )=z 142"V, VkeN, sp(z) =tz +k).
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ETUDE D’UNE TRANSFORMATION NON UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUE 83

Notons aussi que la dérivée de t et la j-ieme itérée de ¢, pour j € N* sont
données par

t'(@) = (142%) 0TV (@) = 2(1+ o)~/

1.2. Dans le cas d’une transformation uniformément dilatante, ’étude clas-
sique du comportement asymptotique des itérés P™, n > 1, de 'opérateur de
transfert P, est basée sur la technique suivante. Les inverses s,,, n € N, de 7 sont
uniformément contractants; autrement dit, il existe un réel p € [0, 1] tel que

V(n,k) € N?, Vo € I, s,(B(x,p")) C B(sa(2), p").
Si f est une fonction continue sur I, on introduit alors les quantités
VkeN, U(f k) =sup{|f(x) — f(y)|: (z,y) € I*, |o —y| < p*}

qui mesurent les variations de f sur les boules de rayon p*. A Taide de ces
variations, on construit dans IL* (m) une nouvelle norme pour laquelle P est un
opérateur de Doeblin-Fortet au sens fort.

Dans notre cas, nous commencons par chercher une suite (1 )x>0 de fonctions
sur ]0, 1] telle que

V(n,k) e N?, Vz € I, s,(B(z,m(x))) C B(sn(2), Met1(sn(2))).
Nous verrons (lemme 2.1) que la suite définie par
me(x) =2+ VE) TV s we [F(Q), 0] > 1,

répond a la question.
Pour toute fonction borélienne f sur I, pour tout x € I et tout n € N, nous
posons :

1
V) = 1) = FOllmaomonmy o) = [ VUL

On notera que cette mesure des variations de f est bien plus générale que la
précédente ; en particulier, on peut avoir lim, v(f,n) = 0 pour une fonction
f non continue. Pour tout réel 5 € [0,1 — af, nous notons mg la mesure de
densité 27 par rapport & la mesure de Lebesgue m. A Paide de ces variations,
nous construisons dans L!(mg) une suite de semi-normes pour laquelle P est
un opérateur de Doeblin-Fortet au sens faible (cf. [1]). La construction de cette
suite sera donnée dans la section 2.

1.3. Nous appelons S l'ensemble des applications L de |0, 4+o00[ dans ]0, +00[

de la forme
1
L(z) =xexp (/ @dt)

x
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84 RAUGI (A.)

pour une fonction continue positive € sur |0, +o00[ telle que

1
t
lime(x) =0 et / it)dt = +o0.
0

x—0

En particulier, pour tout entier naturel non nul p, appelons In°? la p-iéme
itérée du logarithme népérien. Pour tout réel a > 0 suffisamment grand,
I’application

f(x) za:(lnoP (a+ %) —In°(a + 1)) ¥ zIn°?(1/x)

appartient a S.

Nous posons
Ve={f e LY(I,mp) : 1ir_~1[1 v(f,n) =0}.

Pour tout f € V3, nous introduisons la suite ug(f,-) de terme général

t"(1)
ug(f,n) =v(f,n) +/0 | f|dmg.
Enfin, nous appelons v le réel min{(1 — 8)/a,2 + (8/a)}.

THEOREME 1.4. — Pour tout a € ]0,1[, la suite de fonctions (P"™1),>0
converge uniformément sur |a,1[ vers une fonction h, continue, strictement
positive et invariante par P. De plus, il existe ¢ > 0 tel que h(x) ~y c/x®
et pour tout € > 0, v(h,n) = o(ngfl/o‘).

Pour tout 3 € [0,1—q] et toute fonction g de Vg, la suite (P"g)p>0 converge
dans L*(I,mg) vers m(g)h. Lorsque m(g) = 0, nous avons :

n k
() 1P gllamay = o(Ln™) Y [Llus(, k) + L(KO/ 3w (g,5))
k=0 j=1

+ L{ug(g, [3n]) + L0/ 3" 0(g,5)) )
j=1
pour tout L € S.
(ii) 89> 550 us(g, k) < 400, alors pour tout L € S,
1P gllLs mg) = o(L(n™7) + L(ug(g, [5n]))-

iii) Si pour un réel r < v — 1, la série k"ug(g,k) converge, alors la
v k>0 Ug
série Y 5o k| P gllLi(my) converge aussi.
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ETUDE D’UNE TRANSFORMATION NON UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUE 85

1.5. Nous considérons 'opérateur relativisé P défini par
Pf =h~'P(hf).
Pour tous réels 8 € [0,1 — af et p € [1,400[, nous posons :

Vap = {f € LP(I,hmg) : lim v(hf,n) = 0}.

Pour tout f € ‘754,, nous introduisons la suite ug ,(f,-) de terme général

1/p

(1)
inpldon) =g+ ([ 1f17ham)

THEOREME 1.6. — Soient 8 € [0,1— af et p € [1,+o0] tels que

1—
'yp:min{Z—i—ﬁa ﬁ}>1.
o pa
Alors, pour toute fonction g de ‘7g7p, la suite (ﬁ"g)nzo converge dans
LP(I,hmg) vers m(gh). Lorsque m(gh) = 0, nous avons :

(i) pour tout L € S,
k

1Pl oy = o(L=) Y [LEs sl ) + L (K27 Y u(gh. )]
k=0 j=1
+L ({9, [§n])) + L (D17 Z vl(gh.j)));

(i) > ps0Usp(g: k) < 00, alors pour tout L € S,
1P gllen sy = 0( L(n™7) + L(is.o(g: [3n]) )

(iii) si pour un réel v < 7, — 1, la série Y, < k"ug (g, k) converge, alors la

série Y 50 k:T||]3"g||Lp(hmﬁ) converge aussi.

COROLLAIRE 1.7. — Supposons que o < 1/2. Pour toute fonction borélienne
g telle que m(gh) = 0, nous avons :
(i) Si

(1) 1/2
|g|2(z)x_o‘d:c) ) < 400,

Z%(v(gh,k)+ (/Ot

k>0

. . _ —1 ; .
alors la suite de fonctions (n 1/2 Z?:o gOT])n>1 converge en loi sous hm vers

une loi normale centrée (cf. [5]). En particulier, c’est le cas pour la fonction
g(z) = (a —x)/(x*T") avec 4o+ 2n < 1 et a tel que m(hg) = 0.
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86 RAUGI (A.)

(ii) Si g est bornée et

> (v(gh, k) + /Otk(l) Igl(w)x’“dz) < o0,

k>0

. . _ —1 ; .
alors la suite de fonctions (n 1/2 Z?:o go Tj)n>1 converge en loi sous hm

vers une loi normale centrée. En particulier, c’est le cas pour une fonction g
holdérienne d’ordre § € Ja/(1 + ), 1] sur [0, 1].

2. Démonstration du théoréme 1.4

Lemmes préliminaires
LEMME 2.1. — Pour tout entier naturel k et tout couple (x,y) de I? vérifiant
|z —y| < (), nous avons |se(x) — se(y)| < Nk+1(se(z)) pour tout £ € N.
Démonstration. — Soient x € [(j + 1)1/, j7V[ et y € I tels que |z — y| <
N ().
> Pour £ > 1, nous avons sg(z) € [27Y% 1, mey1(se(z)) = (k + 3)~ (/)
et
|se(@) —se(y)| < mu(x)(1+ (0 + 2 —nu(x))®)
<[GVE+2) (14 E+ G+ 1)1 = (v k+2)~ /@)y~
< [2GVE+2)] Y < (k4 3)- V),

~(14+1/a)

1+1/a)

> Pour ¢ = 0, nous avons :

[t) —ty)| < [GVE+2)Q+(G+1) Y= (GVE+ 2)*““/"‘))&)]*(1“/“).

Comme

, o , ~ o (GVE+2) 1 o
VE+2 1)~V (jvht2)-0r1/o)e 5 U (1— ) >1
(GVE+2)((+1) (jVE+2) )z vRTz) 2
Co . —(14+1/a) _
il s’ensuit que [¢(z) — t(y)| < [j V k + 3] = N1 (t(2)). O
LEMME 2.2. — Pour tout couple (k,n) de N et tout v € E, nous avons :

(i) V(In(uo sp), 2, k) < (1+ a)ne(z)(n + (x — nk(z))lﬂx)fl :

(i) V(u,z, k) < (1+ a)mw(z)(z — me(2)*
(iii) pour tout B € [0,1 — «af,

Sl]lopl[ [mﬁnk(:n)(x _ nk(x))o‘fl} < Qﬁ/a(k + 1)7(2+ﬂ/a);
xe|0,

(iv) pour tous y € B(xz,ni(z)) etn > 1,

|U(Sn($)() (U)()Sn(y))| < (1 +a)61+a77k(1') < 262(1 + k)7(1+1/a).
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ETUDE D’UNE TRANSFORMATION NON UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUE 87

Démonstration. — (i) Considérons la fonction ¢ = In(u o t). Pour tout x € I,
nous avons

P(x) = —(1+ a_l)ln(l +z%) et ¢(x)=—(1+a) (x + xl—a)_l

Il s’ensuit que, pour tout (k,n) € N? et z,y € I vérifiant |z — y| < n(z),

-1

(@ +n) =y +n)| <A+ a)lz—yl(n+aAy+n+zry)=*)

(1 e (n 4 (= i) =) 7
(ii) Nous avons |[u/(z)| = ( a)(1 — z)Verpe=1 < (14 a)z®~! pour tout
x €10, 1], et par suite V(u,x, k) < (1 + a)nk(z)(x — ng(x))>L.
€ [t/(1),t771(1)[, en posant £ = max{j, k}, nous

<
<

(iii) Pour tous j € N* et «
avons

B
% < j—ﬁ/a@ +£)—(1+1/a)((1 +j)—1/a _ (2 +€)—(1+1/O¢))a—1
— Nk
1

'_ _ e 1+] 1/« a—1
< B/a (14+1/«) 141/« _
S A (1+7) (1 (2+€) 2+4)

e A R (N R
< jPle2 4 p)~(etl/) (1 4 )14 (] 4 )t
< (14 j)A=f=)/a(1 4 j=1)8/a(1 4 ¢)=(+1/a)

< (14 0)(0—F-a)/agh/a(] 4 )=(+1/a)

< Qﬁ/a(l + g)f(2+ﬁ/o<) < Qﬁ/a(l + k)7(2+6/a)_

(iv) Nous avons :

|U(Sn(1})) - U(S"(y))| S eV(ln(uosn),m,k) -1

u(sn(z))
< V(ln(u 0 8n)s T, k) eV(In(uosn).z.k),
Le résultat cherché se déduit alors de (i). O
LEMME 2.3. — Pour tous € [0,1 — «f, il existe des réels strictement positifs

c1 et ¢y tels que pour tous (n, k) € N? et f € Vj :
1
(i) v(Pf k) < e/ ®HED 0(f k+1) + e (k + 1)—<2+ﬁ/a>/ |fldmg ;
0
1
(i) (P f, k) < e/ EFD0(f K +n) + ek + 1) "/ / | fldmp.
0
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88 RAUGI (A.)

Démonstration. — (i) Du lemme précédent, il résulte que
|Pf(x) = Pfy)| < D lulsn(@))f(sn(2)) = ulsn(y))f (sn(¥))
neN

< D> ulsa())] f(sa(@)) = f(su(y))]

Y ulonw) — ulsal))[| (50 )]
neN
< /0 5™ s, (@))] f (50 (@) — F(5n(9)]
neN
n %ﬁﬁﬂﬂ(x)  [ult(@)) = ult@))] - £ (t()]
< " S 4 (5,(2)) | £ (50 (2)) = F(s(w))]
neN
57 218/ |f(t(x))|
+mp|f|(x) + (k +1)2+08/a (t(x))P .

D’ou

V(Pf,ak) < e/ FHDTN "y (s, (2)) V(F, sn(),k + 1)

neN

c1 |f(t(z))]
I (PIf1@) + (t(2))? ):

En intégrant par rapport & m et en tenant compte de la P-invariance de m,
on obtient :

v(Pf k) < e2/(k+1)2v(f,k: +1)
. 1 O
s ([ r@lar [ pw)ar)

1
< Ay (f k4 1) 4 L / | f ()| da.
_e ’U(f, + )+ (k+1)2+ﬂ/0‘ 0 x |f(13)‘ €

(i) Par récurrence, on montre que, pour tout entier n > 1,

k+4+n 1 k+n 1 1
v(P"f, k) < exp (2 > ,—Q)W(f,k +n) + 61( > m)/ 28| f()|da.
j:k+1j j=k+1 0
D’ott le résultat. O

LEMME 2.4. — Pour tousk € N, j € N* et f € L([t/ (1), 1[,m), nous avons :
1
1 iy <27 @5 R (ol 1)+ [ sldm).
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ETUDE D’UNE TRANSFORMATION NON UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUE 89

Démonstration. — Pour y € [t/

t7(1),1], on a n(y) > ne(t/(1)). 11 s’ensuit que,
pour m-presque tout x € [t7(1),1]

, 1ous avons :

Ly oo @@ < 1B(I,nk<tj(l))) W (F@)| - 1f@)) + |7 )|

< IO = O e . 5y e 1).my + 17O
<V(f,y.k) + | ()]
D’otu le résultat par intégration. O
LEMME 2.5. — Soient u = (up)n>0 €t v = (vn)n>0 deur suites positives dé-

croissantes. Alors, pour tout t € |0, 1[, le terme général du produit de Cauchy
uxv de ces deur suites vérifie :

wkv(n) < u([tn]) ((0) + -+ v(n — [nt]))
+v(n+1 - [nt]) (u(0) + - - - + u([nt] — 1))).

LEMME 2.6. — Pour tout 8 € [0,1 — [, nous avons les propriétés suivantes :

(i) Il existe un réel strictement positif cs tel que, pour tous k € N et f €'V,

t*(1) tF (1) 1
Pfld d k+1)B=D/a(y(f,0 dz).
[ prams < [ 1 dms - eath + 00 (o000 + [ ds)

(ii) Introduisons les suites z et dg(f,-) de termes généraux

]

2 2
A o

t™(1) n )
S5(f,n) = / [fldms +es Y _(n+1— ) =D/ @e*Du(f, ).
0

Jj=0

Alors il existe un réel strictement positif ¢ tel que, pour tousn € N et f €V,

1
55(Pf.n) < Sp(fin+ 1) + el +n) 7 / |ldms.
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Démonstration. — (i) Nous pouvons supposer que f > 0. Nous avons alors :

t*(1)
/ +~PPf(z)da

(1)
(z+n))f(t(x+n))dz

t(n+tk 1))  metja B
y(1—y®) n) " f(y)dy

t(n+t 1))

w>)ﬁu—um»%””””ﬂw@

t(n+t (1)—t(n

2 Pf(z+t(n))dz

A
n>0 /
/ o (1)) “Ly) — () " fy)dy
<>/,
<>

n>0

ML)
< /t 1 2P f(2)dz
0
(1= B) " I fllzoe ), 1[m)z n-i-tk ))—t(n))l_ﬁ

n>1

tk+1(1) o
< /o z*ﬂf(z)dz + meHLW([t(UJ[M)

avec ¢z = (1 — )71 oo (14 (t(n))”‘)(ﬁfl)(lﬂ/a). L’assertion (i) se déduit
alors du lemme précédent.

(ii) Pour tout réel b > 0, notons wp la suite de terme général wy(n) =
(n 4+ 1)7°. D’apres le lemme 2.3, nous avons :

k
> (bt 1= )0 e 0u(pf, )

=0

k
gz(k+1_])< 1)/a z(y)( 2/GH0 (£, 7 + 1) 1
car+ 17 [ gam,)
0

< Db+ 2=V Du(r ) 1
1 cres™ w(l,ﬁ)/a *w2+5/a(kz)/ fdmg.
0

A T'aide du lemme précédent, on voit facilement qu’il existe un réel ¢4 > 0
tel que w(1_g)y/a * Wayg/a(n) < caw,(n). D’olt le résultat. O
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ETUDE D’UNE TRANSFORMATION NON UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUE 91

Suite de semi-normes sur Vg

2.7. Soient 3 € [0,1 — af et g une fonction de V3. Nous choisissons (cf. lemme
2.14.) une suite réelle positive décroissante ¢ telle que

p(0)=1, Vn>0, p(n) < nil,
Z p(k) = +oo et Z o(k)ug(g, k) < +o0.

k>0 k>0
Nous introduisons sur Vg la suite de semi-normes suivantes :
V>0, |[flan=>_ ek)ds(f k+n)
k>0

ol da(f,) est la suite définie dans I’énoncé du lemme 2.6. Nous notons

Bg = Bg(g,¢)

le sous-espace vectoriel de Vg défini par Bg = {f € Vg : |f|go < +oo}. Pour
alléger I’écriture, nous notons

Il = Il mey et [l = - lerm)-
Observons que |-|g = |-|3,0 est une norme sur Bg majorant la norme |[|-||1,3 et

équivalente a la norme définie par [f[j; = > 5o @(k)us(f, k).

LEMME 2.8. — P est un opérateur de (Bg, ||||1,8) & puissances bornées, c¢’est-
a-dire qu’il existe un réel M > 0 tel que, pour tous n € N et f € L1(I,mgp),
12" fllvs < M| fllv,p-

Démonstration. — D’apreés les assertions (i) du lemme 2.6 et (ii) du lemme 2.3,
pour tout n > 1, nous avons

| 1P @lamao)
0

(1)
< / |£(@)|dmp (@) + s 3 (k + 1)V (u(PP=17F £,0) + | £]]1)

k=0
t™(1) n—1
< / [F@)|dma(@)+es 3 (k1) =D/ (o (f,n—1+k)+ (o + DL F]1).
0 k=0

On en déduit que pour tout f € Bg, sup,,sq [[P"fl[1,s5 < +oo. Le lemme est
alors une conséquence du théoreme de Banach-Steinhaus. O

LEMME 2.9. — La boule unité B1,g = {f € Bs : |flg < 1} est compacte dans
(Bg, [I-ll1,5)
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Démonstration. — 1) Nous commengons par montrer que B o est relativement
compacte dans (B, ||||1). Pour chaque entier & > 1 choisissons un recouvre-
ment fini d’ouverts du compact Kj = [t*(1),1] de R; soit

Ke= |J Blzjk m(zn)).
1<j<pk

oy .. s () P .
Considérons une partition de 'unité (1/1]7k)1 <i<p subordonnée a ce recouvre

ment ; c’est-a-dire que les fonctions %, , pour £ > 0 et 1 < j < py, sont
positives et vériﬁ%nt

Vo€ K, Y k(@) =1 et Vo ¢ B(zjpm(zr)), k) =0.
Soit (fn)n>0 Jide suite de fonctions de Bio. D’apres le lemme 2.4, nous

pouvons supposer que ces fonctions sont bornées sur Ky par 27 (1 + k)'1/e,
Pour tous entiers naturels k, n et p, nous avons :

aner - anLl(Kk,m)

Pk
=Z/K Uil fusn = Fuldm
Pk
S ; (/Kk 7/}j,k‘fn+p - fn+p($j,k)|dm + /Kk T/Jj,k‘fn — fn(:cjyk)‘dm

+ V5 edm| frop(2j0) — fn(zj,k)})

Ky,
Pk
< ;( Ry T CARLE
+ U edm| fop(2jk) — fn(zj,k)})
Pk K
< 0(futp k) +0(Fus k) + 3 /K Vjaedm| fusp(@in) = falzi)]
j=1"Kr
2 Pk
S + 1/}', d fn B - fn B .
E?ZO‘P(J') ];1 (/Kk Tk m)| (%)) ()]
Comme

(1) (1) 9
W — Full oo gaccm) < / Fntpldm + / faldm < ——2——.
0 0 =0 ©(J)

il s’ensuit que

4 Pk
s =l < St ; /K el a) = fule)]

Si (o(n))n>0 est une suite strictement croissante d’entiers pour laquelle les
suites réelles (fo(n)(7j1))n>0 convergent, pour tout k& > 0 et j € [1, pg], alors
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la suite de fonctions (fy(n))n>0 est une suite de Cauchy dans L'(E,m). Cette
suite, que nous notons encore (fy,),>0 pour alléger I’écriture, converge donc
dans L'(E,m) vers une fonction f. D’olt la relative compacité.

2) Considérons a présent une suite (fy)n>0 de fonctions de By g. Comme
[frlo < |fnlg < 1 pour tout n > 0, d’aprés ce qui précede, il existe une sous-
suite, encore notée (fy,)n>0 pour alléger 'écriture, qui converge dans L (E,m)
vers une fonction f. D’aprés le lemme de Fatou, pour tout entier n > 0,

n t* (1) n t* (1)
St [ Ifldma < Y o) timing [ |fufdma < 1.
0 o 0

n—-+4oo
k=0

k
Il s’ensuit que f appartient & L' (I, mg) et >, o, p(k) f(f @) |fldmg < 1.
Pour tout k£ € N*, nous avons alors -

If = fnl

t* (1) 1
Lg:/ VLme+/‘meMma
0 1

th(
k —1
<2(3e0)  + (W) full
j=0

D’ot la suite (f,)n>0, converge vers f dans L'(E,mg).
Nous venons de montrer que la boule unité By g est relativement compacte
dans (Bg, |||l1,3)- Il nous reste & prouver que cette boule est fermée.

3) Soit (fn)n>o0 une suite de fonctions de By g qui converge dans L' (E, mg)
vers une fonction f. Quitte a prendre une sous-suite, nous pouvons supposer
que la suite (f,)n>0 converge m-p.s. vers f. D’aprés le théoreme d’Egorov,
il existe une suite croissante (E,),>0 de boréliens de I telle que

lim m(E,) =1 et Vp>0, nBIJIrloo I fr — f||Loo(Ep7m) =0.

p—+o0

Pour tous entiers k,p > 0, nous avons alors :

= lim /E||fn(x)7fn(')"LW(B(w,ﬁk(l))mEpvm)z_de
. P . 7/3
s [ 100~ )0

D’ott 'on déduit aisément que [f[g < sup,,>q [falg < 1. O

LEMME 2.10. — Pour tout f € By, on a lim |f|g, =0.
n—-+oo
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Démonstration. — Pour tout entier n > 1, nous avons |f|a,, = un, + c3v, avec
o))
wn = o®) [ | fldms,
k>0 0
k+n )
Up = Z (k) Z(k +n+1— ) BV aez@y(f 5).
k>0 j=0

Avec les notations de la preuve du lemme 2.6. (ii), nous avons
L2
vy < €3 Z (k) (wi—g)yja * v(f,-) (n+ k).
k>0
Du lemme 2.5, on déduit qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que

n+k
(w(l,g)/a * ’U(f7 )) (n + k) < c(w(l,ﬁ)/a(n + I{/’) Z ’U(f,j) + ’U(f, %[n + k]))
§=0
D’apres le théoreme de convergence monotone, les deux suites de termes géné-
raux u, et ) 5o p(k)o(f, 1[n + k]) décroissent vers zéro. D’autre part, nous
avons

n+k
> ek wa—gam+k) > v(f,) < 20 Y o(k)w1—g-a)/aln + k)
k>0 §=0 k>0

avec 2z, = SUp,s,, {1 Zgzo v(f,7). Du théoréme de Cesaro et du théoréme de
convergence monotone, il s’ensuit alors que la suite v,, tend vers zéro. On notera
que la convergence de la série ), -, @(k)wi—g—a)/a(k) est assurée par le fait
que (k) < (k+1)~1 pour tout k € N. O

De la derniére assertion du lemme 2.6, on déduit immédiatement que :

LEMME 2.11. — Il existe un réel ¢ > 0 tel que, pour tout f € B, et toutn € N,

IPflon < g +e( D o) m+k +1)7) I/l

k>0

2.12. Décomposition spectrale. — Les lemmes 2.8, 2.9, 2.10 et 2.11, nous
montrent que le quadruplet (P, Bg, ||-|l1,8, (||3,n)n>0) vérifie les hypotheses du
théoreme 1.2 de [1].

Désignons par Wi le sous-espace de Bg engendré par les vecteurs propres
de P associés a des valeurs propres de module 1 et par W5 le sous-espace
constitué des fonctions f de Bg telles que "EI-‘,I}OO [P fl|1.5 = 0.

Nous savons alors que le sous-espace W est de dimension finie et Bg =
W1 @& Wi, De plus, pour tout € > 0, il existe un entier naturel ¢ et un réel
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M > 0 tels que, pour tous f € Wy et n € N,
[P fla < Y (€7 *¢p)n)
p=>0
ou & et (¢ sont les suites définies par :
{E(ijo PN —q+4)77) sinzq+1,

0 sinon,

§(n) =

Cr(n) = Clf | +aM (30N +1+5) 7)1 6
Jj=20
On voit facilement que, s'il existe un réel 7 pour lequel les séries >, - k"€ (k)
et > >0 k"Cr(k) convergent, alors la série >, k"|P* f|s converge.

Estimation de |P"f|g, f € W

2.13. Pour tout réel b > 1 et tout f € V3, nous introduisons les suites u; et
s¢ définies par

up(n) = (k) (n+k+1)77,

k>0
ww=2wwwwwmjtme@m)
k>0 0
D’apres le lemme 2.5, nous avons
(1)) < 2( D7 s (8) s ([3)) < 237 () s ().
k>0 k>0

Nous prenons ¢ < (27723, o uv(k))fl. Pour n < 2¢+ 2, £*%(n) = 0 et
pour n > 2q + 2, -

€%(n) = e*u™(n —2¢ - 2) < 5€(n —q - 1).
Il s’ensuit alors que, pour tout 1 < p < [n/(q + 1)],
SRR sin <(p+1)g+1),
< (3)P€(n —p(g+1)) sinon.

On en déduit qu’il existe (lemme 2.5) des réels positifs C1, Cy tels que

[n/(q+1)]
D etm) < N (3)(n—plg+1))
p=>0 p=0

< (E(n —[3[n/(a+Dl(g+ 1)) + (%)[%[n/<q+1m)
<0y (&(4n) + (1)) < o).
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D’autre part (c¢f. preuve du lemme 2.10), pour tous t € ]0,1[ et b > 1, il
existe un réel positif ¢ > 1 tel que, pour tous (n, k) € N2

[(n+k)t]

(wn x o(f,)) (0 + K) < e(wp(n+ k) D o(f,4) +v(f,[n+ k)E) ).

§=0
En notant ry la suite de terme général

n+k

n) =Y (k) (wa-pyaln+ k) Y- v(f.4)).
k>0 j=0

on obtient |f|g,n < c(([1/t]4+1)s¢([nt])+r(n)) et par suite, pour tout ¢ € |0, 1]
il existe D > 1 tel que, pour tout entier n > 1,

Cr(n) < D(sg([nt]) +r5(n) + uqy(n)].

Finalement, on en déduit que, pour tous ¢ € ]0, 1], il existe des réels positifs
C1,C5 et C5 tels que, pour tout entier n € N,

[P flg < Cy(Cr(n) + (£ % Cp)(n)

[nt]+1

(Cf [nt]) Z Cr(d )
[nt]+1
< Cg(Sf([ntQ]) +rg(n) +uy(n) Z (sp(j) +7r5(j )))
=0

Pour continuer, nous devons préciser le choix de la suite ¢

LEMME 2.14. — (i) Toute application L de S vérifie :

1 T
L(t L(t
lim L(z) =0, / Ld1f < 400 et / th ~ L(z).
x—04 0 t 0 t 0

(ii) Pour tout L € S et toute suite strictement positive décroissant vers zéro
u = (u(n))nen, i existe une suite ¢ = @,, décroissante telle que

p(0) =1,

Z w(k) = 400 et pour tout entier naturel n

k>0
p(n) < n+1 t > pkulk+n) = o(L(u(n))).
k>0
De plus,

si v est une suite strictement positive décroissante vérifiant
pour tout n > 0, v(n) < u(n), alors Y.<, e(k)v(k +n) = o(L(v(n))) pour

tout n € N.

Démonstration. — L’assertion (i) est évidente.
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(ii) Appelons ¢ la fonction associé & L € S (voir 1.3) et considérons la
fonction L de S correspond a la fonction %5. Il est clair qu’au voisinage de
zéro, L(x) = o(L(z)). Considérons la suite ¢ définie par
L L —1

(W) Iu=1)
p(n) =95 uln) u(n —1)
1 sin=0.

Nous avons ).~ (k) = +oo et il existe ¢ = ¢(u,v) > 0 tel que, pour tout
entier naturel n,

> p(k)ulk+n) < (n)—l—ZL(u(k))(u(k—i-n)—u(k+n+1))

k>0 k>0 u(k)
u(n) -
< u(n) +/O @dt < cL(u(n)) = o(L(u(n))).

Le méme calcul montre, avec des notations évidentes, que

S Gulk)olh+n) = v(n) + 3 @u(k)u(k+n) + (L%(;))—LSES;)))U(1+¢L).

k>0 k>0

Pour rendre la suite ¢ décroissante si elle ne I’est pas, on opere de la fagon
suivante. Soit p le plus petit entier naturel tel que ¢(p + 1) > ¢(p); alors on
prend

sﬂ(p+1):~~-:s0(p+ [%D = ¢(p),
oo 20550 = {255 S

et ainsi de suite.

Lorsque la suite ¢ est décroissante, nous pouvons la remplacer par la suite @
de terme général p(n) A 1/(n+ 1). En effet, si on avait Y, ,@(k) < +oo,
alors on aurait, puisque la suite ¢ est décroissante, lim,— 4 n?ﬁ(n) =0 ce qui
entrainerait que >, -, @(k) < +o0c. D’olt le résultat. O

2.15. Pour obtenir les assertions i) du théoréme, on choisit la suite ¢ du lemme
associée a L et a la suite

u(n) = up(g, [3n]) +ws(n) +wa_p)/a(n ZU

Lorsque Y, ~, ug(g, k) < +00, on choisit la suite ¢ du lemme associée a L et
ala suite u(n) = 3_ 5, up(g,j) +wy(n) + wa—p)a- Ce choix nous assure que
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Y k>0 Sg(k) < 4005 et par suite, pour tous ¢ € ]0, 1], il existe un réel positif C
tel que
[Pl < O (s (Inf?]) + s (m).
D’oui lassertion (ii) du théoréme.
Enfin D'assertion (iii) s’obtient en choisissant la suite ¢ du lemme associée
a L et alasuite u(n) = >, -, k"(ugg, (k) +k77) + wy(n) + wa_p)/a-

Pour achever la démonstration du théoréme, il nous reste a montrer la
« convergence » de la suite (P"1),>0 et & prouver que W7 = Ch.

Convergence « uniforme » de la suite de fonctions (P™1)

LEMME 2.16. — Pour tout k € N et toute fonction f de Bg strictement posi-
tive,

sup V(InPf,x, k) < _2 + sup V(ln f,x, k+1).

£€]0,1] (E+1)2  sq01]
Démonstration. — Pour tous (z,y) € I?, vérifiant |x —y| < (), nous avons :
neN
o sl )
= 2 U@ Hony) O (W)

_ Z eV(lnuosn,m,k)+v(lnf,sn(z),k+1)u(sn(y))f(sn(y))

neN
< SUP,exy eV(ln uosy,z,k)+V(In f,sp(x),k+1)Pf(y)'

D’ou

V(InPf,z, k) <sup (V(Inuo sy, z, k) + V(In f, s,(2), k + 1)).
peN

D’apres le lemme 2.2, nous avons :

2
sup sup (V(lnuo sy, x,k)) < —5-
x€]0,1[ peN ( i ) (k+1)2
D’otu le résultat. O
LEMME 2.17. — La suite de fonctions (P™1),>¢ converge uniformément sur

tout intervalle [a, 1], pour 0 < a < 1, vers une fonction h continue strictement
positive et P-invariante.

Démonstration. — De la décomposition spectrale, Bg = W1 @& Wy, on déduit
que la suite n~! (1 +Pl+4---+ P”_ll) converge dans L'(I,mg) vers une
fonction P-invariante positive h.

Les lemmes 2.16 et 2.4 montrent que la famille de fonctions {P"1 : n > 0} est
équicontinue et bornée sur tout compact de ]0, 1[. D’apres le théoréme d’Ascoli,

n>1
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cette famille est donc relativement compacte pour la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de |0, 1[.

Ces deux propriétés impliquent que la suite de fonctions (P"1),>0 converge
uniformément sur les compacts de ]0, 1] vers une fonction continue, positive et
P-invariante h, vérifiant fol h(z)dx = 1.

Si h(xo) = 0 pour z¢ € ]0,1] alors h(s;, ---s;,(x9)) = 0 pour tout p > 1
et tout (ji,...,7,) € NP. Comme {sj, ---s;,(z0) : p > 1,(J1,-..,Jp) € NP} est
un sous-ensemble dense de |0, 1[, il s’ensuit que h est nulle sur ]0,1[; ce qui
contredit le fait que fol h(x)dx = 1. O

Spectre périphérique de P
LEMME 2.18. — W7 = Ch.

Démonstration. — Soit g une fonction P-invariante de E«p- De la P-invariance
de la mesure m, il résulte que les fonctions g* et g~ sont aussi P-invariantes.
Nous pouvons donc supposer que g est positive.

Pour la méme raison, pour tout réel a, la fonction g A ah est aussi P-
invariante; par suite, la fonction~ga = h7lgAa est Is-imvauriaunte7 ot P est
l'opérateur relativisé défini par P(f) = h='P(hf). Pour tout r € N*, nous
avons alors

1,1 1
2 ~T ™ ~T
[ [ 0u@) = 0Pt dahiwydu = [ (Pr(g2) + 2 - 20,7,
0Jo 0
1
= / (P"(g2) — g2)hdm = 0.
0
Ce qui montre que, pour tout r > 1 et tout (j1,...,j,) € NP,
Ya (Sjl © Sy (u)) = ga(u),
pour m-presque tout u € E. Comme ¢ appartient a EP, la fonction
Cz) =Y e®)|9(2) = 9]l e (5o me ).
k>0
est m-intégrable et donc m-presque partout finie. Pour tout n > 0 et = € ]0, 1]
tel que C'(z) < 400, nous avons :
C(x)
9() = 9| 1o Blam @y <= ——_ 0
H HL (B(z,mn(x)) Zk:O (p(k) n——+oo

Soit z € {C < 4o00}. Choisissons une suite d’entiers naturels (ji)r>1 telle
que, pour tout w € ]0,1], s;, ---s;, (u) — x. Pour m-presque tout u € ]0,1],
nous avons g(s;, - - - s;, (u)) — g(z) et donc gq(sj, - - - 8j, (1)) = ga(u) — ga(x).
D’ou g, est m-presque partout constante.

On en déduit que pour tout a > 0, g A ah appartient a Ch et donc g
appartient a Ch.
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2) Soit g € Eg, une fonction propre pour P associée a la valeur propre A de
module 1. La fonction |g| est P-invariante. De ce qui précéde, il s’ensuit que g

prend ses valeurs dans C* et f = g/|g| est une fonction propre pour P associée
a la valeur propre A. Comme auparavant, pour tout » > 1, nous avons alors :

11
/ / |f(z) — )\Tf(u)‘QhPr(u, dz)h(u)du = 0.
0Jo
On en déduit que pour m-presque tout u € E, f(s;, ---s;,(w)) = A" f(u), pour

tout » > 1 et tout (ji1,...,4r) € NP. Le méme argument que précédemment
montre que f est m-presque partout constante. O

3. Démonstration du théoréme 1.6

LEMME 3.1. — Il existe ¢ > 0 tel que h(x) ¥ c/x®.
Démonstration. — Appelons @ 'opérateur défini par
Qf (@) =Y u(sn(@)) f (su()).
E>1

Pour tout x € I et tout entier n > 1 nous avons :

h(z) = u(t(z))h(t(z)) + Qh( )
= u(t(z))u(t*(2)) k(3 (x)) + u(t(z E)Q (t(x)) + Qh(x)

n

=u(t"(@)) - u(t@)h(t" (@) + D u(t (@) - u(t(z)) Qh(t* (x))

= (1 +na®)"FVDIp (@) + ) (1 + ka®) "/ QR(tF (2)).
k=0

La fonction h est continue et bornée sur [t(1),1[; par suite la fonction Qh
est continue et bornée sur I. Il s’ensuit que, pour tout x € |0, 1], la série

Z;&(l—i—kzxo‘)_lQh(tk(:E)) converge. En posant, h(z) = 2+ 1h(z), nous avons :
h(z) = h(t"(z)) + z° T Z + ka®) "V OQn(t*(2)),

ce qui montre que la suite de terme général h(t"(x)) converge vers une fonc-
tion ® nécessairement t-invariante. La m-intégrabilité de h entraine alors celle
de ® /2T ; en décomposant I'intégrale sur les intervalles [t™(1),¢"~1(1)[, n > 1,
on voit que ® est nécessairement la fonction nulle. D’ou

h=> (14 k)"0 Qn o,
E>0
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D’autre part, nous avons

+oo —+oo
/ (1tz®) =@ dE <y (14ka) /@) < 1+/ (14tz®)~ A+ gy
0 k>0 0

et O+OO(1 + to®) =0/ qt = az—e.

Pour tout réel n € ]0,1[ appelons m(n) et M(n) les bornes inférieures et
supérieurs du sous-ensemble {Qh(y) : y € ]0,7n]} de R. Pour tout € ]0, 7],
nous avons alors :

m(n)az= < h(z) < M(n)(1+az™).
Comme m(n) et M (n) tendent vers Qh(0), quand 7 tend vers zéro, on en déduit
que h(x) ¥ Qh(0)az—“. O
LEMME 3.2. — Pour tous réels § € [0,1 — of et p € [1,4+00], nous avons les

propriétés suivantes :

(i) Il existe un réel strictement positif ¢ tel que, pour tousk € N et f € ngp,

(/Otk(l)|]5f|Phdmg)1/p - (/Otk+1(1)|f|phdmﬂ)l/p |
+c(k+1)(*81)/”°‘(v(hf,0)+/0 |f(x)\h(z)dz).

(i1) Introduisons la suite ggﬁp(f, -) de terme général
~ t™(1) 1/p n _
Saalfon) = ([ 1Pnama) " 4 3+ 1 )00, ),
0 s
Alors il existe un réel strictement positif C' tel que, pour tousn € N et f € V,

1
Sop(Pf,m) gag(f,n+1)+0(1+n)v/p(/0 |f|phdmg)1/p.

Démonstration. — L’opérateur P étant markovien, nous avons h|15 fIP <
P(h|f|P). La majoration i) s’obtient : en reprenant I'inégalité obtenue dans la
démonstration de ’assertion 7) du lemme 2.6. ; en remplagant, quitte & changer
la constante cs, [|h]f[P||Lee(t(1),1],m) PAr ||h|f|||1[7/°°([t(1),1[,m); en passant a la
puissance 1/p et en appliquant le lemme 2.4.

Comme pour le lemme 2.6, la seconde assertion se déduit de l'assertion pré-
cédente. O
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3.3. Soient B € [0,1—a], p € [1,+00[ et g une fonction de Vj_,. Nous choisis-
sons une suite réelle positive décroissante ¢ telle que

1 ~
0(0) =1, Vn >0, ¢(n) — kéotp(k) +00 et k2>0g0(k)uﬁ7p(g,k) < 400

Nous introduisons sur Vg, la suite de semi-normes suivantes :

vn Z 07 |f|ﬁ7p7n = Z@(k)gﬁyp(fak+n)a

k>0
ol gﬁ,p( f,-) est la suite définie dans I’énoncé du lemme 3.2. Nous notons
Bsp = Bp.p(9, )
le sous-espace vectoriel de Vj,, défini par Bz, = {f € Vs, : [£ls, < 4oo}.

Observons que |f|ﬁ7p est une norme sur B, majorant la norme [|-[|Lo(7,am,y)-

LEMME 3.4. — P est un opérateur de (Bg.,, “[lLe(r,hmy)) @ puissances bor-
nées.

Démonstration. — Analogue a celle du lemme 2.8, le lemme 2.6 étant remplacé
par le lemme 3.2. O

LEMME 3.5. — La boule unité de Eﬁﬁp pour la norme |f|ﬁ7p est compacte dans
(Bgps IllLe (1,hms))-

Démonstration. — Si (fn)n>o0 est une suite de fonctions de la boule unité en
question, alors (h fy, )n>0 est une suite de fonctions de la boule unité de (Bg, |-|3)-
D’apres le lemme 2.9, il existe une sous-suite de la suite (hf,)n>0 qui converge
dans L!(Z,mg). Ce qui revient a dire qu'il existe une sous-suite de la suite
(fn)n>0 qui converge dans L'(I, hmg). Pour achever la démonstration, il suf-

fit de reprendre les arguments développés aux étapes 2 et 3 de la preuve du
lemme 2.9. O

LEMME 3.6. — Pour tout f € Bg, limy—.jo0 | fl5,, = 0.
Démonstration. — Identique a celle du lemme 2.10. O

LEMME 3.7. — Il existe un réel ¢ > 0 tel que, pour tout f € Egyp et tout
n € N*

1P < L + (30 ()0 1)) ot
E>0

Démonstration. — Elle se déduit immédiatement du lemme 3.2. O
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