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ELEMENTS REGULIERS ET REPRESENTATIONS
DE GELFAND-GRAEV DES GROUPES REDUCTIFS
NON CONNEXES

PAR KARINE SORLIN

RESUME. —  Soient G un groupe algébrique réductif connexe défini sur Fq et F' I’endo-
morphisme de Frobenius correspondant. Soit o un automorphisme rationnel quasi-
central de G. Nous construisons ci-dessous I’équivalent des représentations de Gelfand-
Graev du groupe GF = GF. (o), lorsque o est unipotent et lorsqu’il est semi-simple.
Nous montrons de plus que ces représentations vérifient des propriétés semblables
a celles vérifiées par les représentations de Gelfand-Graev dans le cas connexe en
particulier par rapport aux éléments réguliers.
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158 SORLIN (K.)

ABSTRACT (Regular Elements and Gelfand-Graev Representations for Disconnected
Reductive Groups)

Let G be a connected reductive group defined over F, and let F' be the corresponding
Frobenius endomorphism. Let o be a quasi-central automorphism of G, which means
that o is quasi-semi-simple (i.e. o stabilises (" C B) where T is a maximal torus
included in a Borel subgroup B of G) and dim(G?) > dim(G",) for any quasi-semi-
simple automorphism ¢’ = o oad(g), where ad(g) is the conjugation by g for all g € G.
We suppose also that o is rational.

We define in this article Gelfand-Graev representations for the group GF = GF. (o)
when o is unipotent and when it is semi-simple, which extend the o-stable Gelfand-
Graev representations for connected reductive groups.

Let T be a o-stable rational maximal torus of GG included in a o-stable rational
Borel subgroup of GG. Let U be the unipotent radical of B.

In the connected reductive case, Gelfand-Graev representations of G are obtained
by inducing an irreducible linear character of U which is called a regular charac-
ter. We define a regular character of UF- (o) as the extension of a o-stable regular
character of UF. When o is unipotent, o-stable Gelfand-Graev representations of G¥
are obtained by inducing o-stable regular characters of U¥. In this case, we define
Gelfand-Graev representations of G- (o) as the representations obtained by inducing
regular characters of UF- (). When o is semi-simple, the definition of Gelfand-Graev
representations is more complicated.

Gelfand-Graev representations of GF'- (o) have similar properties to Gelfand-Graev
representations of G¥. They are multiplicity free and their Harish-Chandra restrictions
to a rational o-stable Levi subgroup included in a rational o-stable parabolic subgroup
still are Gelfand-Graev representations. We say that an element of G-o is regular if
the dimension of its centralizer in G is minimal among all elements of G-o. The
dual of any Gelfand-Graev representation of G¥-¢ is zero outside regular unipotent
elements of G¥- o when o is unipotent (resp. outside regular pseudo-unipotent elements
of GF.0, i.e. conjugates under G of regular elements of U -, when ¢ is semi-simple).
Moreover, Gelfand-Graev representations can be used to calculate the average value
of irreducible characters of GF'- (o) on the set of G¥-classes of regular unipotent (resp.
pseudo-unipotent) elements of GF.g if o is unipotent (resp. semi-simple). When o is
semi-simple, the characteristic can be chosen good for (G?)° and we can get the exact
values of irreducible characters of GF- (o) on G*-classes of regular pseudo-unipotent
elements of G¥.o.

1. Introduction

Les groupes réductifs non connexes de la forme G- (o), ot G est un groupe ré-
ductif connexe et o un automorphisme de G, ont été étudiés par R. Steinberg [8],
F. Digne & J. Michel [4] et G. Malle [6].

On suppose que G est un groupe réductif connexe défini sur F,, que F' est
I’endomorphisme de Frobenius correspondant et que ¢ est un automorphisme
quasi-central de G, ce qui signifie que o est quasi-semi-simple (i.e. o stabilise
un couple (T' C B) ou T est un tore maximal inclus dans un sous-groupe de
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Borel B de G) et dim(G?) > dim(G°") pour tout automorphisme quasi-semi-
simple ¢/ = o o ad(g), ot ad(g) est la conjugaison par g pour tout g € G.
On suppose de plus o rationnel.

La notion d’élément quasi-central a été introduite par F. Digne & J. Michel
dans [4]. s ont montré [4, prop. 1.34] que pour tout automorphisme rationnel ¢’
de G, il existe g dans G tel que o’ cad(g) soit rationnel quasi-central. Quand o’
est un automorphisme quasi-semi-simple de G, alors G est un groupe réductif
[4, th. 1.8] et quand o’ est quasi-central, il y a de nombreuses similarités entre
G-o' et (G‘TI)O, en particulier pour les systemes de racines et les groupes de
Weyl [4, th. 1.15], les caracteéres de Deligne-Lusztig [4, section 4] et les repré-
sentations de Gelfand-Graev (section 5).

Le but de cet article est de définir des représentations de Gelfand-Graev
pour GF = GF. (o) qui étendent les représentations de Gelfand-Graev o-stables
pour les groupes réductifs connexes.

Soit T" un tore maximal rationnel o-stable de G inclus dans un sous-groupe
de Borel rationnel o-stable de G. Soit U le radical unipotent de B. Dans le cas
connexe, les représentations de Gelfand-Graev de G¥" sont obtenues en indui-
sant certains caracteres irréductibles de U qu’on appelle caractéres réguliers.
Dans le cas non connexe, on définit un caractere régulier de U¥- (o) comme
I'extension d’un caractere régulier o-stable de U¥. Nous nous placerons dans
un des deux cas extrémes o unipotent ou o quasi-semi-simple. Le cas général
peut s’y ramener en utilisant la décomposition de Jordan de o.

Lorsque o est unipotent, les représentations de Gelfand-Graev o-stables
de G* sont obtenues en induisant un caracteére régulier o-stable de UT (pro-
position 5.1). Dans ce cas, on définit les représentations de Gelfand-Graev
de G- (o) comme les représentations obtenues en induisant les caractéres ré-
guliers de U¥- (o) (définition 5.2). Quand o est semi-simple, la proposition 5.1
n’est plus vraie. La définition des représentations de Gelfand-Graev est alors
plus compliquée (définition 5.3).

Les représentations de Gelfand-Graev de G¥- (o) ont les mémes proprié-
tés que les représentations de Gelfand-Graev de GF. Leurs composantes ir-
réductibles sont de multiplicité 1 (proposition 6.1). Leur restriction de Harish-
Chandra a un sous-groupe de Levi o-stable rationnel inclus dans un sous-groupe
parabolique o-stable rationnel est encore une représentation de Gelfand-Graev
(proposition 6.4). On dit qu’un élément de G- o est régulier si la dimension de
son centralisateur dans G est minimale parmi les éléments de G-o. Le dual
de toute représentation de Gelfand-Graev de GF'-o est nul en dehors des élé-
ments unipotents réguliers de G0 quand o est unipotent (resp. en dehors
des éléments pseudo-unipotents réguliers de G- o, i.e. des conjugués sous G
d’éléments réguliers de U -0, quand o est semi-simple) (proposition 7.2).

Les représentations de Gelfand-Graev peuvent étre utilisées pour calculer
la valeur moyenne des caracteres irréductibles de G¥'- (o) sur un ensemble de
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classes de G-conjugaison d’éléments unipotents (resp. pseudo-unipotents) ré-
guliers de G¥'- o si o est unipotent (resp. semi-simple) (théoréme 8.4). Quand o
est semi-simple et quand la caractéristique est bonne pour (G7)°, on peut alors
obtenir les valeurs exactes des caracteres irréductibles de G- (o) sur les classes
de G*-conjugaison d’éléments pseudo-unipotents réguliers de G- 0.

2. Résultats généraux sur les groupes réductifs non connexes

Soit G un groupe réductif non connexe. On note G la composante neutre
de G. Nous utiliserons les définitions suivantes, introduites dans [4], qui géné-
ralisent les notions de tore et de sous-groupe de Borel :

DEFINITION 2.1. — Un quasi-borel de G est le normalisateur dans G d’un
sous-groupe de Borel de G. Un quasi-tore de G est le normalisateur dans G

d’un couple T" C B formé d’un tore maximal et d’un sous-groupe de Borel
de G.

On note F, un corps fini de caractéristique p & ¢ éléments (g étant une
puissance de p). Désormais et jusqu’a la fin de Darticle, on considére un groupe
réductif non connexe G de la forme

é =G- <J>7
ol G est un groupe réductif connexe sur la cloture algébrique F, de F, défini
sur F, (on note F' I'endomorphisme de Frobenius correspondant) et ¢ un auto-
morphisme de G. On dit que o est quasi-semi-simple §'il fixe un couple (7', B)
formé par un tore maximal T’ de G inclus dans un sous-groupe de Borel B de G.
Le théoreme suivant explicite les relations qui existent alors entre G et le
groupe G? des points de G fixes par o.

THEOREME 2.2 (voir [4], th. 1.8). — (i) G° est un groupe réductif.

(i) Soit T un tore mazximal o-stable inclus dans un sous-groupe de Borel o-
stable B de G. Soit ® l'ensemble des racines relativement o (G, T). Si o € D,
st A o () est le sous-groupe d un paramétre correspondant, et si i est l'ordre

de la o-orbite de o, on définit Cy o € qu par
ot (2a(N) = 2a(CoaN).

Alors, il existe une surjection naturelle de l’ensemble des orbites sous o vérifiant
la condition

(*) Oa,oc = :|:1,

ot —1 n’est autorisé que s’il existe deux racines de l'orbite dont la somme est
une racine, sur l'ensemble des racines de (G°)° relativement a (T7)%. Cette
surjection est bijective et tous les Cy o valent 1, sauf si le diagramme de Dyn-
kin de G posséde k composantes de type As, permutées circulairement par o,
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ot o® agit par retournement de chacune de ces composantes. Alors, pour toute
racine « telle que a + o¥(a) soit une racine, les orbites de a et de o+ o (a)
ont méme image et Co o = Co opoh(a)-

On dit que o est quasi-central s’il est quasi-semi-simple et si l'on a
dim(G7) > dim(G? ) pour tout automorphisme quasi-semi-simple o’ tel que
o’ = o oad(g), ou on note ad(g) la conjugaison par g pour tout g € G.

THEOREME 2.3 (voir [4, th. 1.15, 1.29, 1.33 et 1.36] et [5, prop. 2.1])

(i) Si o est quasi-semi-simple, alors o est quasi-central si et seulement si,
pour tout couple (T, B) ot T est un tore maximal o-stable inclus dans un sous-
groupe de Borel o-stable B de G, toute racine simple relativement o (T, B)
vérifie la condition (*) du théoréme2.2.

(ii) Si o est quasi-central, alors on a G° = (G°)°-Z(G7).

(iii) Si o est quasi-central unipotent, alors G° est connexe et si T est un tore
mazimal o-stable inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable, T? est conneze
etonaT =T x L(T), ou L:T — T est définie par t — t~1o(t).

(iv) Si o est quasi-central et rationnel, alors, il existe un couple (T, B) formé

par un tore mazximal rationnel o-stable T inclus dans un sous-groupe de Borel
rationnel o-stable B de G.

NOTATION 2.4. — Lorsque pour toute racine simple «;, on a I'égalité Cy, o = 1,
on dira que o vérifie la condition (RS).

REMARQUE 2.5. — Lorsque o est unipotent quasi-central, la condition (RS)
est vérifiée.

Démonstration. — Comme o est quasi-central, on a Cy; o, = £1 pour toutes les
racines o € II et tous les C,  valent 1, sauf si le diagramme de Dynkin de G
possede k composantes de type Az, permutées circulairement par o ou o agit
par retournement de chacune de ces composantes. Mais, dans ce cas particulier,
le cardinal de I'orbite de « est alors égal a 2k ; or on a supposé ¢ unipotent,
donc l'ordre de o est une puissance de la caractéristique de Fq. Mais comme
I’ordre de « divise 'ordre de o, c’est donc que la caractéristique de Fq vaut 2.
Ainsi, on a encore Cy o = 1. O

On supposera par la suite que o est rationnel, quasi-central, unipotent ou
semi-simple. On choisit un couple 7" C B ou 7T est un tore maximal rationnel o-
stable inclus dans un sous-groupe de Borel rationnel o-stable de G. On note U
le radical unipotent de B.

Soit ® le systéme de racines de (G, T'). On choisit sur ® l'ordre tel que
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et on note II la base de racines correspondante. Pour toute racine o € ®, on

fixe un isomorphisme z, : F: — Uq et on définit ¢, par o(zq(a)) = T4(q)(caa)

pour tout a € F;, on note o(a) = min{i;o’(a) = a}, le cardinal de la o-

orbite de «, et on retrouve le coeflicient C, , du théoreme 2.2, en effet, on a
Coo = Ho(a)_l Coi(a)- Enfin, on pose

1=0
U = J] Ua et U=U/U"
acdt—II

3. Eléments réguliers

Comme nous le verrons dans la section 7, les propriétés des représentations
de Gelfand-Graev impliquent ceux des éléments réguliers. Dans cette section,
nous donnons leur définition et quelques unes de leurs propriétés. Nous allons
nous intéresser particulierement aux éléments réguliers de G-o qui sont uni-
potents lorsque o est quasi-central unipotent et pseudo-unipotents lorsque o
est quasi-central semi-simple (lorsque o est semi-simple, on appelle élément
pseudo-unipotent de G- o tout conjugué sous G d’un élément de U -0o).

DEFINITION 3.1. — Soit y un élément d’un groupe réductif non connexe H.
Alors y est dit régulier dans H si la dimension de son centralisateur dans H est
minimale dans la composante connexe H9-y, ot H° est la composante neutre
de H.

3.1. Eléments unipotents réguliers de G:o lorsque o est unipotent
On suppose que o est unipotent quasi-central rationnel.

PROPOSITION 3.2. — Les éléments unipotents réguliers existent dans G-o et
ils sont tous conjugués sous G.

Démonstration. — Voir [7, cor. 1.4.8]. O
PROPOSITION 3.3. — Soit u-o € G-0 un élément unipotent; les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) u-o est régulier;

(b) dim(Cg(u-0)) =rg(G7) ;

(c) dim(BS ) = 0, ou BS. est la variété des sous-groupes de Borel de G
normalisés par u-o ;

(d) [BF 4| =1;
(e) u-o est conjugué sous G a un élément de la forme []._; za,(1)u*-o,
ol a1, ..., est un systeme de représentants des o-orbites dans I et u* est

un élément quelconque de U™.

Démonstration. — Voir [7, prop. 11.10.2]. O
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THEOREME 3.4. — Soit u = [[ cq+ Za(Xa) un élément de U. Alors u-o est
unipotent et il est régulier si et seulement si pour toute racine o € 11,
o(a)—1
Z Con () Canti(a) " Caol@)=1(a) Aon () 7 0.
n=0
Démonstration. — Soient u un élément de U et k l'ordre de o. Alors

(u-0)F =uo(u)---o" 1 (u).

Or U est un sous-groupe o-stable de G, donc uc(u) ---o*~1(u) est un élément
de U et est unipotent ; cela suffit pour conclure que u-o l'est aussi car on est
en caractéristique p.

On peut ainsi appliquer & u-o la proposition 3.3 : I’élément u - o est régulier
unipotent si et seulement si il est conjugué sous G a un élément de la forme

T
Ug o = H Zo, (Du” o,
i=1

ol ai,...,q, est un systeme de représentants des o-orbites dans II et u* est
un élément quelconque de U*.

On peut tout d’abord remarquer que u-o et ug-o sont conjugués sous G
si et seulement si ils sont conjugués sous T7U. Soit en effet x € G tel que
u-0 = *(ug-0); alors *(ug-0) € Ng(B), donc ug-o normalise @B, ce qui
entraine que x € B car ug-o est unipotent régulier. De plus, supposons trouvé
b=t € UT tel que u-o = "(ug-0); alors u=vtug® 'o(v)~1 = o(t)t~1,
donc t € T?. Donc u-o est conjugué a ug-o si et seulement si il existe t € T
et v € U tels que u = viugo(v) .

On note p la projection de U sur U= U/u=.

LEMME 3.5. — L’élément u est o-conjugué a un élément de la forme
ks
ug = Hxai(l)u*, avec u* € U™,
i=1

si et seulement si p(u) est o-conjugué a o = [[;_, za, (1) € U.

Démonstration. — Pour tout ¢t € T? on note @, I’application de U x U dans U
telle que ®; : (z,y) — ylzo(y)~!. Soient t € T, (z,y) € U x U et 2',y’ quel-
conques dans U™ ; alors on a

O (za’,yy') = yy'(xa")o(yy') ™" = y'eo(y) "M’

’LU/ — [([y/7 itz]y/t:clo_(y/)71),O_(y)fl]([y/7 tx}y/txlo_(y/)fl) c U*
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Donc, pour tout t € T7, 'application ®; passe au quotient ; soit &)t UxU — U
telle que

Oy (7,9) =5t To(y) "

pour tout (,7) € U x U. Alors on a p(®(z,y)) = ®(p(z), p(y)) pour tout
couple (z,y) dans U x U.

Ainsi, u est o-conjugué a un élément de la forme
ks
ug = Hxai(l)u*, avec u* € U™,
i=1

si et seulement si il existe t € T? et v € U tels que u = ®4(ug,v), ce qui im-
plique que p(u) = @ (p(uo), p(v)). Réciproquement, si on pose 1y = [T za, (1)
dans U/U* et si p(u) = ®4 (1, p(v)), alors u = @ (ug, v) pour un ug de la forme
ug =[]\, Za, (1)u*. Donc, pour que u soit o-conjugué a un élément de la forme
ug = [[i Za, (1)u*, il faut et il suffit que p(u) soit o-conjugué a . O

Notons o(i) le cardinal de la o-orbite de «;. D’apres le lemme ci-dessus, pour
queu-0 = [[ cqpr Ta(Aa)- o soit unipotent régulier, il faut et il suffit qu’il existe

teT et vel tels que si i = [Toen #a(Aa), alors @ = v'ago(v) . On pose
v = [laen #a(fa). Alors
o = v'ago(v)~t
— Vie{l,...,r}, Vj€{0,...,0(i) — 1}
los(a) F @i(t) = Coim1(a)loi-1(ai) = Aoi(ar)
<:>Vi€{1,...,r}, A;L; = B;

avec
1 0 —Co—1(a;)
Ca; 1 0
Ai = - )
1 0
—Cgolei)=3(a;) 1
—Cao(ai)—Z(ai) 1
_ai (t) + )\Oli Eai
—Oéi(t) + )\Uo(ai)—l(ai) an(ai)—l(ai)
Soit i € {1,...,r}; alors, d’apres la remarque 2.5, le coefficient
Coa; = Cay; ** " Chola—1
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est égal & 1. Ainsi, A; est une matrice o(o;) x o(e;) de rang o(a;) — 1 et
A; L; = B; a une solution si et seulement si
(*4) (cai S Cholai=2(gy) T T Coolan-2(ay) T l)ozi(t)
= Cq; """ Cao(ai)—2(ai))\ai + -+ )\ao(ai)—l(ai)

Ainsi, on a montré que u-o est unipotent régulier si et seulement s’il existe
t € T tel que (*i) soit vérifié pour tout ¢ € {1,...,r}. Or un tel ¢ existe si et
seulement si le coefficient de «;(t) dans le membre de gauche de (*i) est non nul
pour tout ¢, ce qui est vrai car pour tout r-uplet (z1,...,z,) de (qu )", il existe
t € T tel que pour tout i € {1,...,r}, on ait a;(t) = --- = d°D () (t) = x;
(cf. [3, lemme 0.22]), et alorson a t € T.

Ainsi, u-o est unipotent régulier si et seulement si pour tout i € {1,...,7},

on a

Coy **

7

'Ca.o(ozi)72(ai)>\ai + -+ Ca.o(ozi)72(ai)Ago(ai)72(ai) + Ago(ai)—l(ai) 7é 0.

On retrouve alors I’équation du théoreme 3.4 en multipliant I’équation ci-dessus

par Ca'o(i)*l(a)' O
THEOREME 3.6. — Si £ est le rang semi-simple de G, le nombre d’éléments
unipotents réguliers rationnels dans G-o est égal a
GT|
[(Z(Go)0)F| x ¢*
Démonstration. — La preuve du théoreme 3.6 résulte de plusieurs lemmes.
LEMME 3.7. — Dans tout quasi-borel rationnel, il y a le méme nombre d’élé-

ments unipotents réguliers rationnels de G-o.

Démonstration. — Le résultat est clair car le conjugué sous G¥ dun uni-
potent régulier rationnel l'est aussi et deux quasi-borel rationnels sont conju-
gués sous GF. Donc la conjugaison envoie bijectivement les éléments unipotents
réguliers rationnels de I'un sur ceux de 'autre. o

LEMME 3.8. — Tout élément unipotent régulier rationnel est dans un quasi-
borel rationnel.

Démonstration. — Soit x un élément unipotent régulier rationnel. Soit B’
l'unique sous-groupe de Borel de G normalisé par z. On a F(*B’) = “F(B’)
car z est rationnel et F(*B’) = F(B’) car x normalise B’, donc x normalise

aussi F'(B’). Mais comme z normalise un unique sous-groupe de Borel de G,
ona F(B')=B. O

Un élément unipotent régulier rationnel de G- o est dans un seul quasi-borel
et celui-ci est rationnel. Donc le nombre d’éléments unipotents réguliers de
(G-0)F est égal au nombre de sous-groupes de Borel rationnels de G multiplié
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par le nombre de tels éléments dans l'intersection de G-o et du quasi-borel
rationnel Nz (B).

LEMME 3.9. — L’ensemble des éléments réguliers unipotents de N&(B)NG-o
est de la forme Ug = {buo(b)fl -o;b € B} ol u-o est un élément unipotent
régulier fizé de Ng(B).

Démonstration. — Soit u-o un élément unipotent régulier rationnel de Ng(B).
Soit x € G tel que “(u-0) € Nz (B). Alors wu0r™'B — B ce qui entraine que

wo(@ By =*"B Orsiz ¢ B,ona® B#Bet® B,B sont tous les deux
normalisés par u-o ce qui est impossible car u- o est régulier. Ainsi on a montré
que tout x € G tel que *(u-0) € N (B) appartient & B. Par ailleurs dans G - o,
il y a une unique classe unipotente réguliere. Donc les éléments unipotents
réguliers de N (B) NG-o sont les conjugués sous B de u-o. Si on note Up

I'ensemble de ces éléments, on a Up = {buc(b)~!-0;b € B}. O

Calculons le nombre d’éléments unipotents réguliers rationnels dans l'inter-
section de G- o et du quasi-borel N (B).

Soit ug-o un élément de N (B) unipotent régulier et rationnel. Alors le
nombre cherché est égal au nombre de conjugués de up-o sous B qui sont
rationnels, c’est-a-dire au nombre de o-conjugués de ug sous B qui sont ration-
nels. On pose B = B/U*. Soit ¢ : B — B définie par b — bugo(b)~!. Soient b
et b’ dans B tels qu’il existe u € U* tel que ' = bu. Alors on a ¢(b') = ¢(b)v
avec v € U* (car B normalise U*) et ¢ passe au quotient. Par ailleurs, d’apres
le lemme 3.5 et la partie (e) de la proposition 3.3, le fait qu’un élément u-o
oll u € B est unipotent régulier ne dépend que de I'image de u dans U/U* et
tout élément rationnel de B a un représentant rationnel dans B. Cela montre
donc que le nombre cherché est égal au nombre de o-conjugués rationnels de ug
sous B (ot on note fig I'image de uo dans B) multiplié par |[U*F|. On note b- g
I’action de o-conjugaison de b € B sur Ug. Soit

Op = {b'ao;b S E}
Alors Op est F-stable car 4 est rationnel.

PROPOSITION 3.10 (voir [3, prop. 3.21]). — (i) Soit g € B. Alors g-ty € OF
si et seulement si g1 g € Stab(iig) ot Stab(ig) = {g € B;g-lio = iio}-

(i) Il y a une application bien définie qui envoie la BF-orbite de g-ip € OF
sur la classe de F-conjugaison de limage de g~ '¥'g dans Stab(@g)/Stab(iig)° ;
c’est une bijection et le stabilisateur de g-tug dans BF est isomorphe au F'-cen-
tralisateur de g~ g dans Stab(iig).

D’apres le (i), si Stab(dg) est abélien, le nombre d’éléments est le méme

dans toutes les BF-orbites et vaut |BF /Stab(iig)¥|. Cela entraine avec le (i)
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que le nombre de o-conjugués de gy dans BF est égal au nombre de F-classes
de conjugaison de Stab(ig)/Stab(ig)® multiplié par |BY /Stab(ig)¥|.

On note H'(F, H) I'ensemble des classes de F-conjugaison d'un groupe al-
gébrique H défini sur Fy. On a
HY(F,H) =H'(F,H/H®)

et si H/H? est abélien,

|HY(F,H/H®)| = |H" /(H°)F|.
LEMME 3.11. — On a Stab(iig) = Z(G)” x U°".

En utilisant le lemme ci-dessus, on obtient ’expression suivante du nombre
d’éléments réguliers unipotents de (G-o)¥ :

(IGF|/|BT|) x |(U*)F| x [H"(F, Stab(io)/Stab(io))| x (|B|/|Stab(do)"|)
= IGTI/ (@1 x BT x |7 x [Stab(@o)"/ (Stab(do) )|
x (|B|/|Stab(io) ")
= |G"|/|(Stab(iio)*)""| = [G"|/(|(Z(G"))"| x [(T")"]).

Or U’ = (ITaer Ua)? est isomorphe a HaeH/a Uy car les Cy valent 1
(remarque 2.5); donc |((ITper Ua)¥)?| = 4%, ol ¢ est le rang semi-simple
de (G9)Y = G°. Pour terminer la démonstration du théoréme, il reste & dé-
montrer le lemme 3.11 :

Démonstration. — Par définition, Stab(ig) = {b € B;b-iiy = i}. Soient
{a1,...,a,} un ensemble de représentants des o-orbites de II. Pour tout
i€{l,...,7}, on note O(i) la o-orbite de «y, o(i) le cardinal de O(i) et
U(i) = [Iaeo() Ua's on pose enfin

&0:1_[ H To(ka) et qu H Zo(ly).
)

i=1a€0(i i=1 ac0(i)
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Nous allons expliciter Stab(ug) dans les calculs qui suivent. Soit b = ut € B:
(ut) oo (ut) ™! = g
= (Yg) tu ago(u) = to(t) "
= teT7 et uligo(u) tig' =1
(car ("iip) "u" oo (u) € U et to(t)™! e T)

<~ te€T% et

111 za(ta) ( T walka))

i=1 ac0(i) acO(i)
xo( T #att) (II #alk)) =1
ae0(i) acO(i)

— te T et

H H za(ga) H xa(a(t)ka)

=1 ae0(i) a€O(i)
( I1 $o<a>(ca€a))_1( 11 za(ka))_l -1
a€e0(1) ac0(i)

< teT? et ﬁ H Za (Ea + a(t)ka — co-1alo-10 — kza) =1
=1 acO(i)
— te€T et Vie{l,...,r}, Va € O(i),
lo + a(t)ko — co-10lo-14 — ka = 0.
On obtient le systéme d’équations suivant pour tout ¢ € {1,...,7}
la; = Cotai=1(an)laoten—1(ay) = (1 — @i(t))Ka,,
1 lo(ay) = Caila; = (1—a (t))k:a(ai),

[Uo(ai)fl(ai) — cao(ai)—Z(ai)go.o(ai)—Z(ai) = (1 — ai(t))ko.o(ai)fl(ai)

(car t € T donc a(t) = a;(t) pour tout o € O(7)).

Or Cy.o = 1 (remarque 2.5), donc le systeme (I) est de rang o(a;) — 1 et
il existe des solutions si et seulement si

(Cai . -Cdo(ai)fz(ai)kai 4+ 4+ Cgo(ai)72(ai)kao(ai)72 4+ ka.o(ai)fl) (1 — Oéi(t)) =0.
D’apres le théoreme 3.4, ’équation ci-dessus entraine que ¢ € Ker(a;) et que
Ea(ai) = Coziga“
gao(ai)—l(ai) = Cq; " Cao(“i)72(ai)£ai'
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Donc ¢ € (;_; Kera; N T7 = Z(G)? et si on note u = [[;_, u; avec u; € U(i),
alors on a u; € U(i)? pour tout i € {1,...,7}.

On démontre facilement que réciproquement
Z(G) x (HU(Z‘)") C Stab(o).
i=1

D’ou I'égalité. Ce qui termine les démonstrations du lemme 3.11 et du théo-
reme 3.6. O

3.2. Eléments pseudo-unipotents réguliers de G-o lorsque o est
semi-simple. — On suppose que ¢ est semi-simple quasi-central rationnel.
On rappelle que l'on appelle éléments pseudo-unipotents de G-o les
conjugués sous G des éléments de U-o. Avant d’étudier les éléments pseudo-
unipotents réguliers de G- o, on étudie les éléments réguliers de U - o.

PROPOSITION 3.12. — Tout élément de U - o est conjugué sous U a un élément
de U’ 0.
Démonstration. — LEMME 3.13. — Tout élément semi-simple v-o de U-o

est conjugué sous U a o.

Démonstration. — Selon [8, prop. 7.6], tout automorphisme semi-simple d’un
groupe résoluble stabilise un tore maximal de ce groupe. Or tout élément semi-
simple v-o avec v € U induit un automorphisme semi-simple de B et donc
stabilise un tore maximal *T" de B, conjugué de T par un élément x de U. Ainsi,
7 (v-0)x est un élément de Ng(T) NU -0 = {0}, ce qui montre directement
que v-o est conjugué a o sous U. O

Soit -0 € U-0; on note -0 = us la décomposition de Jordan de z-o. Alors
u € U car o est semi-simple et s est de la forme v-o avec v € U. On applique

4 s = v-0 le lemme précédent : il existe w € U tel que z-0 = w(*  w)ow™}

-1 N -1 N
et Y we U7 car u commute & s; donc ¥ wu commute a ¥ s=o0. O

COROLLAIRE 3.14. — Un élément u-o € U -0 est régulier si et seulement si il
est conjugué sous U a un élément v-o € U% -0 tel que v soit régulier dans G°.

Démonstration. — Selon la proposition précédente, u-o € U-o est conjugué
sous U a un élément v-o € U?-o. Par unicité de la décomposition de Jordan
de v-0, on a Cg(v-0) = Cgo(v) et la dimension de Cg(v-o) est minimale si
et seulement si la dimension de Cgo (v) Dest. O

ProprosITION 3.15. — 1l existe une unique G-classe de conjugaison pseudo-
unipotente régquliére dans G-o.
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Démonstration. — Par le corollaire 3.14, toute classe pseudo-unipotente régu-
liere possede un représentant v-o dans U? -0 avec v régulier dans G et v
dans U° C (G?)°% Comme tous les éléments unipotents réguliers de (G°)? sont
conjugués dans (G)° (cf. [3, prop. 14.16]), on obtient le résultat. O

On a ’analogue de 3.3 (d) :

PROPOSITION 3.16. — Un élément pseudo-unipotent régulier normalise un
unique sous-groupe de Borel de G.

Démonstration. — On se ramene a un élément unipotent régulier de la forme
u-o avec u € U. En utilisant le corollaire 3.14, on peut se ramener au cas ol u
est o-stable, régulier dans (G?)° Alors, si u-o est contenu dans un quasi-borel,
ses parties semi-simples et unipotentes le sont aussi, donc tout sous-groupe de
Borel normalisé par u-o, 1’est aussi par u et par o.

Supposons que u normalise un sous-groupe de Borel o-stable de G autre
que B; alors, comme deux sous-groupes de Borel o-stables ont un tore o-
stable en commun, on peut se ramener au cas ou il existe n € (Ng(7))? tel
que u € UN™U. On note u = [[,co+ Talka). Soit w € W7 tel que n soit
un représentant de w. Alors, pour toute racine a € II telle que w(a) € &,
on a k, = 0. Si w # 1, alors, comme w est o-stable, il existe une o-orbite A
de IT telle que pour toute racine o € A, on ait k, = 0. Or cela contredit le fait
que u soit régulier dans (G?)°, d’olt le résultat. O

Le nombre d’éléments pseudo-unipotents réguliers rationnels dans G- o est
donné dans la remarque 8.11.

4. Caracteres réguliers

On garde les notations de la section 2; en particulier, on note ® 1’ensemble
des racines associées a (G, T) et II la base de racines associée & B. Alors (B7)°
est un sous-groupe de Borel du groupe réductif connexe (G°)° de décomposi-
tion de Levi (B)? = (T7)°U?. On note ®° I'ensemble des racines associées
((G)°,(T7)°) et IT/o la base de racines associée a (B?)°. De plus, T sera 1’ac-
tion de F sur les racines et si O est une 7-orbite de II, alors on note Up I'image
de [[,co Ua dans U/U* et I1/7 'ensemble des T-orbites de II. Pour toute racine

a € ®, on fixe un isomorphisme z,, : F: — Uy tel que F(z4(a)) = 2-(a)(a?)
et on définit comme dans la section précédente le coefficient ¢, pour toute ra-
cine a € ® par 0(24(a)) = To(a)(caa). On fixe {O1,..., 04}, un ensemble de
représentants des o-orbites de II/7.

Dans le cas des groupes réductifs connexes, les représentations de Gelfand-
Graev sont obtenues en induisant certains caracteres linéaires irréductibles de
UT appelés caracteres réguliers. Nous généralisons la notion de caracteres ré-
guliers dans la définition 4.2.
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NOTATION 4.1. — Soit y un caractére linéaire de U tel que sa restriction
a (U*)F soit triviale. Alors x se factorise a travers (U/U*)F' ~ UF /U*F. On
identifie de cette facon y & un caractere ¥ de UT /U*F ~ HOEH/T Ug. Pour

toute partie F-stable I de II,
(i) on note U I'image de [],.; Us dans U/U*;

(ii) on définit x|y r comme la restriction de X a Uk
DEFINITION 4.2. — Un caractére multiplicatif ¥ € Irr(UF- (o)) est appelé
caractére régulier si pour tout u € UF
X(u-0) = x(u) X(0),

ot x est un caractere o-stable de Irr(UF) qui vérifie les deux conditions sui-
vantes :

(i) la restriction de x & (U*)F est triviale;
(ii) pour toute 7-orbite O de I, x|y n'est pas triviale.

Sous ces conditions, on dit que y est régulier et pour tout caractere régulier
o-stable x de UF; on note ¥ et on appelle extension normalisée de x I'extension
de x 4 U (o) telle que (o) = 1.

REMARQUE 4.3. — Plagons-nous dans le cas du groupe réductif connexe (G)°.
Les caracteres réguliers de (U?)F sont définis par les conditions (i) et (ii) de la
définition précédente en remplacant U par U? et II par II/o.

PROPOSITION 4.4. — On suppose que la condition (RS) est vérifiée. Alors il
existe une bijection entre les caractéres réguliers de (U%)Y et les caractéres
réquliers o-stables de UF'.

Démonstration. — La démonstration repose sur une série de lemmes numé-
rotés de 4.5 a 4.12.

LEMME 4.5. — Pour toute racine o € ® et pour tout entier k, on a
Cri(a) = (Ca)qk'
Démonstration. — Soient a € ® et un entier k; alors, pour tout A € F;r, on a
k k
o(F*(za(N)) = (@) (AT)) = To(ri(a)) (Cre@AT),

FHo(2a(V) = F* (@@ (cad) = 27 ooy ((€a)” A7)

Or les actions de o et F' commutent, donc o(F¥(z4(N)) = F¥(o(za(N))) et

oo7F =7%00, ce qui entraine le résultat. o

REMARQUE 4.6. — Le lemme 4.5 entraine que pour tout o € @, si O est la
T-orbite de «, alors le coefficient ¢, est dans F o).
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LEMME 4.7. — On considére la T-orbite O = {a,7(a),..., 7" 1(a)} dune
racine a € II. Soit A = {a,0(a),...,0" ()} la o-orbite de . Soient
a €{l,...,k} le cardinal de la T-orbite de A et o € {1,...,n} le cardinal de la
o-orbite de O. Alors il existe un entier r tel quek =a xr etn=o0xr.

Démonstration. — Pour tout entier ¢, on a
= {o'(a), (" (@), ..., 7" (o' ()},
= {7"(a),o(r"(a)),..., 0" ("(a))}.
Par définition de o et de a, on a JO(O) = O et 7*(A) = A. De plus, on a
I'égalité OU---Uc° 1HO) = AU---UT?1(A), ce qui entraine que
oxk=axn.

Par ailleurs, 0™ (0) = O et 7%(A) = A; donc il existe deux entiers u et v tels
que

2)n=uxoet

3) k=vxa.
On obtient donc la relation u = v, ce qui conclut la preuve du lemme4.7. O
LEMME 4.8. — On suppose que o est quasi-central et que pour toute racine

simple a € II, on a Cpoq = 1. Soit o € II, soient A et O respectivement
la o-orbite et la T-orbite de «, soit o le cardinal de la o-orbite de O et a le

cardinal de la T-orbite de A, soit i € {1,...,|O|} tel que o°(a) = 7¢(a) et
soit j € {1,...,]Al} tel que () = o7 () ; enfin soit r tel que |A| = r x o.
Alors on a

)1+qi+...+q(T*1)i )1+q@+...+q(T71)a _

(Ca e Ca-ofl(a) =1 et (Ca e Ca-j—l(a)

Démonstration. — 11 suffit d’écrire
L R A
(Ca e Ca-ofl(a))
i i (r—1)i q(Tfl)i

= q ... oo
= Cqo Co-o—l(a)ca Cao,l(a) Ca Caofl(a)

= Cq """ Cgo—l(a)c,,.i(a) s Ca-ofl(,ri(a)) s CT(T—I)i(a) e 'CUO—I(T(T—I)i(Q))

Co " " CUo—l(a)Cgo(a) ce Co-Zofl(a) e 'Ca-(rfl)o(a) ce Co-rofl(a)
= Ca Colal () = 1
On montre de la méme fagon que (¢4 - - 'Co.j—l(a))1+qa+“~+q(ril)a =1. O
LEMME 4.9. — Soit a € II; on note H le sous-réseau de Z* défini par
H = {(i,j);7'(a) = o’ (a)}.
Sin est le cardinal de la o-orbite de o, et si a > 0 est minimal tel qu’il existe
un entier £ tel que 7%(a) = o’(a) (si A est la g-orbite de a, alors a est le

cardinal de la T-orbite de A) et si j est tel que T%(a) = o7(a), alors H est
engendré par les couples (0,n) et (a, ).
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Démonstration. — Soit p; la premiére projection de Z2 sur Z, alors 'image
de H par p; est un sous-groupe de Z égal a a-Z par définition de a. Ainsi pour
tout (k, ¢) € H, il existe un entier s tel que k—sa = 0; on a alors (0,/—sj) € H,
c’est-a-dire 0*~%7 (o) = a, ce qui entraine que n divise £ — sj. Donc, pour tout
(k,0) € H, il existe deux entiers s et t tels que (k, ) = s(a,7) + t(0,n), ce qui
montre que H est engendré par les couples (0,n) et (a, 7). o

LEMME 4.10. — On suppose que o est quasi-central et que pour toute racine
simple a € II, on a Cyo = 1. Pour toute racine o € II, si on note O la 7-
orbite de a, A sa o-orbite et a le cardinal de la T-orbite de A et j [’élément
de {1,..., A} tel que 7%(a) = o’ (), alors on peut choisir pour tout 3 € A,

l’isomorphisme xg : F: — Up de fagon que cq -+ Cyi-1(q) = 1.

Démonstration. — On s’est donné des isomorphismes x, : E-; — U, pour
tout a € @ tels que F'(x4(\)) = 2r()(A?) pour tout A € F;. Soit (Gq)acs
une famille d’éléments de F: ; alors on peut définir la famille d’isomorphismes

(2!, )aca par la relation z/,(\) = z4(agA) pour tout A € F:.
!

" (a)(A?) pour tout o € P, si et
seulement si on a ar,) = af : c’est 'hypotheése que l'on va faire sur les a,
désormais.

Pour tout « € @, on définit ¢}, par o(z),(N)) = 2/, (c,,A\) pour tout A € F;r,

o(a)

Les isomorphismes vérifient F(z! ()\)) = «

alors ¢, = Cq X o /Gq(q)- Pour tout o € I1, on a
c/a . 'c;\A\—l(a) = CO',OL = 17

ou A est la o-orbite de a.

Soit av € 11, soit a le cardinal de la T-orbite de A et j 'élément de {1, ..., |A|}
tel que 7%(a) = o’(a), alors c;---c’aj,l(a) = al " cqCpim1(w)- On a vu
(lemme 4.8) que

14go4engqr—Da ra_q a_y
(Ca"'ca-jfl(a)) a a _ (Ca"'CgJ‘fl(a))(q @ =1 _
Donc il existe a, € Fq\o\, ou O est la T-orbite de « tel que
(aa)? 7 = cCa "  Coimt(a);
ce qui termine la démonstration. O

On suppose dans la suite que les isomorphismes xg vérifient la propriété du
lemme 4.10.

NOTATION 4.11. — Pour toute racine « € II, si O est la 7-orbite de «, on
définit I'isomorphisme u,, de Iqu\ dans Ug par

|O]—1

)\P—>UQ(A) :Ia()\)"'.TT\o\—l(a)()\q )
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Si Y est un caractére régulier normalisé de UL (o), il existe x € Irr(UF)
régulier o-stable tel que Y soit 'extension triviale de x & U (s). Pour tout
a € I, si O est la T-orbite de «, on note x, le morphisme de ]F;ﬂo‘ dans C*

défini par A — x o u,(A). Alors le caractére y est défini par la donnée de
(Xa)aem avec pour toute racine « € II les relations

Xr(a) ()‘q) = Xa (A)
pour tout A € F o, out O est la 7-orbite de a.

Soit {ai,...a,} un ensemble de représentants des 7-orbites de II. Alors,
pour tout u € [[i_, Ua, (Aa; ) (U*)F, on a la formule suivante qui ne dépend pas
du choix de I’ensemble {aq,...,a,} :

x(u) = H Xai (Aay)-

On note {O4,...,04} un ensemble de représentants des o-orbites de IT/7.
Dans toute 7-orbite O,, on choisit un élément «,.. Pour tout r € {1,...,s},
A, est la o-orbite de o, a(r) le cardinal de la 7-orbite de A, et o(r) le cardinal
de la g-orbite de O,. On fixe un entier N multiple de |O| pour toute T-orbite O
de racines de II. On fixe un caractere ¢g de F;’N tel que la restriction de ¢q

a ]F;r soit non triviale.

LEMME 4.12. — On suppose que o est quasi-central et que Cy o = 1 pour toute
racine simple o € 1. Pour tout r € {1,...,s}, pour tout caractére linéaire o-

stable x, du sous-groupe Hfgo)_l Ufi(or) de (U/U*)F, il existe un d, € F
tel que

o(r)—1

e ( 1:[0 o) (Mo an))

= d)o [¢] TI”T (dr ()\QT + (1/CO¢T))\U(O‘7‘)
o+ (1 (cq, - Ca.o(T)—Q(ar)))AgO(T)*l(ar)))

o Aai(ar) S Fq\or\ et ou Tr, est la trace de Fq\or\ dans anm- Tout caractére
linéaire o-stable x de (U/U*)¥ est de la forme x = [[_, Xr, 0U xr est comme
ci-dessus. De plus, l'application

v (0o — [ Fhws x— (di,od)

r=1

est un isomorphisme et x est régulier si et seulement si aucun des d, n’est nul.
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l}e’monstmtion. — Soit (s,t) € H le sous-réseau du lemme 4.9. Alors, dans
U=U/U*,
o' (ua(N) = Tot(a)(Ca Cot-1(a)A) -+ Tri01- 1(gt(a))(( ~~-cgt71(a)/\)q‘o‘ 1)
Tre(a) (Ca * Cot=1(@)A) = Tri014o-1(a) ((Ca --~cgt71(a)/\)q‘o‘7l)
Urs(a) (Ca* " o1 (a)A)-
Donc, si o' (a) = 7°(a), alors 0" (ua(N)) = trs(a)(Ca - Cot-1(a)A), comme

éléments de U/U*.
Pour que x soit un caractére régulier o-stable de U7, il faut et il suffit que
pour tout € I, pour tout A € Fjo, out O est la 7-orbite de «, on ait

Xo(a) (Ca)‘) = on()‘)7

c’est-a-dire, d’aprés ce qui précede, que pour tout couple (s,t) tel que ot(a) =
7%(a), pour tout A € F o1, on ait

Xat(a) (Ca . ~Cat71(a)/\) = X.,.s(a) (Ca . ~Cat71(a)/\) = Xa(/\)-

Par le lemme 4.9, cette condition est équivalente a la condition suivante pour
toute racine « € II, ol on note O la T-orbite de «, A sa o-orbite, a le cardinal
de la T-orbite de A, et oli on définit j comme 1’élément de {1,...,|O|} tel que

o’ () = 7%(ax),
X (a) (ca e 00171(@)\) = Xa(A), pour tout A € F o,

q\O\—a>

c’est-a-dire o ((Ca - Coim1(a)N) = Xa(A), soit encore

|0|—a

Xa (A

car on a fait en sorte que ¢, - - Cqi-1(o) = 1 grace au lemme 4.10. Alors

) = Xa(A), pour tout A € F o,

a a |O0|—a |O]
Xa(/\q ) = Xa((/\q )q ) = Xa (/\q ) = Xa(/\)v
pour tout A\ € Fq\m.

Lo . o —1
Ainsi, si x, est un caractere linéaire o-stable de nyo) U 5‘(0) avec
- i

r€{l1,...,s}, il existe un caractere ¢, de F;ram tel que

o(r)—1

Xr( 11 “ai(an()\ai(m)))

= ¢r 0 Trr (Ao, + (1/Can)Ao(ar) -+ + (1/(Car -+ Cootr-2(ar))) Aootr=1 (ar) )
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oll Ayi(a,) € Fylo. et ott Tr, est la trace de Fyjo,| dans Fa. Clest-a-dire,
il existe un d,. € anm tel que

o(r)—1

e ( TT totan Goican))
1=0

= ¢g o Tr, (dr ()\ar + (l/Car)/\a(aT)
4+ 4+ (1/(00“ R, CUO(T)*Q(QT))))‘UO(T)’I(ar)))'
Et le caractére x est o-stable si et seulement si x = []7_; x», oll x, est comme

ci-dessus, de plus, il est régulier si et seulement si les d, sont non nuls.
Les autres assertions du lemme 4.12 sont claires. O

On peut appliquer le lemme 4.12, non seulement & G- (o) mais aussi au
groupe réductif (G7)°-(s). Cela montre que les caractéres réguliers o-stables
de UF /(U*)F et les caracteres réguliers de (U°)F/((U7)*)F sont en bijection
avec le méme ensemble. La proposition 4.4 s’en déduit immédiatement. o

COROLLAIRE 4.13. — Supposons la condition (RS) vérifiée. Alors les carac-
teres réguliers o-stables de UT sont paramétrés par E(_Tlc,)o (Z((G7)*))/Z((G")?),
ot Lrayo est Uapplication de Lang t — t~'F(t) de (T7)° dans (T7)°.

Démonstration. — Selon la proposition 14.28 de [3] appliquée au groupe réduc-
tif connexe (G7)°, E(_Tlg)o (Z((G")?)) agit transitivement sur ensemble des ca-

racteres réguliers de (U?)F, et comme cette action a pour noyau Z((G°)°), les
caracteres réguliers de (U?)F sont paramétrés par I'ensemble

Loy (2U(G7)")/2((G7)°).
La proposition précédente permet donc de conclure. o

Précisons la bijection obtenue dans le corollaire 4.13 : on fixe un caractere
régulier o-stable y; de U afin de bien définir ce paramétrage.

D’apres le lemme 1.3 de [2], E(_Tlc,)o(Z((G")0))/(Z((G")O)((T")O)F) est iso-
morphe & H(F,Z((G?)?)), donc les ((T7)°) -orbites des caractéres réguliers
o-stables de UF sont paramétrées par H'(F,Z((G?)°)). Comme (T7)° est
connexe, I'application de Lang de (T7)° — (T7) est surjective. De plus, on a
Z((G7)%) € (T?)° Donc, pour tout z € H*(F,Z((G?)?)), il existe t € (T7)° tel
que t1F(t) € z et z parametre la ((T7)°) -orbite de ty;.

5. Définition des représentations de Gelfand-Graev

5.1. Cas ou o est unipotent. — On suppose que o est rationnel quasi-
central unipotent. On rappelle que, lorsque o est quasi-central unipotent, on a
(G°)Y = G7 et (T°)° = T°. Nous allons étendre toute représentation de
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Gelfand-Graev o-stable de G en une représentation de Gelfand-Graev de GF.
Selon la proposition 5.1 ci-dessous, il suffit d’induire de U (o) & G¥" les carac-
teres réguliers normalisés de UL (o).

PROPOSITION 5.1. — Si o est un automorphisme quasi-central unipotent ra-
tionnel de G, alors, tout caractére o-stable de Gelfand-Graev de GF est Uinduit
d’un caractére régulier o-stable de U

Démonstration. — Les représentations de Gelfand-Graev de G comme les T~
orbites de caractéres réguliers de U sont paramétrées par H(F, Z(G)) (propo-
sition 14.28 de [3]) de la fagon suivante : on fixe un caractére régulier de U* que
'on note ¢;. Soit z € H'(F,Z(Q)), soit t € L3 (Z(G)) tel que la classe de F-
conjugaison de £(t) dans Z(G) soit z. On note # 'image dans £, (Z(G))/Z(G)
de t. Soit ¢: le caractere régulier de U défini par ¢; = ‘¢, alors on définit T,
par ', = IndgF (¢z). On démontre que I', =T,/ si et seulement si z = 2.

Soit z € H'(F,Z(G)) tel que T, soit une représentation de Gelfand-Graev
o-stable de GT, soit t € L£;'(Z(G)) défini comme ci-dessus. Soit ¢ = ie1,

alors T', = Indg;T (¢) et °T, = Indgi("d)). Par ailleurs, “¢ est un caracteére
régulier de UF. Donc, comme T, est o-stable, il existe ' € L7'(Z(G)) tel que
la classe de F-conjugaison de L(t') dans Z(G) soit z, c’est-a-dire celle de t, et
tel que “¢ = 'py. Ainsi il existe ¢ € Z(G) tel que L(t') = " L) F ("), cest-
a-dire tel que F(¢'(tt")~1) = #/(tt")~1. Donc il existe t” € Z(G) et to € T* tels
que t' = tott”. Ainsi, on a

TG ="tpy =g = tg,

avec tg € TF. On a donc montré que la T -orbite de ¢ était o-stable; il reste &
prouver qu’elle contient un élément o-stable.

Soit k l'ordre de o, alors %'¢ = ¢, cest-a-dire o*~1(to) - o (to)to € Z(G).
Comme o est unipotent quasi-semi-simple, alors, d’apres le (iii) du théo-
reme2.3, T = L,(T) x T?, ot L, : t — t~lo(t). Ainsi, on peut écrire
to =t Lo(t)ty avec t 1o (t) € T et t; € (T7)F. De plus, on peut choisir t € T
En effet, £, (TF) est inclus dans L, (T)F, or on a |L,(TF)| = [TF|/|(TF)°] et
|Lo(T)F| = |TF|/|(T°)F]|, dott 'égalité L, (TF) = L,(T)F. On a alors

o (to) - o(to)to € Z(G) <= ()t~} € Z(G),

c’est-a-dire t} € Z(G) car o est d’ordre k. Ainsi pour toute racine o € I, on a
a(t’f) = a(t1)¥ =1, or a(t1) € F, et k est une puissance de la caractéristique
de F,; donc a(t;) = 1 pour toute racine a € II, c’est-a-dire t; € Z(G) et
to € Lo(T) x Z(G). Soit ¢/ ="' ¢ alors

U(éf)/) _ a(t*l)tg(b _ a(t*l)tfla(t)tl(b _ t*l(b _ 525/-
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On a ainsi montré qu’il existait un caractere régulier ¢’ o-stable de UF
F
tel que T' = Ind5r (¢'). O
F
DEFINITION 5.2. — Pour tout z € H'(F,Z(G?)), 'induit Indi,{éii(t)}l) (on

on note Y1 l'extension normalisée de *y; & U (0)) ne dépend pas du choix
de t € T tel que t71F(t) € z et on définit la représentation de Gelfand-Graev

F? de G = GT- (o) par I‘? = Indgi: EZ; (*X1). On définit la représentation de

Gelfand-Graev 'S¢ "7 de GF.o par I'¢7 = Resgi‘a(f‘?).

5.2. Cas ou o est semi-simple. — On suppose que o est rationnel quasi-
central semi-simple. On suppose de plus que o vérifie 'hypothese (RS).

On voudrait que toute représentation de Gelfand-Graev o-stable de GF soit
étendue en au moins une représentation de Gelfand-Graev de G¥. Selon la pro-
position 5.1, sous 'hypothése o unipotent quasi-central, toute représentation
de Gelfand-Graev o-stable de G¥ est I'induite d’'un caractere régulier o-stable
de UF. La proposition 5.1 n’est plus vraie lorsque I’'on supprime I’hypothése o
unipotent. On ne peut plus se contenter comme lorsque o est unipotent quasi-
central de définir les représentations de Gelfand-Graev de G comme les in-
duites de UF- () & GF des extensions & U (¢) des caractéres réguliers o-stables
de UF.

Par ailleurs, lorsque o est semi-simple, G° et T ne sont pas toujours
connexes ; donc pour z € H' (F, Z(G?)), il n’existe plus forcément t € T tel que
t=1F(t) € z. Cependant T est connexe, donc I'application de Lang Lr : T — T
est surjective et comme Z(G?) C T, pour tout z € H' (F,Z(G?)), il existe t € T
tel que t~1F(t) € z. Alors o est un élément rationnel quasi-central de G;ona
GF = GF-(t0) et GF-0 = GF-to et le caractere régulier tx; est o-stable. De

plus, I' = Indg;T tx1 est une représentation de Gelfand-Graev o-stable de G¥.

DEFINITION 5.3. — Soit z € H'(F,Z(G?)). Alors Indgijzg(til) (ol X7 est
'extension normalisée de ‘y1 & U (o)) ne dépend pas du choix de ¢t € T tel
que t~1F(t) € z et on définit la représentation de Gelfand-Graev I'¢ de GI' =
GF. (o) par T¢ = Ind§£,<t0>(t)~(1). On définit la représentation de Gelfand-

Graev I'¢" 7 de G0 par TG 7 = Resgi_g(Ff).

6. Propriétés des représentations de Gelfand-Graev

On suppose que o est rationnel quasi-central unipotent ou semi-simple.

PROPOSITION 6.1. — (i) La restriction a GY' d’une représentation de Gelfand-
Graev de G est une représentation de Gelfand-Graev de GF.
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(ii) Les composantes irréductibles des représentations de Gelfand-Graev de

GF = GF- (o) sont toutes de multiplicité 1.

Démonstration. — Soit z € Z(G7), alors Resgi (Fg) est un caractere de

Gelfand-Graev de G¥ car si t € T est tel que £(t) € z (on choisit t € T si o
est unipotent), alors Resgi (F?) = Indgi (*x1)-

Or Yy est un caractere régulier de U et on retrouve bien un carac-
tere de Gelfand-Graev de G¥. On peut décomposer I'¢ sous la forme
1"§ = erhr(élp)cxx, alors Fg‘Gp = erhr(éF)cxx‘Gp. Par le théoreme
de Clifford, pour tout x € Irr(GF), on a X|jgF = e i, oft v, ...,y sont
les conjugués d’'un méme caractere irréductible v de GF dans GF. Or le fait
que I‘§|GF soit une représentation de Gelfand-Graev de G¥ entraine que ses
composantes irréductibles sont de multiplicité 1 (¢f. [3, th. 14.30]) et donc que

pour tout x € Irr(éF ), ¢x < 2. Donc les composantes irréductibles de I'¢ sont
de multiplicité 1. O

Soit L un sous-groupe de Levi rationnel et o-stable contenant 7' d’un sous-
groupe parabolique rationnel o-stable P de G contenant B.

LEMME 6.2. — L’nclusion Z(G%) C Z(L?) induit une application surjective
hro : H'(F,Z(G?)) — HY(F,Z(L")).

Démonstration. — Lorsque o est unipotent, G? est un groupe réductif connexe
et L7 un sous-groupe de Levi de G7, le résultat provient alors du lemme 14.31
de [3]. Supposons maintenant que o est semi-simple. Soit I le sous-ensemble de
IT tel que L soit le sous-groupe de Levi standard Lj. Alors I est o-stable et

2(G%) = () Kerajpo C Z(L7) = (1] Kereyzo.
acll acl

En fait, on obtient la suite exacte suivante :
H'(Z(G7)) — H'(Z(L?)) — H"(Z(L?)/Z(G")).
Donc il suffit de montrer que Z(L7)/Z(G?) est connexe.

Le groupe Z(L°)/Z(G?) est le centre de L°/Z(G?); on va montrer que
L7 /Z(G?) est un sous-groupe de Levi du groupe réductif connexe de centre tri-
vial G?/Z(G?). Cela nous permettra de conclure car, par le (ii) du lemme 13.14
de [3], si H est un groupe réductif connexe de centre connexe, alors le centre
de tout sous-groupe de Lévi de H est encore connexe.

Comme o est quasi-central, et comme G est un groupe réductif connexe,
on a G = (G?)° x Z(G°) (théoréme 2.3, (iii)), donc G°/Z(G) est un groupe
réductif connexe de centre trivial. Par ailleurs, si on pose Uy = (Uy;a € 1)
et Uy = (Us;(—a) € I), alors, par les résultats généraux de la section 2,
on a L7 = (T°,(Up?,(U;)°) et (L7)° = ((T°)° (Up°,(U;)?) et comme
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T7 = (T°)° x Z(G?), le groupe L°/Z(G") est connexe et c’est un sous-groupe
de Levi de G7/Z(G?). O

On définit les représentations de Gelfand-Graev de Lo comme celles
de GF. o dans la section 5. On pose

F
¢1 = Resrpr(X1)

et on définit pour tout t € L5 (Z(G?)), le caractere tg) de Irr((LF NUF)- (t0))
comme l'extension normalisée de ‘¢ a (UF N LY)- (o).

REMARQUE 6.3. — On a (t%1)|(LF‘ﬂUF)‘tG. = (t(il)-

PROPOSITION 6.4. — Pour tout z € H'(F,Z(G?)), on a
RIS =TH7 0,

ot *ng désigne la restriction de Harish-Chandra généralisée aux groupes non
connexes comme dans [4].

Démonstration. — La propriété de 1’énoncé est équivalente a : pour toute fonc-
tion de o-classe f de L. o, on a

<R§:g(f)’FZG~a>GF~U = <f’ I‘ﬁl,g(z)>lﬂ~"ﬂ~0"

Soit t € T tel que L1 (t) € z (si ¢’est possible, ce qui est toujours le cas lorsque o
est unipotent, on choisit ¢ dans 77 ; on a alors ‘o = o). Alors

(FOE T ey = (Al i) o (101))
<ReS(LFﬁUF fa(f) (¢1>> (LFAUF) . to"

Donc la propriété de ’énoncé est équivalente a : pour toute fonction de o-classe
de L¥.0, on a

(1) (REZ(UNTE ) gy = (. (00) (praury .o
On définit la fonction f sur P¥-o par f x Id dans la décomposition PF-o =

(L¥-0)VE, on V est le radical unipotent de P. Alors on a aussi f = fxId dans
la décomposition Pf-to = (L. to)VE.

LEMME 6.5. — On a RF:2(f) = Indpp 2(f).
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Démonstration. — Soit g € GF, alors
md§s G (f)(g-0)
= 1/|PF| S f@tot™)-0)g-o(ato(t™")-0)7")
{zeGF|(xto(t=1) -0)g-o(xto(t—1)-0)~1ePF. to}
= 1/|P"| > fly-og-oly-o)t)
{yeGFly-og-o(y-0)~tePr- o}
(car t o (t) € TF et P70 = PF.0)

= Indgiﬁg( Nig-o) (induction de Harish-Chandra)
= R{:3(f)(g 0).
Ce qui termine la preuve du lemme 6.5. O

Ainsi, le membre de gauche de I'égalité (1) est égal a
F ot ~ Fot_ .
<IndIG9F- ‘g(f)a Indgf’- t((rr(txl)>GF. ty)
c’est-a-dire par la formule de Mackey pour les fonctions de ‘o-classes, &

~ Fot, gUuFy.te ~
Z <fa Ind{)meg(UF)) Lty © Res(l()Fm)g(UF)) . tgg(tX1>>PF, to

gE(PF\GF /UF)'e -
= Z <f’g(t>?1)>PF-taﬁ 9(UF) - to*
gE(PF\GF /UT)"”

Si L est le sous-groupe de Levi standard Ly, alors P\G/U est en bijection
avec 'ensemble des éléments I-réduits de W = N (T')/T (voir [3, lemme 5.5]).
Donc I'ensemble (PF\GF /UF)' est en bijection avec Iensemble des éléments
I-réduits *o-stables de WF'; par ailleurs, comme ‘o est quasi-central, tout élé-
ment ‘o-stable de W = Ng(T)¥ /T a un représentant ‘o-stable dans Ng(T)*.
Ainsi (PF\GF/UF)" est en bijection avec un ensemble de représentants ‘o-
stables dans Ng(7)F des éléments I-réduits 'o-stables de W, Soit n un tel
élément qui releve w € WT'; alors on a

Pllon U o = (L" n"UT)-fo) - (VI N "UT)
et la restriction de f & (PF N "UT) %o est égale & ReS(L;b;gnUp).tU(f) x Id dans
cette décomposition. On a donc
<f; n(t;1)>(panUF) Lto

Fot, N/t~
= <ReS(LLFﬁ"UF)-fa(f)a (tX1)>LF‘tUanF‘tU<Id5 tX1>n,*1VFmUF'

Comme ‘y; est un caractére régulier 'o-stable de UF, (Id, X1 n-tyrnpr

n

est non nul et égal a 1 si et seulement si "'V N U ne contient aucun U,

pour « € II.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



182 SORLIN (K.)

LEMME 6.6. — ™ 'VNU ne contient aucun U, tel que o soit une racine simple
si et seulement si w = wlwg ot wi est I'élément de plus grande longueur de Wy
et wo ’élément de plus grande longueur de W.

Démonstration. — On a
U= J[ Vs et V=] Us= ] Va
acd+ {a€dt (D)t}  {acdtnwbaT)

ot wi est le plus grand élément de W;. Donc

"V AU = 11 U,

{acd+nulernw Twiepty
Or w est I-réduit, done, £(w(wl)™1) = L(w) + £((wl) =) et

drNv et AT Wt = dt O WP,

Ce qui entraine que » ' VNU =" 'V NU, o nd est un représentant o-stable

de w} dans Ng(T')¥ et ce groupe ne contient aucun U, ot a € II si et seulement
si (wé)_lw envoie toute racine simple positive sur une racine négative, c’est-
a-dire si et seulement si (wd)~lw = wp, olt wy est 'élément de plus grande

longueur de W. D’ou le lemme 6.6. O

En tenant compte du lemme ci-dessus, du fait que wy envoie les racines
positives sur I'ensemble des racines négatives, du fait que w{ change le signe
des racines qui sont dans le systéme de racines de L et seulement le leur et du
fait que wo et w{ sont ‘o-stables (car W et Wy le sont), on a LN"U = LN U.
Ainsi

G- a. LF. ¢t -
<RL»g(f)a Fz G>GF‘U = <ReS(LFr(WTUF)~ f'a(f)a n(txl)>(LFﬂUF),to.'
Par la remarque 6.3, on obtient alors
G- G- 7
<RL‘g(f)v Fz G>GRU = <f7 n(t¢1)>(LFmUF) Ltgt
De plus, si on pose n = t'w avec t' € TF, alors n agit par conjugaison sur

LF N UF de la méme facon que ¢ et les caractéres ™(tg1) et (tp1) sont dans la
méme (77) orbite : on en déduit la proposition 6.4. O

7. Relation avec les éléments réguliers

On considére la définition suivante de la dualité introduite par [4] pour les
groupes réductifs non connexes :

DEFINITION 7.1. — Soit (7', B) un couple formé d’un tore maximal de G et
d’un sous-groupe de Borel le contenant, tous deux rationnels et o-stables. Alors
le Frobenius agit sur le systéme de racines de G par rapport a 7'; on note 7
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cette action. Alors 7 préserve la base II du systeme de racines de G par rapport
a T C B; de plus, l'opérateur de dualité est défini par

Dg.o = Z (fl)\l/a\jo-fra o *Rffa,
IeP(II/T)°
ou II/7 est ’ensemble des orbites de 7 dans la base II et ou P(II/7) est l'en-
semble des parties de II/7.

D’apres [4, cor. 3.12], la dualité est une involution isométrique.

PROPOSITION 7.2. — (i) Le dual de toute représentation de Gelfand-Graev
de GF-o est nul en dehors des éléments unipotents (resp. pseudo-unipotents)
réguliers lorsque o est unipotent (resp. semi-simple).

(ii) Dans les deux cas, on a

(67, () G ), = [E((G))

GF.o
Démonstration. — (i) En utilisant la proposition 6.4, on obtient
G- G- L;-
Dg., I 7= > (-)I/IRE, (Tl ()"
IeP(Il/T)°

Comme Rﬁ ? est une induction de Harish-Chandra, si Pr est le sous-groupe
parabolique rationnel o-stable de G contenant L; et de radical unipotent V7,
en utilisant le lemme 6.5 et la remarque 6.3, on obtient

G-o Lo _ GF. o (L)F-to UF.ty t~
RLI . (Fh(ILI)o(z)) = Ind(PI)F, ty |:Ind(UIFm(LI)F) Lty (ReS(UFm(LI)F).tO-( Xl)) XIdVIF}

ot on a choisi t € T (t € T quand c’est possible et en particulier quand o est
unipotent) tel que £(t) € z. Le calcul montre cependant que

L F_ta tha_ .
IndEUQm(LI)F)‘tG (Res{yr ey (X)) x Idyr
F-td tha_ ~
= Indgjpl,{) to (RGSEJUFQ(LI)F).tU(txl) X IdVIF)'

Ainsi, on obtient par la transitivité de I'induction :

G-o L;-o GF. o F.ty ~
RLI'U(Fh(ILI)o (z)) = IndUF,ta. (ReSEJUFﬂ(LI)F)‘tU(txl) X IdVIF)'

Donc
Fot, - F t, -
Da oIS =Indgrlg > (D)W (Resyrfpyry. (K1) x Idyr).
IeP(Il/T)°
On veut montrer que Dg.,I'¢"7(g-0) est nul si g-o n’est pas régulier uni-

potent rationnel quand o est unipotent et si g-o n’est pas régulier pseudo-
unipotent rationnel quand o est semi-simple. En fait, il suffit de prouver que

F oty ~
Z (—1)|I/U| (RQSEJUFH(LI)F) . tU(tX1) X IdVIF)
IeP(Il/T)e
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est nul en dehors des éléments réguliers unipotents (resp. pseudo-unipotents)
de UF.%o. Soit u-fo un élément de UF- o et soit [loen /- wo la projection de u

sur HOeH/T Uo. On pose xo = tX1|Ug. On a alors
(‘X)(w-'o) = ] xo(uo).
O€ll/r
Ainsi,
F t, _
Z (_1)‘1/0" (ReSEJUFﬂ(L])F)~tU(tX1) X IdVIF)(U to.)

IeP(Il/T)e
= > )" xo(uo).
IeP(Il/T)° Oel
On note a nouveau {0y, ..., O}, les représentants des o-orbites de II/7.
REMARQUE 7.3. — Dans le cas ol ¢ n’est pas o-stable, les automorphismes o

et o agissent de la méme facon sur les racines.

Donc {Oq,...,0,} est aussi un ensemble de représentants des ‘o-orbites

de TI/7. Pour tout k& € {1,...,s}, on note o(k), ordre de O}, sous action
de ‘0. On a :

Foty -
Z (71)|I/U| (RCS?UFQ(LI)F) . tg(t)(l) X IdVIF)(u~tO')

IeP(I/T)° ()1

=11 (1 - HXtof<ok>(Ufaf<ok>))-
k=1 £=0

Le (i) de la proposition 7.2 se déduit donc de la proposition suivante.

PROPOSITION 7.4. — Soit ¢/ un automorphisme quasi-central rationnel uni-
potent ou semi-simple de G. Soit u = [[,co+ Ta(ka) un élément de U et
soit x un caractére régqulier o' -stable de UT. Alors, si w-o' n’est pas régulier, il
existe une racine « de 11 telle que

o—1
X( 1:[0 Ugti(a) (’%—'%a))) =1,

ot o est le cardinal de la o'-orbite de la T-orbite de a et ot lisomorphisme
A = Ugri(o) est défini par la notation 4.11.

Démonstration. 1) Cas ot o' est unipotent. — Supposons u- ¢’ non régulier.
Alors, par le théoreme 3.4, il existe o € 11 tel que

n—1
Z Co-/i(a) s Co./nfl(a)ko./i(a) = O,
i=0
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oll n est I'ordre de a sous l'action de ¢’. On note A la ¢o’-orbite de « et a
Iordre de A sous 'action de 7. On note O la T-orbite de a et o I'ordre de O
sous l’action de o’.

Pour toute racine 8 € ®F, on a k.(5) = kj car u est rationnel et c,(g) =
par le lemme 4.5. Done, pour tout £ € {1,...,a — 1},

n—1 n—1 ¢
q
E Cgli(TZ(a))' . 'Ca./n—l(,rl(a))ka-/i(TZ(a)) = ( E Ca./i(a) R Co./nfl(a)k/’o./i(a)) =0.
=0 =0

On rappelle (lemme 4.7) que AU---UT* 1 (A) = OU---Ud°"1(O). Ainsi, on
peut trouver ug = [+ 75(¢s) € U tel que £5 = 0 pour tout € UZ:_Ol T4(A)
et v € U tels que u = vugo’ (v) L.

Pour toute 7-orbite 2 de II, on note uq et vg les projections respectives
de u et v sur [[5.q Up; alors on a

o—1 o—1 o—1
—1 %
H ’U,G/i(o) = H ’Ugm'(o) H O'/('UU/'L(O)) dans U/U .
=0 =0 =0
LEMME 7.5. — Si pour 4 € (Up X «-+ X Ua/oq(@))F il existe v € Up X -+ X

Uyro-1(0) tel que & = 00’ (0)71, alors il existe w € (Up X -+ X Uyro-1(0))F

tel que i = wo' ()~ L.

Démonstration. — Soient U = Up X - - - X Uyro-1(0) et U = {wo(w) ™ w € U}.
Alors U est lorbite de 1 par o’-conjugaison dans U. Selon Digne & Michel [3,
prop. 3.21] :

(i) wo’ (W)~ est rationnel si et seulement si w1 F(w) appartient au stabi-
lisateur de 1 dans U sous I'action de o’-conjugaison, c’est-a-dire & e’ ;

(ii) les UForbites de o’ -conjugaison de U sont paramétrées par les classes
de F'-conjugaison de Ue'.

Cependant U est un groupe abélien connexe; donc Hl(F , 17"/) =1, ce qui
permet de conclure qu’il n’y a qu'une UF.orbite de o’-conjugaison dans UF.
Ceci prouve le lemme 7.5. O

On a montré que si u-o’ est unipotent rationnel non régulier, il existe une
7-orbite @ de II telle que si o est I'ordre de O sous 'action de ¢’, alors on
peut écrire

! -1
uo - uo-/o—l(o) =V - 1)61071(@)0' (’UO < ~’UU/071(O)) s
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ou tous les facteurs du produit de droite sont rationnels. On a alors

o—1
(H“U” (o) (K a))) = X( 1})%'1‘(0))
X(i:[olvgli(o)a((i:[:va/i(o))l)

x(ﬁva'w)) X("(h}“ﬂ’“@))_l

1=0 1=

1

o—1 o—1 _
X(H’l}a/i(o)) X(HUU”(O)) =1.
=0 1=0

Ce qui prouve la proposition 7.4 lorsque ¢’ est unipotent.

2) Cas ou o' est semi-simple. — Soit us la décomposition de Jordan de
g-o’; alors u et s sont rationnels, la partie unipotente v est dans UT et s est
un élément semi-simple rationnel de U-o’. Donc, d’apres le lemme 3.13, on a
s € Cly(c')F, cest-a-dire s € Clyr(o’) car U est connexe. Ainsi, il existe
v e U tel que s = "0’ et g=vu/o’(v)"}, oton aposé v/ =¥ w e (U”)F.

Si on pose v’ = [[,cq+ Ta(la), alors, comme x est o’-stable, pour toute
racine simple «, on a

o(a)—1 o(a)—1

H ttor oy (i) ) = X ( H tori (e (bori(an) )

ol o(«) est le cardinal de la o’-orbite de la T-orbite de «.

De plus, si g-o’ n’est pas régulier dans G-o’, alors u’ ne l’est pas dans
(G"/)O, donc il existe une o’-orbite A de II telle que pour toute racine oo € A
on ait £, = 0. On choisit a € A. Alors, pour tout 7 € {1,...,0(a) — 1}, olt o(«)
est le cardinal de la o’-orbite de la T-orbite de «, on a Ugi (o) (ﬂg/i(a)) =1, dou

o(a)—

x( H () (o) ) = 1.

Ceci termine les démonstrations de la proposition 7.4 et du (i) de la proposi-
tion 7.2. O

Nous allons maintenant prouver le (ii) de la proposition 7.2. Soient z et 2’
deux F-classes de Z(G?). Soient ¢ et t' dans T tels que L(t) € z et L(t') € 2’
(quand c’est possible, on choisit ¢ et ¢’ dans T7). On pose

F_t 1
¢Z’ = Z ( )‘I/O" (RGSEJUFQ(LI)F)j/O'(tXl) X IdVIF)
IeP(Il/T)°
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On a alors,

+

F‘
De. oS 7 = IndS . 5.

Calculons le produit scalaire

(TS7, D6 0TS ) .. = (IndGe 2 (%1), IndS 02 (620))

GF.* GF.t -
= <ReSUF. t’ZIndUF. tg(tXI)a O >UF_ e

Supposons tout d’abord qu’il existe t” € T tel que L(t") € 272" (cest
toujours vrai lorsque o est unipotent). Alors on peut supposer qu’on a choisi
te L7 (z) et t € L71(Z)) tels que t~ € T, On a to = ', d'ot

. . Ft Fot_ .
<F§ UvDG-UFS a>gF.U = <ReSgF~thndgF‘tg(tX1>a¢z’>UF‘tU-

Par la formule de Mackey pour les fonctions de ‘o-classes et en utilisant la
bijection entre UF\G¥ /U et Ng(T)F, on obtient

<F§.07DG-GFS.G>GF,U = Z <n(t>21)7¢z'>(Upanp).tg-
n€(Ng(T)F)"

Lorsque o est unipotent (resp. semi-simple), le fait qu'un élément régu-
lier unipotent (resp. pseudo-unipotent) ne normalise quun seul sous-groupe
de Borel (propositions 3.3 et 3.16) et le fait que n soit ‘o-stable entrainent que
(UF N "UF). o ne contient pas d’éléments réguliers si n n’est pas dans (7).

. ~ UF.t ~ .
Par ailleurs, ((‘X1),Resyr(1pry.1o("X1) X Idyr))yr. oo est nul si I # 11/7

(car (("X1),Idyr)yr est nul si VE #{1}). On a donc

G- G- i} ” ’
<Fz UvDG-GFz/ U>GF,U = (71)‘ /el Z <t tXlatX1>UF'
t//e(Tta)F
Cependant, comme ¢t est o-stable, les caracteres £ ty; et ¥y1 ne peuvent
étre égaux que si t71 € (T9)F (cest-a-dire si z = 2'), et si t” € t71H'Z(G7)F.

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de t” dans T tel que L(t") € 2712/,

LEMME 7.6. — Sous I’hypothése précédente, pour tout v € UF tel que u-to

soit régulier, on a Indgifzg(til)(u-t/a) =0.
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Démonstration. — On pose tg =t~ 1t. On a
F t —_ ’
Indge g (X1 (u- o)

=1/|U"] > (%) ((@-"0) (u- o) (z- o) 1)

{z€GF|(z-to)(u-t'o)(x-to)~1€UF-to}

= 1/|U"| > (%) (z(fo)utoo(to) ™)

{zeGF|z(to)utoo(to) "t~ 1eUF to}

= 1/|U"| >, ("%1) ((zo (t0)) o ("0 "u-"o) (z (o)) ")

{2€GT|(20(t0)) ("0 w)'o(za(to))~ €UF}

= 1/|U"| > ("X0) ((yto) ("o u)- ‘o) (yto)~").
{(YEGF|(yto) (0 - o) (yto) 1 €U to}
On considere 'ensemble suivant :

£={yeG"(yto)((" u)- o) (yto) " € U}

Pour montrer que Indg? :g(t)?l)(u o) = 0, il suffit de montrer que & est vide.
1

/ . 7 . A - 7’ . . .
o soit régulier entraine que *o u- ‘o est régulier aussi. Soit y € &,

Le fait que u-
alors yt“(t51u~to) € Ng(B), donc to u-to € Né(toflyle), ce qui entraine que
yto € B car (t(?lu) -Yo est régulier et donc d’apres les propositions 3.3 et 3.16,
ne normalise qu’un seul sous-groupe de Borel de G. On pose y = vt avec
veUett; €T alors il existe to € T tel que t; = taotg et t1 € TF. Ainsi
toF(t2)™r = tg'F(ty) € 2712/, donc 2712’ N Lr-(T7) n'est pas vide ce qui
contredit ’hypothese faite sur z='2z’. Donc £ est vide et on obtient le résultat
du lemme 7.6. O

D’apres le lemme précédent, on a Indg? Zg(til)(u o) = 0 pour tout u € UF
tel que u-to soit régulier, et d’aprés la démonstration du (i), ¢ (u-o) = 0
pour tout u € UF tel que u- o ne soit pas régulier. Donc, lorsqu’il n’existe pas
de t" € T tel que L(t") € 2712’ on a bien (I'¢"?, Dg.,['S 7)gr., = 0, ce qui
termine la preuve de la proposition 7.2. O

8. Valeurs des fonctions de o-classes sur les éléments réguliers
unipotents ou pseudo-unipotents

On suppose que o est rationnel quasi-central unipotent ou semi-simple. On
choisit ug € UT tel que ug-o soit régulier. Soit Z '’ensemble des éléments z
de H'(F,Z(G?)) tels qu'il existe t € T pour lequel t~'F(t) € z. Si o est
unipotent, on a Z = H'(F, Z(G7)).

Pour tout z € H'(F,Z(G?)), soit t € T tel que t~'F(t) € z. On défi-
nit 'ensemble U, = {:L"U € Gloyz-0 ~gr t(uoU*~o)}, définition qui est
indépendante du choix de t.
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PROPOSITION 8.1. — (i) Les ensembles U, sont disjoints.

(ii) La réunion desU, est l’ensemble des éléments réguliers unipotents (resp.
pseudo-unipotents) de G- o lorsque o est unipotent (resp. semi-simple).

(iii) Si o est semi-simple et si la caractéristique est bonne pour (G°)°, alors
chaque U, est une classe de conjugaison sous GT.

Démonstration. — (i) Soient z et 2z’ dans H'(F,Z(G?)) et t € T tel que L(t)
soit un représentant de z. Alors, on a tU,t~! =U,,.. Il suffit donc de montrer
que U, N Uy est vide pour tout z € H'(F,Z(G7)).

Soit z € H'(F,Z(G?)) tel que U, NU soit non vide. Soient ¢ € L3'(2),
z € GFet u*, v* € (U7)*)F tels que

(2) H(uou” o)

Comme ugu*-o et ugv™-o sont réguliers, ils ne normalisent qu’'un seul
sous-groupe de Borel qui est B (propositions 3.3 et 3.16); donc ‘(ugu*-o) et
T(upv* - o) normalisent le méme sous-groupe de Borel qui est encore B, ce qui
entraine que z € BF. On a donc = = su, avec s € TF et u, € UF. L’équa-
tion (2) entraine que ! S(ugu*-0) € UF-o, donc que (t7's)Lo(t71s) = 1,
donc Dexistence de tg € T tel que s = ttg. Ainsi toF(tg)~t = t71F(t) € 2
et comme tg € T7, on a 2z € Z. Donc on peut supposer que t € 177, s

. \ . >71 —
est aussi o-stable. Donc d’aprés (2), on obtient * ‘ugui = ugzuoo(uz) tuj

“(ugv™ - o)

avec u; € U*. On note B = B/U*. Si on note respectivement u, et g les
projections de u, et ug dans B, alors on obtient (iiy st~ )igo (Ggst—1)~! = g
dans B. Ce qui entraine que st=1 € Z(G7) : c’est clair d’apres le lemme 3.11
lorsque o est unipotent, c’est encore vrai lorsque o est semi-simple car dans ce
cas ug-o est une décomposition de Jordan et ug est régulier dans (G?)° ce qui
entraine que Cg(ug-0) = Z(G?) x Cye(up). Donc il existe 7 € Z(G7) tel que
T IF(r)=t"'F(t) € zetonaz=1.

(ii) Cas unipotent. — Soit x-o un élément unipotent régulier rationnel, alors
x-o normalise un unique sous-groupe de Borel B’. Par ailleurs, * “F(B’) =
F(*°B’') = F(B’), donc x-0 normalise F(B’), ce qui signifie que B’ est ra-
tionnel. Ainsi, il existe g € G¥ tel que B’ = 9B et g~ 'z0(g)-0 = b-0 est un
élément unipotent régulier de B-o.
Or, d’apres le lemme 3.5, b-o est régulier si et seulement si son image b
par la projection B — B est o- conjugué sous B & . On note U la classe de
o-conjugaison de uo sous B. Les classes de o- conjugaison de U dans BF sont
paramétrées par H'(F,Z(G?)). Donc, si b € UF, il existe z € H'(F, Z(G?))
et ¢t dans £72(Z(G?)), un représentant de z, tels que b soit dans la classe
de o-conjugaison sous BT de '@g. Soit w € BF tel que b = wliioo(w) L.
Soit w € BF qui ait pour image @ dans BF. Alors il existe u* € (U*)F tel

que b = wh(upu*)o(w)~t. Donc b-o et par conséquent z-o sont dans U, .

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



190 SORLIN (K.)

Cas semi-simple. — Soit z -0 un élément pseudo-unipotent régulier rationnel ;
alors, par définition, il existe g € G tel que z-0 = 9(ug- o) et tel que g~ F(g) €
Ca(ug-o);onaCg(ug-o) = Z(G7) x Cyo (up). Comme T et U? sont connexes,
L7 et Ly sont surjectives. Donc il existe t € T, u € U et h € GF tels que
g = htu. Ainsi -0 = "(Y(uo[ug ', u]-0)) et [ug',u] € (U”)*, donc z-0 € U,
oll 2 est tel que t~1F(t) € z.

La réciproque est claire car pour tout u* € (U?)*, upu* est régulier dans
(G°) (voir [3, prop. 14.14]), et comme dans (G)° tous les éléments unipotents
réguliers sont conjugués (voir [3, prop. 14.16]), il existe g € (G)° tel que ugu* =
Yug. Ainsi ugu* -0 = 9(ug- o), donc ugu* - o est régulier pseudo-unipotent.

(iii) D’apres la proposition 3.15, les éléments pseudo-unipotents réguliers
sont les conjugués sous G de ug-o. Ainsi les G'-classes d’éléments pseudo-
unipotents réguliers rationnels sont paramétrées par H'(F, A(ug-0)), ot on
note A(ug-0) = Cg(uo-0)/Cq(ug-0)’ On rappelle que, comme o est semi-
simple, on a Cg(ug-0) = Z(G) x Cys(ug). De plus, si la caractéristique est
bonne pour (G79)°, alors Cpo(ug) est connexe (voir [3, prop.14.18]). Ainsi
H'(F, A(ug-0)) = H'(F,Z(G?)). Le nombre de classes pseudo-unipotentes
régulieres dans G est donc |H(F,Z(G?))|. Comme les U, sont des réunions
de telles classes et qu’ils sont disjoints, on en déduit le résultat. o

DEFINITION 8.2. — Soit ¢ une réunion de classes de conjugaison de G0 ;
la fonction de classe 7, est définie sur G- o par

|GE|/|c] siz€c,
Yela) =

0 sinon.

DEFINITION 8.3. — Pour tout z € Z, on note ®, la (77)forbite de ‘i,
ot t € T est tel que t~*F(t) € z et on pose

o, = Z X(ug- o).

XED-

La définition ci-dessus généralise celle des coefficients o, qui ont été défi-
nis dans [2, déf. 3.4] et dans [3, déf. 14.34] dans le cadre des groupes réductifs
connexes. Les coefficients o, de G -0 peuvent s’exprimer en fonction des coef-
ficients o, analogues pour le groupe réductif connexe (G)°.

THEOREME 8.4. — (i) Soit X un caractére de GT dont la restriction ¢ GT est
irréductible et soit z € H'(F,Z(G?)) ; alors, avec les notations ci-dessus,

1 ~
m Z X(u-0o)

u-oc€EU,

= (_1)|(H/a)/7'\ Z szlz’<DG~U(5(')7FZG’~U>GF,U-
{z’€eHY(F,Z(G?)) ;2" 12’€Z}
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(i) On o (XT3, TG ) . = [HAEZ(G)|-Z(G) I, i £ est
le rang semi-simple de (G?)° et z parcourt H'(F,Z(G?)).

Démonstration. — (i) Soit t € L3 (2) (si c’est possible et en particulier lorsque
o est unipotent, on choisit ¢ € T?). On a vu dans la démonstration de la
proposition 7.2 que Dg.gff"’ = Indgiﬁ fg@, ou ¢, est une fonction de classe
de UF.%o nulle en dehors des éléments réguliers. Plus précisément, on a vu
que si u-lo € UF- o est régulier, si on note [loen /- wo la projection de u sur
[loen,- Uo et sionnote {O1,...,Os}, les représentants des o-orbites de II/7

et pour tout k € {1,...,s}, o(k), Pordre de Oy sous l'action de o (rappelons

que ‘o et o agissent de la méme fagon sur les racines), alors

s—1 O(k})—l

¢-(u-'o) = H (1 - H Xo—f(ow(uaf(ok)))-

k=1 £=0
Ainsi, ¢, est 'extension normalisée & U (‘o) d'une fonction de classe ‘o-stable
sur UF) triviale sur (U*)¥. Nous allons montrer que cette propriété de ¢, en-
traine que Dg.,I'¢ 7 = Indg? quﬁz est constante sur chaque U,-.
Soit 2/ € H'(F,Z(G?)), soit ¢ € L' (Z(G?)) un représentant de z’, soient
x-0 et 2’ o dans U, Alors il existe u, et u), dans (U?)*)F tels que z-o et 2’ o
soient conjugués sous G¥ respectivement & *(ugu. - o) et ¥(ugu’,-o). On a alors

F t ’
Dg.,I'¢ (2" 0) = ndGr Zb. ((upr, o))
_ 1 t a1 =1t It tar—1y—1
= WZ(bz(z ot't™ (Y(uoul) - fo) (z'ot't ™)),
ze€
ott € est défini par € = {z € GT'; lot't "1 (H(uoul) - to) (zlot’'t 1)~ € UF . t5}.
Cependant *(ugu),)- o est un élément régulier du quasi-borel Ng(B) et Ng(B)
est I'unique quasi-borel qui le contient. Si x est un élément de £, on a
alot't™ (Yuoul) - 'o) (z'ot't™ )" € Ng(B).
Cela entraine que z’ot’'t ! est aussi dans Ng&(B) et que z € BF. On peut ainsi
écrire ztot't=! = vy avec v € UF et y € T' -to. On obtient alors

vy ("(uoul) - o) (vy) ™" = vy'uy ™ o (v) T tw- Yo

avec w € U*. Mais comme ¢, est une extension & U’ (o) d’une fonction
de classe ‘o-stable de U triviale sur (U*)%, ¢, (vytuy= o (v)~tw- o) ne dé-
pend pas de w et ¢ (xlot’t=1(Y(ugul) o) (xlot’t=1)~1) ne dépend pas de ..
On a donc

Dg.oT¢ (2 0) = ndGr 6. (“(uou, - 0))
= Indg? zgd)z (tl(uou* -O’)) = Dg.gFf'a(x~J).
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Ainsi Dg.,T'S "7 est constant sur U, pour tout 2z’ € H'(F,Z(G?)). On sait,
d’aprés la proposition 8.1, que lorsque o est unipotent (resp. semi-simple),
'ensemble des éléments réguliers unipotents (resp. pseudo-unipotents) de G- o
est la réunion des U, ; on en conclut grace au (i) de la proposition 7.2 que
DG.gff“’ est nul en dehors des U,/. Ainsi, en utilisant la notation ~y,, pour Y,
on peut écrire
DG~UFZG'0 = Z Cz,2" Yz
2 €HY (F,Z(G))
pour une matrice de coefficients (c; ).
D’apres le (ii) de la proposition 7.2, on a

<FS/‘0, (71)|(H/7—)/0\DG_0F§~0>Gﬂa = ‘Z(GO’)F‘ Oz 2.

On obtient les relations suivantes sur les coeflicents c, . :

Z Cz,2' ((_1)|(H/7—)/0‘/|Z(GU)F|)<Fg"aa ’YZ,>GF‘O. = 6z,z”-

2 €HY(F,Z(G?))

Ce qui entraine que (c, /) est inversible et a pour inverse la matrice (d /)
définie par
d, . = ((71)‘(H/T)/0|/|Z(GU)F|)<F§.07’y,z;>GF.a—-

Nous allons maintenant expliciter (TG 7,v.)qr. .

F ~ N ~ . . 7

Par définition, TS @ = Indgpﬁzg(t)g), olt (*Y1) est l'extension normalisée
a UF. (o) d'un caractére régulier ‘o-stable de UY qui se factorise & travers
UF /(U*)F. Ainsi, comme ci-dessus, on peut montrer que Fg“’ est constant sur
les ensembles U,

Cependant (I'S 7,7, )qr., est la valeur moyenne de 'S 7 sur U,. Par défi-
nition de ¢, ’élément (ug-o) appartient & U,, ce qui entraine immédiatement
que (152, 7.)gr.y = P57 (H(ug - 0)).

Calculons donc 'S 7 (*(ug-0)). Supposons tout d’abord que z~
pas dans Z; alors, d’apres le lemme 7.6,

12" ne soit

TS (Yug-0)) = nd5 12 ("%1) (ug - 'or) = 0.

’
UF. Vo

Maintenant, supposons 2~z dans Z. Il existe tg € T tel que L(to) € 2 12".

Alors ¢/ = tot est un représentant de 2/, Yo = o et 'yq est ‘o-stable.
F. t L
FS“’(t(uoﬁ)) = Indgntg(txl)(t(uoﬁ))

= 1/|U*] > ("X (9(tuo-'o)g™").

{g€GF ;g(tuo)(to)(9)~1€UF}

LEMME 8.5. — Soit g € G tel que g(tug-to)g™' € U-to, alors g € (T7)FUF.
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Démonstration. — Soit g € GF. On suppose que I'on a (g(‘ug-to)g~t € U- o).
Comme B est un sous-groupe de Borel o-stable, B est aussi ‘o-stable et on a
Ng(B) = B-('0). Donc on a g(*ug-'o)g~" € Ng(B), ce qui entraine que ‘ug - 'o
normalise le sous-groupe de Borel 9 “'B. Cependant, comme *ug - to est régulier,
il ne normalise qu’un seul sous-groupe de Borel. Ainsi on a 9 “'B=DBet g € BF.

On pose g = v avec 7 € T et v € UF. Un calcul rapide montre que si
on a 7v(tug-to)(rv)~t € U-to, alors 7 € (T°)F. D’ott le lemme 8.5 O

D’apres le lemme précédent,

P (o)) = 1107 3 (R ("o fo)u )

Te(To)F, ueU¥F

_ Z (t'521>(‘rtu0.to_)

Te(To)F

= Z (") car 'o ="'o
TE(T)F

= 2 Talw) =[2G oo
TE(T)F

La derniere égalité provient du lemme suivant :

LEMME 8.6. — Soit zg € Z et soit tg € T tel que tglF(to) € zg, alors on a

0, = |Z(GU)F|_1 ETG(T(‘I)F TtoXl(UO).

Démonstration. — Par définition, on a oz, = > .4  X(uo-0), ce que l'on
z0

peut écrire 0., = > 4 X(uo) car tous les caracteres de @, sont o-stables.
Z0

Comme @, est la (T7)orbite de ‘0, il suffit de montrer que pour 7 € (T7)F,
on a Tty (ug) = t”Xl(ulo) si et seulement si 7 € Z(G)F. Mais Tty (ug) =

tox1(up) signifie que ™ wg = wyg, cest-d-dire, comme T est o-stable que T
appartient au centralisateur dans G de ug-o. Mais comme ug-o est régulier,
on a Cg(ug-o) N (T7)F = Z(G?)F, d’ott le résultat. O

L’inverse (d, ./) de la matrice (c;,./) est donc défini par

; B { (_1)|(H/T)/0\gz,1z, siz7 Y e Z;

0 sinon.

La relation Dg.gl"?“’ = ZZ,GHl(F’Z(GU)) 2.2V peut étre inversée et on ob-
tient
v, = (=D)I@/n/el Z 0,-1,Dg.,T¢7,
{z’ €0 (F,Z(G7)) ;22 € 2}
ce qui entraine que

<’72’ %)GF'(T = (_1)‘(1_[/7—)/0' Z Oz—1y (DG‘UF,E‘U) %)GF'G"
{z’€eHY (F,Z(G"7)) ;2" 12'€Z}
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On obtient alors le (i) du théoréme 8.4 :
1
8

X(u-0o)
u-o€U,
= (_1)‘(1_[/7—)/0' Z onzflz/<rf’~o-aDG~o'5(i>GF-0"
{z’eHY(F,2(G7))|z~12'€Z}

Nous allons maintenant démontrer le (ii) du théoréme 8.4 :

QT T8 ) g, = Q_DaolE?, Y Dol % )er.
= <Z Czﬁzl’yzl,zcz,z/’yz»gﬂg

’ ’
2,2 2,2

(en reprenant les notations du (i))

= Z<Z Cz,2' V2 Z C272,/->/Z/>G”"3‘0'
o

z z

(car (v, V.V ar.o = 0si z # 2/, les U, étant disjoints).

Nous allons montrer que >, ¢. .o = 1 en utilisant les lemmes 8.7 & 8.10; cela
revient & montrer que ), 1. = 1 caron a c, . = ¢y ,-1,/ (la matrice (d.,.)
vérifie en effet d, ., = d; .1, pour tout z, 2’ € HY(F,Z(G?)); ¢’est donc encore
vrai pour la matrice inverse (¢, ,)).

Dans [4], le caractere de Steinberg de GF est défini comme le dual de I'iden-
tité, comme dans le cas connexe. On note alors Stg., = Dg.,Idg. o, la restric-
tion du caractere de Steinberg & G¥-o. On a

> 1 = (Da.o 7, 1dg.o) = (IF 7, Sta.o)

1 o _—
=GP > T (g:0)Sta.o(g-0).
geGF

OrI§o(g-0) = Indgiﬁgfa est nul si g-o n’est pas conjugué sous G¥ & un
élément de UF-o. Par ailleurs, Stg.,(g-0) = 0 si g-o n’est pas quasi-semi-
simple (voir [4, prop. 3.18]).

LEMME 8.7. — Lorsque o est unipotent (resp. semi-simple), si g-o est a la fois
unipotent (resp. pseudo-unipotent) et quasi-semi-simple, alors g-o est conjugué
sous G a 0.

Démonstration. — Le cas unipotent est traité par [7, prop. 11.2.21]. Considé-
rons le cas ou o est semi-simple. D’apres le corollaire 3.12, comme g-o est
pseudo-unipotent, il existe z € G et u € U? tels que g-0 = *(u-0). Alors u-o
est quasi-semi-simple et il existe un couple 7/ C B’ formé d’un tore maximal
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inclus dans un sous-groupe de Borel de G stables par conjugaison par u-o.
Comme u est unipotent, o est semi-simple et comme v et ¢ commutent, u est
la partie unipotente et o la partie semi-simple de la décomposition de Jordan
de u-o. Ainsi, le fait que u-o € Ng(B’) (resp. Ng(T”, B’)) entraine que u et o
sont dans Ng(B’) (resp. Na (17, B')). Donc, B’ et T sont o-stables et u € T".
Ainsi u est a la fois unipotent et semi-simple, ce qui entraine que v = 1. O

D’apreés la proposition 3.21 de [3], si h € G, alors g-0 = "o est rationnel si et

seulement si h=1F(h) € G et les G -classes de conjugaison de Clg(o)F sont pa-
ramétrées par H'(F, G7 /(G?)°) = H'(F, Z(G?)/Z((G?)°)) (théoreme 2.3, (ii)).
Pour toute F-classe 2’ € H'(F,Z(G?)/Z((G)°)), on choisit un élément ¢’ dans
L71(Z(G)) tel que l'image de L7 (') = ¢~ F(t') dans Z(G?)/Z((G?)°) soit
dans z’. On note &£ I'ensemble de ces représentants et on obtient

S e = e 3 Clar (o) T2 S o 70,
z! |G |t’€5
c’est-a-dire, d’apres [4, prop. 3.18],
G.o Yo 0)F

Y o= GF| Y |Cler (o) TE 7 (Yo) [((G7)°) ..

2! te&
(Lorsque o est unipotent, G est connexe et £ = {1}.)
LEMME 8.8. — Soit t' € L' (Z(G?)) tel que limage de Lr(t') = t'"'F(t')

dans Z(GU)/Z((G") ) ne soit pas dans la F-classe triviale de Z(G°)/Z((G?)?).
Alors on a T§ (o) = 0.

Démonstration. — On a

’ 1 ~ 4 —
MEoo) =mdfeifo) = X e
{z€GF ;a2t'oa—1€UF .o}

11 suffit donc de montrer que Clgr(Yo) NU -0 est vide. Or :

LEMME 8.9. — Si o est un élément quasi-central rationnel du quasi-tore

Ne(T, B), alors Clg(o)¥ NU -0 = Clyr (o).

Démonstration. — On va d’abord montrer que Clg(o) N B-o = Clg(0).

Soit € G tel que z-ox~! € B-o. Alors le sous-groupe de Borel =D est
o-stable. Le sous-groupe de ="'B contient un tore maximal o-stable T” (cf. [4,
prop. 1.11 (i)]) et les couples T' C B et T’ C ="'B sont conjugués sous G
(cf. [4, prop.1.21]). Donc il existe g € G tel que = 'p = 9B, c’est-a-dire
tel que zg € B et si on pose b = xg, alors zox~! = bob~!. D’ou l'égalité
Clg(o) N B-o = Clg(o).
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Montrons maintenant que Clg(c) N U-0 = Cly(o). Soit b € B tel que
bob~! =wu-0 € U-o. On peut écrire de facon unique b = tv avect € t et v € U.
Un calcul rapide montre que si bob~! = u -0, alors on a bob~! € Cly (o).

On a donc Clg(0)" NU-o = Cly(o)F. Or, d’apres [3, prop. 3.21], les UL~
classes de conjugaisons de Cly (0)¥ sont paramétrées par Hl(F, U?) et comme
U°? est connexe, on a Cly(0)f = Clyr (o). Dot Clg(0)F'NU -0 = Clyr (o). O

D’apres le lemme 8.9 ci-dessus, on a Clg(o)f' NU-0 = Clgr(o) N U 0.
Donc Clgr(*o) N U-0 € Clgr(o); or on a vu plus haut que les G-
classes de conjugaison de Clg(o)¥ sont paramétrées par H'(F, G /(G)°) =
HY(F,Z(G°)/Z((G7)?)). En particulier, la classe Clgr(‘o) est la GT-classe
paramétrée par la F-classe 2’ de l'image de t'~'F(t') dans Z(G°)/Z((G")°);
elle est distincte de Clgr (o), car 2/ nest pas triviale. Donc Clgr(fo) N U-o
est vide. On en déduit le lemme 8.8. O

Revenons & la démonstration du (ii) du théoréme 8.4. Le lemme 8.8 permet
d’écrire que

Zcu/ = |G—1F| ’ClgF(U)’ -1"?"’(0)- ’((G")O)F‘p.

(Le résultat est évident lorsque o est unipotent et le lemme 8.8 est alors inutile.)
Nous allons calculer I'{"7 (o) :

o Fo~ 1 ~ -
¢ (o) = nd$e 91 (0) = ] Z Xi(zoz™t).
{z€GF ;zoz—1€UF o}

LEMME 8.10. — Soit x € G¥; alors on a zo(x)™! € U si et seulement si
z e UF(G7)F.
Démonstration. — D’apres le lemme 8.9, on a Clgr(c) NU-0 = Clyr (o).

Ainsi, si @ € GF est tel que zo(x)~ € UF, alors il existe v € U¥ tel que

rox~! =vovT!, c’est-a-dire tel que zv~! € G°. La réciproque est évidente. [

Ainsi, T$7 (o) = [UF[7H[UT]- (G| = (G7)F[-[(U7)F] .

Et 'on obtient comme annoncé

> 1 = gy [Clar (@) 1G) )67, = 1.

La derniere égalité vient du fait que |G¥'| = |Clgr(0)|-|(GF)7] et du fait
que |((G7))F], = |(U?)F|, ce dernier résultat étant de [3, prop. 3.19].
Terminons maintenant la démonstration de 8.4 (ii). On a :
(Y TG0 TGN e =D e vz)ore = D IGT|/|Ua].
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Or, si z et 2’ sont deux éléments de H' (F,Z(G?)) et si t et t’ sont respective-
ment des représentants dans L5+ (Z(G?)) de z et 2/, alors U, = 1714, Donc
les U, ont tous le méme cardinal.

Calculons tout d’abord le cardinal de U, lorsque o est unipotent. Selon le (ii)
de la proposition 8.1, 'ensemble des éléments réguliers unipotents de G- o est
la réunion des U,, donc le cardinal de n’importe quel U, est égal au nombre
d’éléments réguliers unipotents de G¥'- o divisé par le cardinal de Hl(F7 Z(G7)).
Ainsi, par le théoreme 3.6, on a

U] = |GF|/((Z(G7)°) | x ¢ > [HY(E,Z(G7))])

ou £ est le rang-semi-simple de G?. On peut alors simplifier 'expression de |, |
en utilisant le fait que [H'(F, Z(G?))| = |Z(G°)F|/|(Z(G?)°)F| ; on obtient alors

U] = 1G"1/(1Z(G7)] x q").
Considérons finalement le cas semi-simple. Il existe t € (T7)° tel que
Z—{:L'O’GG o a0 ~ar Hug(U7)* J}

Par ailleurs, I, est une réunion de GF-classes unipotentes qui sont paramétrées
par H'(F, Cyo (ug)). Pour toute F-classe de Cyro (ug), on peut choisir un repré-
sentant dans U7 ; soit {uy,...,u,} un ensemble de tels représentants. Alors U,
est la réunion disjointe des classes Clgr (*“iug-o). Donc, on a

.| = > |Clgr("ug-0)|
=3 1GF/ICar (Mug-0)| = 3 IGFI/IC Gy (Hiuo)|

%

Y (IGFI/1Cryor (Muo)l) x (12((G7))F1/12(G7)"))

i

= (IGTI/IGD)F]) < (12(G7)N)T1/12(G7)F Z |Cligeyor ("uo)|

(IGTI/1GN]) > (1Z(G7))F1/1Z(GT)T) x U]
ot U/, est le sous-ensemble de (G7)° défini par
U ={z-0 € (G)F; x ~goyor (uo(U7))}

et 2/ € HY(F,Z((G?)?)) est tel que t~1F(t) € 2. Alors la réunion disjointe des
U’, pour z € H'(F, Z((G?)?)) est ensemble des éléments réguliers unipotents
de (G9)°F (voir [2, prop. 3.2]). Par ailleurs, les U/ sont géométriquement conju-
gués et sont donc tous de méme cardinal qui est égal au nombre des unipotents
réguliers de (G?)°F divisé par [H'(F, Z((G?)?))|, ¢’est-a-dire

(G ]/ (HN(F, Z((G7))] < 12((G7)°)*F ld"),

ott £ est le rang semi-simple de (G°)Y (voir [3, prop. 14.23]).
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En utilisant le fait que |[H'(F, Z((G")°))| = |Z((G7)°)F|/|1Z((G?)°)°F|, on
en déduit le cardinal de U, lorsque o est semi-simple et on retrouve la méme
formule que dans le cas unipotent :

vl = 1GT1/(1Z(G*)[a).

REMARQUE 8.11. — Les calculs ci-dessus montrent que le nombre d’éléments
pseudo-unipotents réguliers rationnels de G¥-o est égal & [H' (F, Z(G?))| mul-
tiplié par le cardinal de U,, on retrouve la formule du théoreme 3.6 :

G1/(12((G7)) 14
On peut maintenant terminer les calculs du théoréme 8.4

<ZF§~U’ZF§~0>GF.G = Z |GF|/|UZ’|

= [ (F.2(G7)| < (I671/1u1)
ou z € H! (F,Z(G")) est quelconque

= [H(F,2(G"))| x |Z2(G")"|4". O
Nous allons appliquer les résultats précédents au cas ou Z(G7) est connexe.

COROLLAIRE 8.12. — Supposons Z(G?) connexe. Alors on a une unique re-
présentation de Gelfand-Graev de G-o que l'on note I' et Dg.,I' est égal a
|Z(G?)F|q" sur les éléments réguliers unipotents lorsque o est unipotent et
pseudo-unipotents lorsque o est semi-simple (et d zéro ailleurs).

Démonstration. — C’est clair, car dans ce cas U; est I’ensemble de tous les

unipotents (resp. pseudo-unipotents) réguliers et on a Dg.,I' = 7y, en prenant

pour 7y, la définition 8.2. O
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