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THEOREMES D’ANNULATION POUR DES FIBRES
MUNIS D’UNE FORME NON DEGENEREE

PAR PIERRE-EMMANUEL CHAPUT

RESUME. — Je démontre des théorémes d’annulation de la cohomologie de Dolbeault
de fibrés vectoriels amples sur une variété projective lisse, munis d’une forme symplec-
tique ou d’une forme quadratique non-dégénérée a valeurs dans un fibré en droites.
L’hypothése d’existence d’une telle forme permet d’améliorer les résultats similaires
précédents. Je fais aussi des remarques sur la cohomologie des fibrés en droites sur les
grassmanniennes isotropes.

ABSTRACT (Vanishing theorems for vector bundles admitting a non-degenerate form)

I prove vanishing theorems for the Dolbeault cohomology of ample vector bundles
over a smooth projective variety, admitting a non-degenerate quadratic or symplectic
form with values in a line bundle. The existence of such a form makes it possible to im-
prove similar existing results. I also give results concerning the Dolbeault cohomology
of line bundles on isotropic Grassmannians.

Introduction

De nombreux auteurs se sont attachés a démontrer des théoremes d’annu-
lation pour la cohomologie de Dolbeault des fibrés vectoriels amples sur une
variété projective complexe lisse. Par exemple, Le Potier [10, cor. 3, p. 258] éta-
blit le résultat suivant :
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582 CHAPUT (P-E.)

THEOREME. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang e sur une variété X pro-
Jective lisse complexe de dimension n. Alors on a HP1(X, NeE)Y=0sip+q>
n+ k(e — k).

Par la suite, des efforts ont été réalisés notamment pour améliorer cette
borne (voir par exemple [13], [8]), généraliser ce résultat & d’autres puissances
de Schur [4], et traiter le cas o E a des propriétés de positivité plus faibles [14].
En ce qui me concerne, je propose de diminuer la borne donnée par ce théoreme
dans le cas ou F admet de plus une forme non dégénérée, symplectique ou
quadratique. Je démontre le résultat suivant (si V est un espace vectoriel muni
d’une forme symplectique, A%V est la composante irréductible de la Sp(V)-
représentation A'V décrite au paragraphe 1.1) :

THEOREME 1. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang 2e sur X, variété
projective lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique a valeurs dans
un fibré en droites. Alors

p+qg>n+it(2e+3-1),
P X, ANYE® (det E)¥] =0 si 4k >1+3,
n—p<e—t—1.

La borne du théoreme de Le Potier est donc, dans ce cas particulier, approxi-
mativement divisée par 2. Je démontre aussi un résultat dans le cas n — p >
e —t + 1 et un analogue pour des fibrés munis d’'une forme quadratique :

THEOREME 2. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang e sur X, variété
projective lisse de dimension n, muni d’une forme quadratique. Soient p,q,t, k
des entiers avec 0 < 2t < e. Alors

ptqg>n+itle+2-1),
HP[X,N'E® (det E)**] =0 si 8k>t+1,
n—p< %e—tfl.

Rappelons ’argument original de J. Le Potier pour son théoréme cité en dé-
but d’introduction. Considérons, dans la situation de ce théoreme, la grassman-
nienne relative G(k, E*) des sous-espaces vectoriels de E* de dimension k. Cette
variété est fibrée sur X, d’une part, et admet d’autre part un fibré en droites na-
turel que je noterai O(1), qui peut se définir comme le dual du fibré déterminant
du fibré tautologique. L’hypotheése d’amplitude de E sur X implique ’ampli-
tude de O(1) sur G(k, E*) et, par le théoreme de Kodaira-Nakano, ’annulation
des groupes de cohomologie H"?(G(k, E*),O(1)) pour P+Q > dim G(k, E*).
Or, on peut aussi calculer ces groupes au moyen de la suite spectrale dite de
Borel Le-Potier, dont les termes d’ordre 1 sont "E}? = HP (X, A\*E) sii = P
et sont nuls sinon. Cette suite spectrale est donc dégénérée et on en déduit le
résultat.
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FIBRES MUNIS D’'UNE FORME NON DEGENEREE 583

Dans le cas qui m’intéresse, de fagon a réduire la borne obtenue, je considere
une fibration en grassmanniennes isotropes. Pour déterminer les termes de cette
suite spectrale, il s’agit de déterminer la cohomologie de Dolbeault des fibrés
en droite homogenes sur une telle grassmannienne.

Une premiére partie étudie donc la cohomologie de ces grassmanniennes, su-
jet présentant un intérét indépendant des théoremes d’annulation. Le cas des
grassmanniennes dites lagrangiennes, d’espaces linéaires de dimension maxi-
male, traité par Snow [15], est fondamentalement plus simple, car on a affaire a
des espaces hermitiens symétriques. Dans le cas général, le fibré tangent n’est
pas completement réductible comme fibré homogene, et donc le calcul de la
cohomologie fait intervenir des suites spectrales, dont on peut théoriquement
déterminer les termes, mais dont je ne vois pas comment déterminer les mor-
phismes. Je n’ai en fait pu établir dans le cas général que le résultat partiel
suivant : les composantes de la cohomologie de O(1) sur une grassmannienne
isotrope sont des représentations fondamentales. Par contre, on peut mener
a bien le calcul de la cohomologie de O(1) et O(2) sur les grassmanniennes
lagrangiennes, et en déduire nos théoremes d’annulation.

Je remercie Laurent Manivel de m’avoir proposé ce sujet, et de son soutien
régulier.

1. Cohomologie des grassmanniennes isotropes

1.1. Notations concernant les représentations. — Les notations concer-
nant les systémes de racines de SL(n), Sp(2n) et SO(n) sont celles de [2, p. 185
et suivantes].

Lorsque A\ est une partition, je note Sy le foncteur de Schur qui lui est
associé, |A| son poids et £()) sa longueur (le nombre de parts non nulles) [5]. Je
note aussi A* la partition duale de A. Le rang d’une partition A sera noté r(A) ;
c’est le plus grand entier r tel que A, > 7. On peut coder une partition A
par deux partitions A% et A* de longueur () telles que )\f (resp. )\ﬁ-’) soit, égal
a A —i (vesp. A} —i). Remarquons que A — (A% \%) est une bijection de
I’ensemble des partitions dans I’ensemble des couples de partitions strictement
décroissantes. Notons (u|v) la partition A telle que A* = y et \> = v. Par
exemple, (6,4,2) = ((6,3)|(3,2)). Notons aussi A + 1 la partition de méme
longueur que A dont la i-itme part vaut ); + 1. Soit alors AT la partition
AMA+1D) et A=A+ 1]A) [11].

Si V est un espace vectoriel muni d’une forme quadratique non dégéné-
rée (respectivement symplectique), alors SL(V') contient le sous-groupe SO(V)
(respectivement Sp(V')). Les représentations irréductibles de SL(V') sont des
représentations de ce sous-groupe, par contre elles ne restent pas toujours ir-
réductibles. Pour I'un des groupes SL(V'),SO(V') et Sp(V'), nous avons choisi
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584 CHAPUT (P-E.)

comme tore maximal le sous-groupe des matrices diagonales; un poids (c’est-a-
dire un caracteére de ce tore) de SL(V') se restreint donc en un poids de SO(V)
ou un poids de Sp(V'). Je note alors S5,V la représentation de ce sous-groupe
qui a comme plus haut poids la restriction du plus haut poids de la représen-
tation SyV. De méme, je note S*'V et ARV les représentations SirpV et
S,V

1.2. Etude du fibré tangent des grassmanniennes isotropes

Lorsque V' est un espace vectoriel de dimension finie et r un entier, je
note G(r,V) la grassmannienne paramétrant les sous-espaces linéaires de di-
mension 7 de V. Sur cette grassmannienne, le fibré tautologique, de rang r, et
le fibré quotient, de rang dim V' — r, seront respectivement notés T et Q.

Si V, de dimension paire 2e, est muni d’une forme symplectique w, alors la
grassmannienne isotrope G, (r, V') est, par définition, la sous-variété de G(r, V)
constituée des r-plans isotropes pour w. C’est aussi, dans le plongement de Plii-
cker PA"V, lintersection de G(r, V) avec la représentation irréductible P A" V.
Par restriction de T et Q, on obtient des fibrés sur les sous-grassmanniennes
isotropes encore notés T et ). Remarquons que la restriction de @ n’est plus
irréductible, puisqu’elle contient le sous-fibré T+ /T que nous noterons U.

Soit vy, ...,ve. une base de V dans laquelle la forme w est donnée par la
matrice 2 := (% ), ot J est la matrice ayant des 1 sur la deuxi¢me diagonale
(Ji,et1—i = 1) et des 0 ailleurs. Soit aussi

* x 0
P = x % 0 | NSp(V)

* ok ok

le stabilisateur dans Sp(V') de l’espace isotrope L engendré par les vecteurs
V2e—r+1,-- -, V2. Rappelons qu’en général il existe une équivalence entre les fi-
brés homogenes sur un espace homogene projectif G/ P et les représentations du
groupe parabolique P [1]. Nous allons utiliser le théoréme de Bott pour calculer
les groupes de cohomologie HP?[G,,(r, V), O(£)], et nous avons donc besoin de
comprendre la représentation correspondant au fibré tangent TG, (r, V). On
pourrait déterminer cette représentation en utilisant le fait qu’elle est donnée
par Paction adjointe de P sur g/p (si p désigne 'algebre de Lie de P).

Je propose plutot de remarquer que ce fibré est un sous-fibré de la restriction
du fibré tangent a G(r,V). Celui-ci est T* ® Q; comme l'inclusion des fibrés
est Sp(V)-équivariante, le fibré tangent de G, (r,V) correspond & une sous-
représentation de la représentation L* ® (V/L). En « décomposant » le fibré
T* ® @), on constate que cette sous-représentation est I’ensemble des applica-
tions I — V/L telles que la composée L — V/L < L* soit une application
symétrique. Autrement dit, on a une suite exacte de fibrés

(1) 0—-T*QU — TG, (r,V) — S*T* — 0.
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FIBRES MUNIS D’'UNE FORME NON DEGENEREE 585

Soit de fagon similaire V' un espace vectoriel muni d’une forme quadratique
non dégénérée ¢; on définit la grassmannienne isotrope Gy(r,V) comme la
sous-variété de G(r, V') constituée des r-plans isotropes pour g.

En termes de groupes algébriques, cette variété est un quotient de SO(V),
mais nous la verrons plutét comme quotient de son revétement universel,
Spin(V). En effet, ce groupe simplement connexe présente I’avantage que toute
représentation de son algebre de Lie est la différentielle d’une représentation.
Par exemple, si n = 2m, ou si n = 2m + 1, nous réaliserons G,(m,V) dans
la représentation spinorielle de plus haut poids 3(1,...,1), dans la base (¢;) :
il n’existe une telle représentation que pour Spin(V). La sous-variété de la
grassmannienne G(m, V) C P A™ V constituée des espaces isotropes est donc
I'image par l'application de Veronese de degré deux de la grassmannienne
Gq¢(m, V) ainsi réalisée.

Comme dans le cas symplectique, il existe une suite exacte de fibrés vectoriels

(2) 0—=T*@U — TGy(r,V) — N*T* — 0.

1.3. Cohomologie de O(1) sur une grassmannienne isotrope. — No-
tons O(1) le générateur ample du groupe de Picard de G, (r, V). L’objet de ce
paragraphe est ’étude des groupes de cohomologie de Dolbeault de ce fibré.

La suite exacte (1) montre que le fibré des p-formes peut étre filtré par
les AUS2T A QPTG (r, V), 0 < i < p et que les quotients associés sont les
ANS2T @ A\P~HT @ U*).

La remarque 2.15, p. 25, 'exemple 6, p. 138, et les formules (4.3'), p. 65, et
(9.2), p. 143, dans [11] montrent que

NVeW)= D S\VesyuW, NSV = SV et
A= A=

S\V @S,V =SV,

ol les coefficients de Littlewood-Richardson cf , sont définis dans [11, p. 143].
Il vient donc que QPG(r, V) admet une filtration dont les quotients valent

P ¥ ST @ S, U.
lu|=i
|[v|=p—i,w
Remarquons que la représentation de P correspondant a 1" factorise par la
projection P — GL(r). Ainsi, chaque fibré S,,T correspond & une représenta-
tion irréductible de GL(r), donc de P ; c’est donc un fibré homogeéne irréduc-
tible. Par contre, puisque si L est un espace linéaire isotrope, la forme w induit
une forme symplectique sur L+ /L = Up, P ne se projette que sur Sp(U) (et non
GL(U)). Ainsi, la P-représentation correspondant au fibré S,«U n’est en géné-
ral pas irréductible. Ecrivons donc S,«U comme somme de fibrés irréductibles
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(I, désigne un ensemble de partitions adéquat) :

SpU= P SwnU.

USPEIU
Finalement, si on choisit un supplémentaire de 1" dans U,

000
P> 0x0 D Sp(dim V' — 2r) x SL(r),
00

et ST ® S(ysr)U, corespondant & un produit tensoriel de représentations ir-

réductibles de SL(r) et de Sp(dimV — 2r), correspond & une représentation

irréductible de P ; une telle composante est donc un Sp(V)-fibré irréductible.
Je fais alors la remarque suivante.

LEMME 1.1. — Soit ST & Sysry)U une composante du gradué associé a
QPG (r, V). Soit € la longueur de w. Alors :

o soit H1[G, (1, V), SuT ® SperyU @ O(1)] = 0, pour tout g € N;

e soit il existe un unique ¢ = q(v°P,w) tel que
Hq [Gw(’r, V), SwT X S(Usp>U X O(l):l ?é 0

et de plus HI"") (S, T ® SwnyU®0(1)) = Ar=Ov .

Démonstration. — Comme ce fibré est irréductible, on peut appliquer le théo-
reme de Bott [1, p. 113]. Si le poids associé a ce fibré est singulier, on est dans
le premier cas; s’il est régulier, il y a un et un seul degré ou la cohomologie
ne s’annule pas. L’intérét de ce lemme est d’expliciter dans ce cas le groupe de
cohomologie.

Rappelons que vy, . . ., v3, forment une base de V' dans laquelle la forme sym-
plectique w s’écrit (f’J ‘5) Par ailleurs, par définition, P est le stabilisateur de
I’espace isotrope L engendré par les vecteurs voe—p41,...,02.. Pour 1 <i <e,
v; est de poids €; et ve4; de poids —€cq1—;.

Soient k = e — r et £ = {(w). Les poids de la représentation associée au

fibré T sont ceux des vecteurs voe—r41, ..., V2, S0it —€, > -+ > —¢y. Une
base de la fibre de U au point base de Sp(V)/P est (vp41,...,V2—y); les
poids de la représentation associée a ce fibré sont donc €,.4.1 > -+ > € >

—€e Z e Z —€r41.
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FIBRES MUNIS D’'UNE FORME NON DEGENEREE 587

Ecrivons alors les plus hauts poids correspondant aux fibrés S, T, S,s»U
et O(1), dans la base (¢;), ainsi que le poids p :

coordonnées : ( €1,...,€—g , €r—pi1,.. . 6r €rdls---s€e)s
SwT :(0,...,0 s =Wy ey —WT O,...,O),

SprU + (10,...,0 c 0,0 o =g o),
o) : (1,... R B 0,...,0),
p:(e,e—l , , ...,1).

Il s’agit donc d’étudier le poids
(3) (e+1,e,...,k+€+1—w4,...,k+27w1,k+vfp7v§§,...,1+v,§p—vf£_1).

Remarquons que ce poids, outre une suite d’entiers consécutifs écrits dans un
ordre décroissant, est constitué de deux suites strictement décroissantes, la
premiére quelconque et la deuxieme positive. Comme les racines de l'algebre de
Lie spa. sont +e; £¢; pour tous les couples (4, j) d’entiers distincts entre 1 et e,
et +2¢; pour tout 4, ce poids est régulier si et seulement si toutes les valeurs
absolues de ses coordonnées sont distinctes et non nulles.

Etudions les k + ¢ derniéres coordonnées. Nous avons vu qu’une base de la
fibre de U au-dessus du point base est (vy41,...,v2.—). Une base de vecteurs
propres de S,«U est en bijection avec ’ensemble des tableaux semi-standard de
forme v* contenant les lettres r+1,...,2e —r [5, prop. 15.55]. Si C(v*) désigne
I’ensemble des cases du diagramme correspondant a v*, un tel tableau peut
étre vu comme une application C(v*) — {r +1,...,2e — r}; cette bijection
associe a un tableau f l'image de ®.cc(v+)Tf(c) par la projection naturelle
U®lv'l — §,.U. Le poids de ce vecteur est Y orii<iceki = kaey1-i)ei, ou k;
désigne le nombre de lettres ¢ dans le tableau. Sur un tableau semi-standard,
il ne peut y avoir des lettres 1 que sur la premiere ligne : il y en donc au plus vy,
et donc v” < vf. Comme v* est une partition, v;” < v},

Comme S,,T est une composante de S,,+1T ®S,T, par la régle de Littlewood-
Richardson, on voit que les cases sur la i-iéme ligne de w — u™ sont numérotées
d’un entier inférieur ou égal & i. Ainsi, vf < et k+ v —v3) <+ k.

Par ailleurs, pour une partition de type u™, on a toujours u] = £(ut) + 1.
Toujours en tenant compte de la régle de Littlewood-Richardson, quand on
perturbe une telle partition en la multipliant par une partition v, on ajoute
a chaque ligne au plus v; cases. Comme SyspU est une composante de S,«U,
pour qu’il soit non nul, il faut que ¢(v*) < rg(U) = 2k; on a donc v; < 2k.

Ainsi, wy < (uT)+1+ 2k < £+ 1+ 2k. Cette inégalité donne k +2 —w; >
—¢ — k + 1; par ailleurs, il est clair que K+ ¢+ 1 —wy < k + £. Puisque les /¢
entiers k 4+ i + 1 — w; sont ordonnés de fagon croissante (par rapport a 4), tous
ces entiers sont donc compris entre —¢ — k + 1 et k 4+ ¢, donc de valeur absolue
inférieure ou égale a k + £.
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Ainsi, les valeurs absolues des k 4 ¢ dernieres coordonnées sont donc des
entiers distincts entre 1 et k + £; ce sont donc tous ces entiers. Le poids du
groupe de cohomologie non nul de cette composante est donc :

(e+1,e,...,0+k+2,0+k (+k—1,...,1)—(e,e—1,...,1) = (1,...,1,0,...,0),

avec £ + k lettres 0 et donc e — (¢ + k) lettres 1, ce qui conduit au résultat
annoncé. 0

Par ailleurs, on peut calculer ce degré q(v*?, w). Pour cela notons :

e a1 > - > q les entiers positifs de la suite k& + 1+t — wy,

* 1

< ... < Bj les valeurs absolues de ces entiers négatifs et
oy > > les entiers k + v” —wugh, - - 71+”2p*1’f£17

de sorte que le poids considéré en (3) est
(€+1363"'7a13-"7aia_ﬁla'"7_Bja/715"'7’yk)'

On a alors avec ces notations

J
LEMME 1.2. — q(v*",w) = q(o, 8,7) = Zﬁu + jk + #{(u,v) tay < %}.

u=1
Démonstration. — q(«, 3,7) est égal au nombre de racines simples qui ont un
produit scalaire négatif avec (e + 1,e,...,00,..., %, —B1,- -, =05 Y15+ Vk)-

Notons p; le t-itme entier de cette liste. Ces racines peuvent étre soit €, + €p,
soit €, — €, avec a # b.

Dans le premier cas, on a p, < 0 ou p, < 0; supposons que p, < 0 : il existe
alors u tel que p, = —f,. Pour chaque u les indices b doivent étre tels que
—Bu+pp < 0 et, pour ne pas compter deux fois une méme paire (u, b), on peut
demander de plus que 3, > |py|. D’apres le fait que les |pp| sont tous les entiers
entre 1 et i + j + k, il y a exactement (3, tels indices.

Dans le deuxieme cas des racines de la forme €, — €p, les jk combinaisons
avec a correspondant a (3, et b a -y, conviennent, par ailleurs les couples ou a
correspond a «,, et b a v, avec o, < 7, conviennent également.

On obtient le résultat annoncé en combinant ces remarques. O

Une conséquence du lemme 1.1 est

PROPOSITION 1.1. — HPYG,,(r,V),O(1)] est somme de représentations fon-
damentales.
Démonstration. — Dans la suite spectrale de Borel-Le Potier [10], par le lemme

1.1, les termes d’ordre 1 sont tous des représentations fondamentales. Comme
les morphismes qui interviennent dans cette suite spectrale sont équivariants,
cela est aussi vrai pour les termes d’ordre supérieur. O
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Dans le cas d’'une grassmannienne isotrope lagrangienne, on peut par cette
méthode déterminer précisément toute la cohomologie de Dolbeault de O(1) :

PROPOSITION 1.2. — On a
I{m(m-i-l),m2 (Gw (6, (C2e), 0(1)) — /\(e—2m>(c2e
pour 0 < m < [%e] et les autres termes sont nuls.

Dans cette proposition, pour x réel, j’ai noté [z] le plus grand entier inférieur
ou égal a z.

Snow [15, Theorem p. 6] a déterminé tous les couples d’entiers (p, q) tels que
HP9(Gy (e, C?¢),0(1)) # 0, en utilisant la décomposition du fibré des p-formes
établie par Kostant. Il ne décrit pas ces groupes de cohomologie, mais c’est
une conséquence facile de son étude. Je propose ici, pour éviter d’introduire
ses notations, de montrer que cette proposition est une conséquence facile de
mon lemme 1.1.

Démonstration. — Puisque le fibré U est nul, une composante du fibré des p-
formes s’écrit S,+7T. Reprenant les notations du lemme 1.1, il s’agit d’étudier
le poids

(e+1,...,€+3,€+1fuzr,...,quf),

ot ¢ désigne la longueur de u™, soit uj. Notons a; = i + 1 — ;. La suite
(cv;) est strictement décroissante. La démonstration du lemme 1.1 montre qu’il
existe i tel que |o;| = 1. Soit m la longueur de u; uj,;_H < m, donc ay4+1 > 2.
De plus, u,}, > m + 1, donc a,, < 0. Comme pour tout i, a; # 0 et qu’il

existe 7 tel que |o;| = 1, on a donc au, = —1, soit u}f = m + 2, ou u,y, = 2.
On a donc ujﬂ_l =m et aymy1 = 2. De méme, en raisonnant sur l'entier ¢ tel

que |a;| = 3, on voit que u,,—1 = 4, et on peut alors démontrer par récurrence
que u = (2m,2(m —1),---,2).
Alors un calcul immédiat montre que le poids considéré est
(e+1,....2m+2,2m,2m—2,...,2,-1,-3,...,—(2m — 1)).
On en déduit que les entiers p et ¢ correspondant sont m(m + 1) et m?

(lemme 1.2), et que la représentation irréductible est de plus haut poids
(1,...,1,0,...,0). O

1.4. Cas orthogonal. — Comme dans le cas d'une forme symplectrique, la
cohomologie de O(1) ne fait apparaitre que des représentations fondamentales :

PROPOSITION 1.3. — HP[G,(r,V),O(1)] est somme de représentations fon-
damentales. De plus, HP1[G4(r,V),0(1)] =0 sidimV = 2r ou dimV = 2r+1.

Le cas des espaces de dimension maximale a déja été démontré par Snow [15].
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Démonstration. — 1l suffit de démontrer ce résultat pour une composante du
gradué associé au fibré des p-formes. Par [11, exemple 6, p. 138],

NSV = P Sx-V,
[A|=i

ot A~ = (A + 1|A). Pour toute composante du gradué associé au fibré
des p-formes, il existe des partitions w,v,w,v? telles que cette composante
soit ST @ SyoU avec Sy, T une composante de S,-T ® S,T" et S(,0yU une
composante de S,«U. Soit n = dimV et £ la longueur de w.

Le résultat va alors découler d’inégalités concernant ces partitions. Tout
d’abord, on a v; = £(v*) < n — 2r, car sinon S,~U = 0. Puisque S,,T est une
composante de T,,-T ® S, T, on a w1 < uy +v1 < ({ —1)+ (n —2r). On
remarque alors que la régle de Littlewood-Richardson implique que £(v) < £,
soit v7 < £, et donc v? < ¢, car comme dans le cas symplectique, il est facile
de voir que v < v7f.

Il y a quatre cas, selon la parité de n et le fait que 'on considére ou non
des espaces de dimension maximale. Commencons par le cas n = 2m et r < m.
Notons encore k = m — r.

Les plus hauts poids correspondant aux fibrés sont alors

SoT = (0,...,0, —wg,...,—wy , 0,...,0),
SpoU :(0,...,0 0,...,0 L o¥ =3, ... 00 —vp ),
oa) :(1,... ool , 0,...,0),

p=(e-1le—2 .. , ...,0).

Il s’agit donc d’étudier le poids
(e,e—1,...,k+€—w¢,...,k+1—wl,kz—l—i—vg—vgk,...,vg—vg_,_l).

Ce poids est de nouveau constitué de deux suites décroissantes, et il suffit
de majorer les valeurs absolues qui interviennent. Comme on a vu que w; <
f—1+4+2k,onak+1—w >—k—{+2. Parailleurs, k+¢ —w, < k+/¢—1
et k—1+ v? < k + ¢ — 1. Ainsi, toutes ces valeurs absolues sont comprises
entre 0 et k+ ¢ —1; ce sont donc tous ces nombres et le groupe de cohomologie
correspondant est une puissance extérieure. Notons que ce poids peut avoir une
composante égale a 0 sans étre singulier puisqu’aucune racine de D,, n’est de
la forme ce;,c € Z,i € N.

e Dans le cas n = 2m + 1,7 < m, on note k = m — r et on étudie de méme
le poids

(eJr%,...,k+€+%7w4,...,k+1+%—w1,k7%+v?—vgk+1,...,%Jrvgfv,&r?).

Ainsi, ces nombres sont tous les entiers entre % et k+0— %, et on peut conclure.

Onak+1+g—wy > —k—l+2+3, k+l+1—wp < k+0—3 et k—F+0) < k+0—1.
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e Sin =2m et r = m, on étudie le poids (e—%,...,E—%—ue_,...,%—uf).
Comme ¢ — % —u, <l—-1- % et %fuf = % — ¢, ce poids est singulier.
e Enfin, si n = 2m + 1 et 7 = m, on considere le poids (e, ..., ¢ — wy,...,

1—wi). Comme w; < uj +1 < ¢, les valeurs de ces entiers sont entre 0 et £ —1,
ils ne peuvent donc pas étre distincts et non nuls et ce poids est de nouveau
singulier. O

On peut de nouveau préciser cette étude dans le cas lagrangien :

PROPOSITION 1.4. — On a Hmva(mfl)[Gq(e,(CQe),(9(2)] = ACT2ZMC2e poyr
0 <m < [1e] et les autres termes sont nuls.

Démonstration. — Comme le poids de O(2) est (1,...,1), le poids & considérer
est (e,e—1,...,0—u;,...,1—uy). Notons o; = i —u; . Par argument utilisé
plus haut, {|a;|} est I'ensemble de tous les entiers entre 0 et £ — 1. Soit m la
longueur de u; u,,,; = m donc apmy1 = 1. Ainsi a,, <0, et comme il existe ¢
tel que |a;| = 0, on a donc o, =0, et uy, = 1. Si 8(u™) = m+1, alors up = m,

u=(m,m—1,...,1), ce qui est absurde. On a donc u,, ., =m —1, G2 =3
et donc a1 = —2, soit u,,—1 = 3. En raisonnant par récurrence, on en déduit
que u = (2m —1,2m — 3,...,1). On montre alors que p = m?,q = m(m — 1)
et que le groupe de cohomologie correspondant est A¢~2mC2¢, O

2. Géométrie des fibrés munis d’une forme symplectique
ou quadratique

Je rappelle dans ce paragraphe des résultats classiques concernant les fibrés
munis d’une forme non-dégénérée. Le lecteur pourra par exemple trouver des
preuves de ces résultats dans ma these [3].

2.1. Cas symplectique. — Soit X une variété projective lisse et E un fibré
vectoriel sur X de rang 2e muni d’une forme symplectique. Ceci signifie qu’on
se donne un fibré en droites L sur X et une section globale w de E* ® E* ® L
telle que pour tout x € X, w, est symplectique.

Soit V' un espace vectoriel de dimension 2e¢ fixé, et pour tout ouvert U;
trivialisant F' et L, f; et g; des isomorphismes entre Ejy, et le fibré trivial
V xU; — Us, et entre Ly, et Cx U;. Soit x € X et Q;(x) la forme symplectique
définie par

Qi(2) (v, v2) = gi{wa[fi (@, v1), f7 (2, 02)]}

LEMME 2.1. — Soit E un fibré muni d’une forme symplectique a valeurs
dans L, V un espace vectoriel de dimension dim E fixé et Q) une forme sym-
plectique sur V. On peut choisir des trivialisations de E et L de telle sorte
que les fonctions de transition f; ; de E et g; ; de L vérifient f;Q; = g; ;82;.
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Par ailleurs, si v est un entier, la projection G, (r,E) — X est une fibration
localement triviale.

Une autre propriété géométrique est que si E est ample, alors le fibré en
droites L 1’est aussi.

LEMME 2.2. — On a L¢ ~ det E := N2¢E.

2.2. Cas quadratique. — On se donne maintenant un fibré quadratique F,
c’est-a-dire un fibré E, un fibré en droites L et une section globale ¢ de E* ®
E* ® L telle qu’en tous points x € X, ¢, est une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée.

Soient Q; les formes quadratiques définies de facon similaire au paragraphe
précédant ; le résultat reste valable si on s’autorise un morphisme fini :

LEMME 2.3. — Soit E un fibré muni d’une forme quadratique & wvaleurs
dans L, V un espace vectoriel de dimension rg(E) fizé et q une forme qua-
dratique sur V. Il existe un morphisme fini ¢ : Y — X tel que les fonctions
de transition f; ; et g; ; de " E et p*L vérifient f;Q; = g:;Q;. Par ailleurs,
si r est un entier, la projection Gq¢(r,p*E) — Y est une fibration localement
triviale.

LEMME 2.4. — On a (det )% ~ L°.

Pour démontrer un théoreme d’annulation en cohomologie, on peut passer
a un revétement fini. En effet, si ¢ : Y — X est un revétement fini, £ un fibré
vectoriel ample muni d’une forme quadratique ¢ a valeurs dans L, considérons
les fibrés F' = ¢*FE et M = ¢*L sur Y ; F est ample et ¢*q est une forme
quadratique sur F' a valeurs dans M. Si S est un foncteur de Schur et ¢ un
entier, comme on sait que application H?4(X,SE® L) — HP4(Y,SF® M?)
induite par ¢ est injective [12, lemme 1.5.1, p. 128], on déduit annulation de
HP (X, SE ® L") de celle de HP4(Y,SF @ M").

Dans la suite, je supposerai donc que E et L sont tels que leurs fonctions de
transition f; ; et g; ; vérifient f7,q = gi jq et que la projection Gy(r, E) — X
est localement triviale.

On aurait aussi pu remarquer que notre forme quadratique est, dans le cadre
holomorphe, localement triviale, et montrer nos théoremes d’annulation dans
ce cadre.

3. Théorémes d’annulation

Dans ce paragraphe, je démontre les théoremes d’annulation annoncés dans
I'introduction. Les résultats obtenus concernant la cohomologie de O(1) sur
une grassmannienne isotrope sont trop peu précis pour montrer des théoremes
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d’annulation ; j'utilise plutét la cohomologie de fibrés en droites sur les grass-
manniennes lagrangiennes pour obtenir mes résultats.

3.1. Théoréeme d’annulation dans le cas symplectique. — Soit, pour x
réel, [z] la partie entiere de = et [z]T le plus petit entier supérieur ou égal & x,
et soit, pour e et t des entiers,

l . .
rle,t) = 5t s? t est 'pan“,'
e s1t est impair.

PROPOSITION 3.1. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang 4e sur X, variété
projective lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique a valeurs dans
un fibré en droites ample L. Soient p,q,t,l des entiers avec 1 <t < e. Alors
on a

HPY(X, AN E® L) =0

dés que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

p+qg>n+t(de—2t+1) ptag>n—+t2t+n—p+1)+1]
(> (=15 —p]t+e—t ou { L>1z(n—p)]*
n—p<2e—t) n—p>2e-—t).

W. Nahm [8] obtient cette annulation pour p+q > n+2§(n —p)(2e —¢) (ol
t > 0(t) est une fonction de I'ordre de v/t. La borne de la proposition 3.1 est
donc meilleure pour ¢ < §(n — p).

Démonstration. — A t fixé, 'annulation sous la deuxiéme condition est une
conséquence de ’annulation sous la premiere. En effet, si la proposition est
vraie sous la premiere condition pour ¢, soient p, ¢, £ des entiers tels que

pra>n+t2t+n—p+1)+1] et £>t[L(n—p)]"

Soit alors ¢ : X’ — X un morphisme fini et M’ — X’ un fibré en droites tel
que M'®? = p*L. Les fibrés E' := ¢*E, M’ et L' := ©* L sont alors amples [7],
et on peut considérer sur X’ le fibré F' := E' @ (M’ @ M)/ =¢) avec

(4) f=[Rn-p]" +t

Alors F' est ample de rang 4f. Pour 2/ € X', la forme symplectique wy (.
est une forme symplectique sur E/, & valeurs dans L,. On va I’étendre & une
forme w, sur F'. Il suffit pour cela de poser, sur une composante de F, de la
forme M’ & M’,

Wy [(m1 ®ma), (n1 ® nz)} =my ®ny —me®@ny € L,

et de décider que ces espaces sont orthogonaux deux a deux et orthogonaux
a k.
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Comme n—p+1 > 2(f—t) par (4), ’hypotheése p+q > n+t[2(t+n—p+1)+1]
donne p+ ¢ > n+¢(4f — 2t + 1). De plus,
+ +
(>t[zn—p)] == [5(n—p)]" +f—t
On a donc, par la premiére partie de la proposition, H?7(X’, /\<2’5>F’®L’e) =0.
Maintenant, ACYEF’ 5 ACYE' donc HP9(X',ACYE' @ L) = 0. Comme ¢ est
finie, I'application ¢* : HP4(X, NN E @ L) — HP(X' NNE @ L’e) est
injective, donc HP4(X, AN E ® L) = 0.

Montrons donc la premiere partie. Soient p, g, ¢, t des entiers tels que p+¢q >
n+t(de—2t+1) et n —p < 2(e — t) et supposons vraie par récurrence la
proposition pour tout p,q et t' < t. Soit 7 : G,(2¢, E) — X la fibration en
grassmanniennes lagrangiennes. Posons { = ¢ — (e — t),

(5) P=p+(e—t)e—t+1),
et considérons la suite spectrale de Borel-Le Potier [10] calculant la cohomologie
de M = O(1) ® (m*L)* sur G, (2e, E).

Sim:Y — X est une fibration et E un fibré vectoriel sur Y, notons RP7, F
le faisceau Rim,(E ® QF, /x)> ol ar /x désigne le fibré des p-formes relatives
a la fibration 7. Soit GHF = Qg:(th’E)/X ® QY. Les termes d’ordre 1 de la
suite de Borel-Le Potier, qui aboutit sur H"(G,,(2e, E), M), sont donnés par

PEVIT" = HY(G.(2¢, E), G @ M).

Pour calculer les groupes de cohomologie HY(Y,G*? @ E), on utilise une
suite spectrale de Leray. La suite spectrale de termes d’ordre 2
(6) P,tEgi,j*k — Ht’k(X7 RP—t,j—k‘ﬂ_*M)
aboutit sur PEL7.

Comme par la proposition 1.3, H"7[G,(2¢e, C*€), O(1)] ne peut étre non nul
que si (i,7) est de la forme (m(m + 1),m?), on a
()  PEM20 = 3t :P—i=(e—t)e—t' +1),k=(e—t)%

Si ces égalités sont vraies, on a
(8) P,iE%',k _ HP—(e—t)'(e—t/-i-l),j(X, /\<2t’)E ® Lé+t—/t)_

En effet, pour calculer les fibrés R(e—t)(e=t"+1).(c=t) 1 (O(1) @ (7*L)), il
suffit de comprendre les applications induites en cohomologie par les applica-
tions de changement de cartes f; ; et g; ;. Soit x € U; N U; et v un nombre tel
que 2 = g; j(x). Par le lemme 2.1, f; ;()/7 est une application symplectique;
son action induite en cohomologie est donc donnée par le théoreme de Bott.
Il s’agit de

pen i N0 fis(w)
v ,7215
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Comme les homothéties agissent trivialement sur le fibré tangent d’une
grassmannienne isotrope, l'action de v.Id en cohomologie est v2¢ = g; ;(z)°.
Ainsi, action induite en cohomologie par fi j(z) vaut g; ;(z)*~" A f; ().
Ceci montre que le fibré R(e—t)(e=t'+1.(e=t)* 7 (O(1)) correspondant est
A E @ Lot et on trouve le résultat (8).

La formule (7) implique que lorsque P et i sont fixés, il y a au plus une valeur
de k telle que © ZEgk soit non nul ; cette suite spectrale est donc dégénérée. Ainsi,

(9) PEPf(eft')(eft’Jrl),j+(eft')(2672t'+1)7P
! _ {P (et et (x| A2 B g [,
et les autres termes sont nuls. En particulier,

pEf,q+(e—t)(2e—2t+1)—P _ PE:{?7<1—P+(€—75)2 = HPI(X, AR Lf)_

On cherche maintenant & montrer que ce terme n’est compensé par aucun
autre de la suite spectrale.

. - 14 P—(e—t")(e—t'+1
Soit donc ¢/, et considérons les termes PET ~(¢t) (=t

e Sit' >t,alorson a
P—(e—th(e—t'+1)>P—(e—t—1)(e—t)=p+2(e—t)>n

e=t)(e=t'+1) Soit non nul, il faut donc que ¢ =t + 1 et

ppp.at(e=t)(2e=2t+1)—P
1

par (5). Pour que Qif(
n = p+2(e—t). La différentielle qui pourrait compenser
serait I'application

. Prp,q+(e—t)(2e—2t+1)—P Prn,gt+(e—t)(2e—2t+1)—P—(2e—2t—1)
dae—2t : " Epl o >l :

Or, par (9), ce dernier groupe est inclus dans
PE?,q+2(e—t)+(e—t—1)(26—2t—1)—P — gmat2(e—t) (X, A2t+2) | ® Le—1>.
Ce dernier groupe est nul par le théoréme de Le Potier si ¢+2(e—t) > 4e—2t—2,
soit ¢ > 2e — 2, ce qui est le cas.
e Si t’ < t, on utilise ’hypothese de récurrence. Le terme qui pourrait com-

PEp,q-i-(e—t)(?e—Qt-i—l)—P
1

penser est alors

pEPf(eft')(eft’Jr1),q+(eft)2+(eft')(67t’+l)717P
(e—t")(e—t'+1)—(e—t)(e—t+1)

c HP—(e—t')(e—t'+1),q+(e—t)2—(e—t/)2—1(X7/\(21&/>E ® L€+t—t/)_
Comme on a
P—(e—tYe-t'+1)=p—(t—-t)2e—t—t +1)
<p—Q2e—t—t)—(t—-t)=p—2e+2t' <n—2(e—1t")

(en effet on peut supposer p < n), on est dans le deuxieéme cas de la proposition,
et g+ (e—t)2—(e—t)?—1=q— (t—t')(2e —t —t') — 1. Ce dernier groupe
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est nul par hypothése de récurrence si
(10)  p+g>t[2(' +n—p+1)+ 1]+ —t')(4e—2t—2t' +1) + 1.
Comme t' <tetn—p<2e—t),onat +n—p<2e—t,et comme on peut
supposer t' > 0, le terme de droite de I'inéquation (10) est inférieur &
22e—t)+ 1]+ (t—t)(de—2t+ 1) =t'(de -2t +1) < p+q.
Ainsi, aucun terme ne peut compenser
pEf,q+(e—t)(2e—2t+1)—P _ Hp’q(X, /\<2t>E ® Lg)

_ _4)2 _ _4)2
PEqu pt(e—t)* _ pppa p+(e—t)

et donc . Ce dernier est un terme du gradué
associé & HPa+(e=D*[G, (2e, E), O(1)], qui est nul par Kodaira dés que I'on a
P+q+(e—1t)?%>n+e(2e+ 1), soit par (5) deés que p+q > e(2e + 1) —
(e —t)(2e — 2t + 1) = t(de — 2t + 1). O

Le cas des puissances extérieures impaires est tres similaire :

ProproSITION 3.2. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang 4e + 2 sur X,
variété projective lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique a valeurs
dans un fibré en droites ample L. Soient p,q,t,¢ des entiers avec 0 < t < e.
Alors on a
HPY(X, N TVE® L) =0

dés que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

p+g>n+2e+1+t(de—2t+1),

> t3(n—p)t +e—t,

n—p<2e—t)

ou
ptg>n+2e+1+t2t+n—p+1)+1],
0> (t+1)[5(n-p)*,
n—p>2e—1).
Démonstration. — Pour les mémes raisons que précédemment, il suffit de dé-

montrer cette proposition sous les premieres conditions. La récurrence com-
mence a t = 0, c’est pourquoi on trouve la borne sur ¢ que j’ai indiquée. On
étudie alors la suite spectrale qui calcule la cohomologie de O(1)® (m* L)¢—(¢=%)
sur la grassmannienne lagrangienne G, (2e+1, E'). On pose aussi P = p+ (e —t)
(e —t + 1). Comme la proposition 1.3 reste valable, le calcul des termes de
cette suite spectrale est identique. La récurrence fonctionne donc de maniere
similaire ; le seul changement concerne la dimension de G, (2e + 1,C**2) qui

2
est (e +1)(2e + 1). Ainsi on aura PER7PT™" = 0 comme précédemment si
P+qg+(e—t)?>n+(e+1)(2e+ 1), soit p+q > t(de — 2t + 1) + 2e + 1.
On trouve ainsi la borne que j’ai indiquée pour p + q. O
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En applicant les deux propositions précédentes au fibré F' = E'&(M'@® M),
comme dans la preuve de la proposition 3.1, on obtient le résultat mentionné
en introduction. Notons r(e,t) Uentier %t si t est pair, et e si t est impair.

THEOREME 3.1. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang 2e sur X, variété
projective lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique. Soient p, q,t, k
des entiers avec 0 <t < e. Alors on a

HP X, NE®(det )] = 0si § k> (3¢t —1)][5n—p)] " +e—[3]) /e,
t)

Démonstration. — Le lemme 2.2 implique que (det E)* ~ L*¢. Alors, les pro-
positions 3.1 et 3.1 montrent ce théoréme pour ¢ et e de méme parité. 11 suffit,
pour ’établir pour t pair et e impair par exemple, d’appliquer, comme dans la
preuve de la proposition 3.1, le cas t et e pairs & F' = E' @& (M’ & M’), qui est
un fibré de rang multiple de 4. O

REMARQUE. — Le théoreme est donc applicable des que

ptg>n+it(2e+3—1t), 4k>t+3, n-p<e—t—1.

3.2. Théoréme d’annulation dans le cas quadratique

PRrROPOSITION 3.3. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang 4e sur X, variété
projective lisse de dimension n, muni d’une forme quadratique a valeurs dans
un fibré en droites ample L. Soient p,q,t,{ des entiers avec 1 < t < e. Alors

on a
HP(X,NHE®LY) =0

dés que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
p+q>n+t(de—2t—1),
(>t -D[En-p+ 1] +e—t,
n—p<2e—t)—1

ou
prg>n+t2(t+n—p+2)—1],
> t[in—p+1)]7,
n—p>2e—t)—1.

Démonstration. — Supposons d’abord que la premieére partie de cette propo-

sition est vraie pour un entier ¢. Alors soit ¢ : X’ — X un morphisme fini,
E' = ¢*E, I' = ¢*L et M’ un fibré en droites tel que M'?> = L’'. Soit
F' = E' & M"*U=9 avec f = [4(n — p+ 1)] + ¢, et définissons une forme
quadratique sur F’ de facon similaire au cas symplectique.
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Alors, la définition de f montre que n—p+1 < 2(f—t) < n—p+2; ainsi nous
pouvons appliquer la premiére partie & F’. L’hypotheése ¢ > t[3(n — p + 1)]"
signifie exactement ¢ > (t — 1)[3(n — p+1)]T + f — t. Par ailleurs,

p+qg>n+t2(t+n—p+2)—1]
>n+t[20+2f—2t) — 1] =n+t(4f -2t —1).
Ainsi, HP9(X', NYE' @ L) =0 et HP9(X, \*E ® L*) = 0.

Pour démontrer le premier point, on regarde la suite spectrale calculant la
cohomologie de O(2) ® (7*L)*~(¢~ sur G,(2e, E), ol je note 7 la projection
G4(2¢, E) — X. On pose P = p+ (e —t)?. Alors on montre de méme que

Ppp et Rem2 =P P (et (X A2 B @ L),

Il s’agit donc de méme d’annuler ces termes pour ¢t # t'. Mais si ¢ > t, cela
résulte facilement du théoréeme de Le Potier. Pour ¢’ < t, il suffit d’annuler
HP 4 (X N E® L) avec

pP=p—(t—-—th2e—-t—-t), ¢d=q-t—-t)2e—-t—-t —1)-1.
Mais, d'une part, p’ < p—(2¢ —2t' + 1) < n —2(e — ') — 1, car on peut
supposer que p < n; on est donc dans le deuxieme cas. D’autre part, il suffit
de montrer que

prag>n+t' 2t +n—p+2)—1] +({t—t')(4e—2t —2t' — 1) + 1.
Or puisque ' +n—p <t' +2(e—t) — 1 < 2e —t — 1, le membre de droite de
I'inéquation est inférieur a
n+t'[22e—t)— 1]+ (¢t —t')(4e —2—1) =n+t(de — 2t — 1),
et il est donc bien plus petit que p + q.
Enfin, il reste & montrer que HPa+(c=0(e=t=D[q (2¢, F), O(2)] est nul par
le théoreme de Kodaira. En effet,
dimG(2e,E) — P—q—(e—t)(e—t—1)

=n+eRe—1)—(e—t) —(e—t)e—t—1)
=n+e(2e—1)— (e —t)(2e — 2t —1)
=n+t(de — 2t — 1). O

De fagon tout & fait similaire, on démontre :

PROPOSITION 3.5. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang 4e + 2 sur X,
vari€té projective lisse de dimension n, muni d’une forme quadratique a valeurs
dans un fibré en droites ample L. Soient p,q,t,l des entiers avec 0 < t < e.
Alors on a

HP(X, NP E® LY =0
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dés que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
p+q>n+tlde—2t—1)+ 2e,
(>t[3 (nfp+1)]++e—t,
n—p<2e—t)—1

ou
p+q>n+t[2(t+nfp+2)fl] + 2e,

(> @t+1)[5(n— p+1)}
n—p>2e—t)—1.
Pour x réel, notons {z} = = — [z] sa partie décimale. Ces deux propositions
peuvent se rassembler en

THEOREME 3.2. — Soit E un fibré vectoriel ample de rang e sur X, variété
projective lisse de dimension n, muni d’une forme quadratique. Soient p,q,t, k
des entiers avec 0 < t < [%e]. Alors on a

HP[X,NE ® (det E)**] =0
St
pra>nt [M]@d[te— (30" +2{it} —t - 1) +4{lt} [Le-2)]",
k2 ([3¢- 1] b - p+1] +2{3eH([he -2 - [51)) /e
n—p<2fie—{3t}]" +2{3t} -1
REMARQUE. — Ce théoreme s’applique si
ptg>n+itle+2—t), 8k>t+1, n—p<fe—t—1.
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