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UNE REMARQUE SUR LE DEGRE FORMEL D’UNE
SERIE DISCRETE D’UN GROUPE LINEAIRE
GENERAL p-ADIQUE

PAR VOLKER HEIERMANN

RESUME. — Nous montrons dans le cas simple du groupe linéaire général, comment on
peut déduire de [2] des informations précises sur le degré formel d’une représentation
de carré intégrable d’un groupe p-adique.

ABSTRACT (A remark on the formal degree of a general linear p-adic group’s discrete
series)

We show in the simple case of the general linear group, how one can get from [2]
precise information on the formal degree of a square integrable representation of a
p-adic group.

Soient F' un corps local non archimédien de valeur absolue normalisée | .| =
|.|F et m > 0 un entier. Fixons une représentation cuspidale unitaire o de
GL,,(F) et un entier d > 1. Posons n = md, G = GL,(F'). Notons M "unique
sous-groupe de Levi standard de G qui est isomorphe & GL,, (F) x - - - x GLy, (F),
det,, le déterminant de GL,,(F) et w4 I'unique série discréete de GL, (F) qui
est un sous-quotient de I'induite parabolique (normalisée) de

o|dety, |%(d71) ® - ® o|dety, |%(*d+1) = pd.

On va appliquer les résultats de [2] pour calculer le degré formel de 4 en fonc-
tion de celui de o. On retrouvera a cette occasion le résultat de A.-M. Aubert et
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166 HEIERMANN (V.)

R. Plymen [1] dont la preuve utilisait la théorie des types de Bushnell-Kutzko.
Remarquons que, si on veut généraliser cette méthode a toute série discrete
de tout groupe réductif p-adique, des problemes supplémentaires apparaissent,
venant de la géométrie des poles de la fonction p de Harish-Chandra et du fait
que plusieures séries discrétes peuvent avoir le méme support cuspidal.

1. Les mesures

Notons aq, . . ., ag—1 les racines simples de G qui ne sont pas des racines de M
et identifions-les a des racines du tore déployé maximal de M. Lorsque £ est un
entier, 1 < ¢ < d, M, désignera le sous-groupe de Levi standard contenant M,
obtenu en adjoignant a M les racines ay, ..., aq—1. Il est isomorphe a

GLy (F) x -+ X GLyn (F) X GL(g—g41)m (F).

En particulier M7 = G et My = M. Nous noterons (my,...,my) un élément
général de My (ott my,...,my_1 € GLy(F) et my € GL(g—gq1)m (F)). Le sym-
bole M} désignera l'intersection des noyaux des caractéres non ramifiés de M,.
Le générateur > 1 de I'image de | .| sera noté ¢q. Notons

o X"*(My) le groupe des caracteres non ramifiés de M, et

o X§¥(My) le sous-groupe formé des caracteéres unitaires.

Identifions le groupe X8¥(M,) & (S')* au moyen de I'isomorphisme qui en-
voie un élément (g*1,...,¢%) de (S!)¢ sur le caractére non ramifié | det,, |5
co et [ | debg—gr1ym 3 de M.

Le tore déployé maximal dans le centre de M, sera noté Thy,. Il est iso-
morphe & (F*)’. Le groupe X{(Tz,) est isomorphe & (S')? au moyen de I'iso-
morphisme qui envoie un élément (¢, ..., ¢%) de (S1)? sur le caractére non
ramifié de (F)¢ donné par |dety |5 -+ | dety 3.

Suivant [2] on munit le groupe X§*(Th,) de l'unique mesure de Haar
de mesure totale égale & 1. La mesure sur X{*(M;) est I'unique mesure de
Haar telle que la restriction X{*(My) — X§°(Ths,) préserve localement les
mesures. En identifiant les deux groupes avec le tore (S )¢, cette restriction
correspond & l'application de (S')¢ dans (S')* qui envoie (z1,...,2/) sur
(CHCR zéd_éﬂ)m). Il en résulte que X5¥ (M) a la mesure (d — £+ 1)m*.

Notons

o O Vorbite inertielle de p:=0® 0 ® - - - ® 0 par X"*(Mp),

o O; o Vorbite unitaire de p par X{* (M) et

o ¢t Pordre du stabilisateur de o dans X§*(My).

La mesure sur O est 'unique mesure de Haar telle que l’application
X5 (My) — Opo qui envoie un caractére unitaire non ramifié y sur (la
classe d’équivalence de) o ® x préserve localement les mesures. Comme les
fibres de cette application ont toutes méme cardinalité t*, la mesure de Oy g
est (d— £+ 1)(m/t)".
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Tout sous-groupe fermé H de G sera muni de 'unique mesure de Haar telle
que son intersection avec K = GL,,(OF) a la mesure 1, O désignant ’anneau
des entiers de F.

2. La racine ayp_1

Considérons ay_; comme racine de Tyy,. Fixons un générateur & de 'idéal
maximal de Op. Un générateur hy_; du Z-module M} ; N My/M} est donné
par la classe modulo M} d’une matrice diagonale diag(x1, ..., x,) avec

~ ~_1 .
Tm(e—1) =W, Tme—1)41 = W et x; =1 sinon.

Notons Rat(Mpy) le groupe des caractéres algébriques de M, définis sur F.
L’élément de Rat(My) qui correspond & (d—£+1)may—1 envoie (myq, ..., my)
sur det,, (mg_q)4=*! det(d,gﬂ)m(mg)_l. L’élément
. (d -0+ 1)
oy 1= ——)may_
1 \d—eg2)7 !

vérifie donc
<o¢2‘71,HM(h4,1)> =1.

La puissance h},_; de hy_1 est minimale telle que x € X(M;) vérifie x(h}_,) = 1,
si et seulement si x € X" (M,_1) Stab(p). On trouve donc

dans les notations de [2, 3.2].

Notons « la coracine associée & . Un calcul élémentaire donne
d—0¢—1

t<aZ’Zla1 =+ 22&2 + -+ Zd*lad71> =2y — ﬂ

2041

(ot z4 := 0). Posons
(J,RIE = Rat(Mg) ®7z R.
Considérons la surjection canonique ay;, ¢ — X" (M), A = x» (cf. [2, 1.2]).

En posant r¢ = t3(d — £ + 1), on en déduit

Pd = P D Xrid1+roda++ra_ 1041

3. La fonction u

Notons a = n(oxo") le conducteur d’Artin de paires (cf. [3, p. 291]) et ¥ 1a
fonction p de Harish-Chandra définie sur O := Oy relative a My, comme produit
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168 HEIERMANN (V.)

des opérateurs d’entrelacement (cf. [2, 1.5]), u := u®. Le résultat suivant est
une conséquence immédiate de la formule de produit pour pM¢, utilisant la
formule explicite pour u dans le cas d’un sous-groupe de Levi maximal (cf. [1,
Thm. 3.3]).

PROPOSITION 3.1. — Posons o ; = o + -+ + af pour i < j. La fonction

A= pu(p®xa) est réguliere et non nulle en dehors de la réunion des hyperplans
affines de ay, de la forme (o ;,A) = 0,+1 avec 1 <i < j<d—1.

La fonction (™= /™) (po @ Xaa,y+redetetra1aa_r) vOUL

(1 _ qt%(d—ﬂ)—z)(l _ qt%(d—é)-l-z)
(1 - q—t%(d—é)—t—le - q—t%(d—é)—t-i-z)

q(d—€+1)a

4. La donnée de résidu Resf;

Posons Ay = pg @ X" (My), notons r(Ay) «origine » de A, (cf. [2, 1.4]),
Ao le sous-espace de Ay, formé des points de partie réelle r(Ay), et Sa, len-
semble formé des hyperplans affines {p @ x» | (o, \) =1}, £ =1,...,d -1,
de O := O,4. Désignons par R(Sy, ) 'espace des fonctions rationnelles sur Og,
régulieres en dehors des hyperplans affines dans S4,. Remarquons que la partie
réelle N(p ® x») := R(A) est bien définie. Le symbole féR(p/):Rl/f(Pl)dAdS(p’)
désignera la mesure sur xgQp, déduite de celle sur Oy = Ag0. De fagcon ana-
logue pour fAe . da,S(p"). L’ordre sur a}, induit par le sous-groupe parabolique
standard P de Levi M sera noté > p.

PROPOSITION 4.1. — Soit ¢ € R(Sa,) invariante par X"*(G). Pour x €
X" (G) et z1,...,24-1 € C, posons

f(zla T azd—l) = 1/1(/) ® szlal"r”"‘rzd—ladfl)'
On a
d
/ 1/)( dAd = Z/ ReSAz d})(pl)dAlS(pl)v
R(p')=R>p0 =1 Ac,o

avec ReSAl 1/}(/) ® XX21a1+M+Ze71&e71) égal a

d—¢
(mlogq) d_l

; 1 Resz,—r, (- (ReSzy_y=ry_y [)) (215, 20-1).
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Démonstration. — Becrivons R = R1ay 4+ Rodiy + - - - + Rgy_104—1. Par la suite
exacte dans [2, 1.2] et notre choix des mesures, on a

k;%/m/)_l%w(p’)d/xﬁ(p’) = (l(;%)d(%)d

27/ logq 27/ logq
X/ / f(R1 +it1,...,Rd_1+itd_1)dtd_1---dﬁ1.
0 0

Si on fixe z1,...,2¢—1 avec R(z;) = R;, la fonction
2o — Y(z161 + -+ Zp—1004—1 + 200 + Tot1 2041 + 0 Td—17d—1)

possede, compte du calcul dans le paragraphe 2 et du fait que 1 est réguliére en
dehors des hyperplans dans S4,, au plus un pole en zy = ry. Par les arguments
dans [2, 3.6], 'intégrale vaut

(i)f(mlogq)di/%f/logq /Qw/logq
2T t r; 0 0

=1
Reszi:w ( < (Reszdflzrdfl f))(ltl, ey Z.tgfl)dtgfl cee dtl

_ d (mlogq)d—f 1 (digle)(i)f(mlogq)f
‘=

- t d—0+1 27 t
27/ logq 27/ logq
X / N / ReSZ[:T[ ( . (Reszd—lzrd—l f))(ltl, ey itefl)
0 0
dtg—y---dty
1805 [ (R, )0, 3)
27_[_ A Ae p Ay p I:‘
=140
COROLLAIRE 4.2. — Notons Resi1 la donnée de résidu défini dans [2, 4.9].
Avec f(Zh R 7Zd—1) = M(p ® X2151+---+de1ad71); on a
P mlogg\d-11
(Resy, i) = ( " ) p Res.,—r, (- (Reszy =y, f)).
Démonstration. — Par [2, 3.9], la donnée de résidu Res’; , est déterminée par
sa restriction & S4,, donc en raison de [2, 3.10] égale & expression donnée dans
la proposition ci-dessus. o

5. Le degré formel

THEOREME 5.1. — Le degré formel de 'unique sous-quotient irréductible de
carré intégrable wq de la représentation induite parabolique (normalisée) de la
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représentation o - | dety, |24 @ .. @ o - | dety, |20 de M est lié o celui
de o par la formule

GL, (F -1 . f-1?
_ | ( q)| mn—n2 T sad(d—1) qitd(d_l) udeg(o‘)d.

d -
eg(ma) |GL,,.(Fy)2 a—1q 9 F—1

Démonstration. — Par la remarque [2, 8.6], on a

deg(ma) = 7(G/M) deg(pa)[Stab(A1)| ™ (Resf, 1) (pa).

Comme pg est régulier, Stab(A;) = {1}. Il est immédiate par définition du
degré formel que celui d’'un produit tensoriel de représentations est égal au
produit des degrés formels. La constante v(G/M) est égal &

| GLn ()| 2

mn—mn

Tt a4 )
| GLi (Fg)|*

comme on le déduit directement de la formule pour v(G/M) dans [4] en haut
de la page 241, en posant H = I, + @ GL,,(OF). Il reste & calculer le résidu, en
utilisant la proposition 3.1 :

(Res’y, 1)(pa)

d 1 ——r,_ 1 — To_
_ (mlogq)d*} qa(d—é-i-l)(l — ¢2M=07re (1 — g2 Ot
t d s (1 _ q—gt(d—é)—t—rg,l)

1
—3t(d—0)—t+=

Res,—r, , 4

d _ _
ald(d—1) H (" = D)(¢"=D —1)
(12 _ 1)

mloggy\d-11
- (k)

t d e .

q—%t(d—é)—t—i-z 1

Res,—r, ,

mlOgQ)d_l L ala@—1y,, —t i1 ¢ -1
— — %2 -1 e
( t a? (g ) g% —1
( 1 )d*l d-1 qt(d_e"l‘l) —1

Tog g PR
mNNL 11y, P s = t(d—t+1)
= (= ~ groadd=1)—t _qyd-1_4 — - _gtld—
( " ) 74 (¢ ) P é|_|2( q )

)d—lé q%ad(d—l)qft(dfl)(71)d71(qt _ 1)d71(7qtd)

- (71)d72 H qtl
q (=2

(

NE

_ (E)d—ll gEad(d=D (¢ —1)¢ g4t
¢ d qtd -1 ’
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