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DISCRETISATION DE ZETA-DETERMINANTS
D’OPERATEURS DE SCHRODINGER
SUR LE TORE

PAR LAURENT CHAUMARD

RESUME. — Nous donnons ici deux résultats sur le déterminant ¢-régularisé dete A
d’un opérateur de Schrédinger A = Ay+V sur une variété compacte M. Nous construi-
sons, pour M = S x S une suite (Gp, pn, Ar) ot Gy, est un graphe fini qui se plonge
dans M via py de telle maniere que pn(Gp) soit une triangulation de M et ou A,
est un laplacien discret sur G, tel que pour tout potentiel V' sur M, la suite de réels
det(Ap + V) converge apres renormalisation vers det¢(Ag + V). Enfin, nous donnons
sur toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension inférieure ou égale & 3
et de groupe d’isométries transitif, un majorant du déterminant det¢(Ag + V'), lorsque
le potentiel V' est positif.

ABSTRACT (Discretisation of Schrodinger operators on torus). — We propose two
results concerning the (-regularised determinant det: A of a Schrédinger operator
A=Ay +V on a compact riemannian manifold (M, g). For M = S1 x S, we con-
struct a sequence (Gn, pn,An) where Gy, is a finite graph injected in M via ppn, in
such a way that pn(Gy) triangulates M. A, is a discrete laplacian on G so that
for every potential V' on M, the sequence det(A, + V') converges, after normalisation,
to det¢(Ag + V). Last, we give on every riemannian compact manifold (M, g) whose
dimension is less than or equal to 3 and with a transitiv isometry group, the maximum
of the determinant det¢(Agy + V).
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328 CHAUMARD (L.)

1. Introduction

Dans les années 1970, D.B. Ray et I.M. Singer [14] ont proposé une approche
originale de 1’étude du spectre des opérateurs de Schrodinger sur une variété
compacte, en définissant une fonctionnelle det¢, régularisation du produit des
valeurs propres d’un tel opérateur A, par la formule

detc A := exp{—i CA(S)} o (a(s):= Tracer,A™°.
ds|s=0

Cet invariant spectral s’averera rapidement non trivial, et B.Osgood,

R. Phillips, P.Sarnak [12] mettront en lumiére l'information géométrique

qu’il contient en prouvant qu’il fournit une nouvelle démonstration du théo-

reme d’uniformisation des surfaces, ainsi que des résultats de pré-compacité

d’ensembles isospectraux de métriques en dimension 2 [11].

M. Pollicott, A.C. Rocha [13] établiront ensuite une expression, pour des mé-
triques g de courbure —1 en dimension 2, de det;'A, en fonction du spectre
des longueurs de g, mettant ainsi en exergue les qualités dynamiques du déter-
minant. Plus récemment, K. Okikiolu [10] a obtenu, en dimension impaire, des
formules de variations premieres et secondes en fonction du facteur conforme
de la métrique, du déterminant du laplacien conforme.

Nous nous intéresserons a 'étude de la dépendance de det¢(Ay + V') par
rapport au potentiel V', en dimension 2 ou 3, via deux approches distinctes.

Maximum de det¢(Ag + V)

Le premier résultat établit sous certaines conditions topologiques et géomé-
triques l'existence et 'unicité d’un maximum du déterminant de det¢ (Ag + V)
lorsque V varie.

THEOREME 1.1. — Soit (M™,g) une wvariété riemannienne compacte sans
bord. Soit V€ C°(M,R") un potentiel non nul. Posons
L / Vd
vy 1= Ug.
T Vol (M) Sy
Alors :
1) Sim <3 et le groupe d’isométries de g agit de maniére transitive sur M,
alors on a
dete (Ag 4+ V) < dete(Ag + o)
avec égalité si et seulement si V' est un potentiel constant.
2) Si M =52% ou St x S1, soit o : M — R, telle que la métrique e>?g soit
de courbure constante et de méme volume que g. Nous avons l'inégalité

F,(V) < F(v0e®) ou Fy(V) = exp{% /M PV duy fdet (A +V),
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DISCRETISATION DE (-DETERMINANTS 329

le cas d’égalité n’étant réalisé que si le potentiel Ve™2¢ est constant.

L’idée de la démonstration est relativement simple; il s’agira de prouver
que sous nos hypotheses topologiques, le déterminant est une fonctionnelle log-
concave du potentiel et que pour les métriques étudiées dans le premier point, le
noyau de la différentielle du logarithme du déterminant calculée en un potentiel
constant est I’hyperplan des potentiels d’intégrale nulle. Le cas général sera
obtenu par une généralisation de la formule de Polyakov.

On remarque en particulier que sous les hypotheéses métriques du cas 1), les
potentiels constants sont spectralement rigides. Enfin, en dimension inférieure
a 3, a cause de la stricte log-concavité, et indépendamment de la métrique,
il n’existe aucune déformation isospectrale C'*° de potentiels.

Des déterminants de graphe vers det,

L’approche discrete de l'invariant spectral det; prend tout son sens a la
lumiere a la fois des liens forts qu’il existe entre les quantités spectrales des
graphes et celles des variétés, et de la simplicité, au moins dans sa définition,
du déterminant d’un opérateur de Schrodinger discret. Précisément, il serait
intéressant d’établir, pour un opérateur de Schrodinger A sur une variété com-
pacte M, g’il existe une suite de graphes (G, )nen, de sommets notés (Sp)nen,
et d’opérateurs de Schrodinger A, : RS — RS, de préférence explicites, tels
que la suite (det Ay, )nen converge vers det¢ A.

Ce probleme a été résolu en dimension 1 par D. Burgheela, L. Friedlander,
T. Kappeler [1], R. Forman [7] et Y. Colin De Verdiere [4]. Notons M = [0,T]
et GG, le graphe linéaire a n sommets vu comme une discrétisation de M. Soit un
opérateur de Sturm-Liouville A = 75—; +V(t) sur [0, T], auquel on associe, par
la méthode des éléments finis la plus naturelle qui soit, une suite d’opérateurs
différentiels discrets A,, : RS» — R Les auteurs ci-dessus montrent qu’apres
normalisation, les déterminants discrets convergent vers det¢ A :

THEOREME 1.2 (cf. [1], [7] et [4]). — Il existe une constante ¢, ne dépendant
que des conditions au bord, telle que

det A,
(1) 22’” ;:;j CdetCA

Plus précisément, est prouvée la convergence vers le déterminant de Feynman
de A, défini par
detpA = det(v cRP — YU(T)),
ouY, : [0,T] — RP est I'unique fonction vérifiant
(2) A(Y,) =0sur [0,7], Y,(0)=0, Y,(0)=nv.
La proportionnalité entre le déterminant de Feynman et le déterminant (-

régularisé est démontrée dans [7]. Cette formule s’avere a la fois étonnante et
tres utile, puisqu’elle permet de contourner I'obstacle majeur dans 1’étude de
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330 CHAUMARD (L.)

det¢, a savoir la régularisation nécessaire a sa définition. En effet, detp n’est
finalement que le déterminant d’une matrice d’ordre p.

Notons que les auteurs des articles [1] et [4] prouvent que dans le cas des
graphes linéaires, le déterminant de A,, est également proportionnel a la valeur
au bord d’un vecteur du noyau de A,, pendant discret de (2). Apres le cal-
cul de ce facteur de proportionnalité, ils concluent en utilisant le fait qu’une
approximation du type Euler de cette équation différentielle converge vers la
solution continue. R. Forman [7] prouve quant & lui indépendamment de (2)
que det A, /n*" converge vers le déterminant (-régularisé.

Nous proposons ici un résultat similaire en dimension 2.

THEOREME 1.3. — Soit M = S' x St le tore de dimension 2 muni d’une mé-
trique riemannienne g. Alors, il existe
o une suite de triangulations (Gp)nen = (Sn, Fn)nen de M ne dépendant
que de la classe conforme de g,
o une suite d’opérateurs laplaciens explicites (A, : RS — R, cn, discré-
tisés de Ay par une méthode des éléments finis,
telles que pour toute fonction C'*° positive V' non identiquement nulle sur M,

det(A, +V) dete(Ay + V) 1 / »
- KAV — d
det(An + ’Uo) n— oo detC(Ag + vO) exp{ o ™ 9=g ( UO) Ug}a
ot vo :=1/Volg(M) fM Vdog et Kg: M — R est la courbure de Gauss de g.

Le schéma de preuve reprend I'approche variationnelle de [7]. Nous utilise-
rons les formules sur la différentielle du déterminant des opérateurs de Schro-
dinger obtenus dans la partie 2. Posons pour tout ¢ dans [0, 1],

A=Ay +vo+ Vi, ou V=tV —uw),

et définissons, pour chaque t, (A pn)n>3 la suite des discrétisés de A;. Soient
¥y, et 1 les fonctions C'*° définies sur un ouvert de R contenant [0, 1] par

Yo (t) :=Indet Ay, et (t) := Indetc A;.

R. Forman prouve que la suite (¢],) converge uniformément vers ' sur [0, 1].
Il dispose pour cela d’une formule de variation premiere qui, pour des raisons
que nous verrons par la suite, n’est plus valable en dimension 2. C’est pourquoi
nous nous intéresserons aux dérivées secondes. Dans le cas ou la courbure de g
est nulle, le théoreme 1.3 est ainsi une conséquence de la convergence uniforme
de 9, vers ¢’ sur [0, 1], qui sera obtenue a partir des deux propriétés suivantes :

(3) sup [, — "] —— 0 et 4,(0) —— '(0).
[0,1] n—o0 n—o0

Pour une métrique g quelconque sur M, nous nous ramenerons au cas pré-
cédent grace au théoreme d’uniformisation des surfaces et au corollaire 3.2,
généralisation de la formule de Polyakov.
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DISCRETISATION DE (-DETERMINANTS 331

Dans la partie 2, nous démontrons une formule de variation seconde du
logarithme du déterminant. Dans la partie 3, nous démontrons le théoreme 1.1,
et dans la derniere partie le théoreme 1.3.

2. Les dérivées secondes du déterminant

Dans cette partie, (M, g) sera une variété riemannienne compacte sans bord
de dimension m, V sera un potentiel positif non identiquement nul et nous
poserons

1
——— | vao,.
Y Vol (M) /M Vs

Enfin, pour tout ¢ € [0, 1], nous considérerons 'opérateur de Schrodinger
At = Ag + ‘/t,

ou Vi := vy + t(V — vp). Nous notons I un ouvert de R contenant [0, 1] tel
que A; est injectif pour tout ¢ € I. L’opérateur dérivé de A; sera noté

V:feL*M)r— (V—uv)f € L*(M).

LEMME 2.1. — Pour tout complexe z et tout to € I, l'opérateur %\t:to (A7)
est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2p — 2 pour tout p strictement plus

grand que la partie réelle de z.

Démonstration. — Plagons-nous dans une carte de la variété afin de nous rame-
ner a un ouvert de R™. Si ’on note ag, a1 et as les trois composantes homogenes
en (&, )\%) du symbole total de A — A1d, nous avons

ax(z,&,0) = Y g7 (2)6& — A,
i,j=1
ap(z,&,A) = vo +tVi(x) = vo + t(V(x) — vg),

ij=1

ot (¢ (x))1<i j<m est la matrice de la métrique induite par g sur (T,M)*,
lue dans la carte, et G = det g¥.

Notons maintenant b0727j7t(ac,£,)\), pour 5 = 0,1,2,..., les composantes
homogenes d’un développement asymptotique du symbole d'un paramétrix
de A; — M\ 1Id (le premier indice étant le degré d’homogénéité de ce coefficient en
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(€,A2), voir [15]). Alors, pour ||£|| suffisamment grand,
B04(@, 6 A) = (aa(, 6, 2)) 7,
bg3,t(za &7 )\> = 7(0’2(:67 57 A))il |:(11(SC, 57 A)bglt(xv 57 >‘)
+ 3 Oz, € N Dby (.6, V)|
i=1

ne dépendent donc pas de t, tout comme les deux premieres composantes ho-

mogenes bgi?;o(z,g) et bé?ﬂyt(:c,g) du symbole de A7, en vertu des relations

(voir [15]) :
b =L, (e 6 N dA
2z—j,t(z,§) = ) Doz, EN)dA,

ou I est un contour infini dans C convenablement choisi. En dérivant par rap-
port a t le symbole de A7, ces deux termes disparaissent donc, et nous obtenons
ainsi le résultat du lemme. O

Il existe une formule exprimant la variation premiere du logarithme du dé-
terminant en termes de fonctions ¢ (voir [2]).

THEOREME 2.2 (D. Burgheela, L. Friedlander et T. Kappeler)
La fonction t € I — detc A, est une fonction lisse et

d
P Indet; Ay = FP4_q Tracer,(V o A; 1 %),

ot FPs—g(a_1/s+ap+ars+---) :=ag et V est Uopérateur de multiplication
par le potentiel V' — vy.

Nous en dérivons une formule de variation seconde :

PROPOSITION 2.3. — Si M est de dimension m < 3, alors pour tout réelt € I,
d2
Tz det; Ay = —Tracer,(Vo A7 o Vo Ah).

En particulier, t — Indet¢ A: est strictement concave si V n’est pas un potentiel
constant.

Démonstration. — On a
d2 d —s—1
1w Indete(Ay +vo + V1) = 7 [FP,—o Tracer, (Vo A;*™1)]

d
FP,_o Tracer,V o (E (A;l)) o Ay

d
+ FP,—o Tracer,V o A; ' o &(At_s)-
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DISCRETISATION DE (-DETERMINANTS 333

Or Vo (%(At_l)) 0A;" = Vo At_1 oVo At_l_s est un opérateur pseudo-
différentiel a trace au voisinage de s = 0, et donc

d ,
FP,—o Tracer, {Vo (E(At_l)) oAt_é} = —Tracer, |[VoA; ' oVo A

Quant au deuxieéme terme, il s’annule car d’apres le lemme 2.1, 'opérateur
%(A; %) est un opérateur pseudo-différentiel & trace au voisinage de s = 0 et
indépendant de ¢ si s = 0.

Enfin, la concavité vient du fait que, écrite dans une base hilbertienne de
fonctions propres de A;, la trace est une somme de termes strictement positifs.

O

3. Le théoréme 1.1

Nous avons besoin d’un dernier résultat avant de démontrer le théoréme 1.1.
Il s’agit d’une adaptation de la formule de Polyakov au cas des opérateurs de
Schrodinger. Précisément, nous avons :

PROPOSITION 3.1. — Soit (M, go) une surface riemannienne compacte sans
bord. Soit V' un potentiel C'*° positif non nul sur M et ¢ une fonction C'*
sur M. Alors, si A= Ay, +V, nous avons la relation

detge_Q‘/’A 1 [1

4) In—— = —__|Z 24 Kopdvg —3 | Vd
(4) In detc A o 2/M|V090| U0+/M opdug /M SDUO},

ot dvgy est la mesure volume de la métrique gyg, Ko sa courbure de Gauss, et
fM |Vop|?dvy Uénergie de Dirichlet de ¢ pour la métrique go.

La démonstration est identique & celle apparaissant dans 'article de [12], &
ceci prés que si on note dv la mesure volume de g = e2%gy, K la courbure de
Gauss de g, et N'dv = N(t,z,y)dv le noyau de Schwartz de I'opérateur e ~*4
nous avons

K Ve 2¢

1
¢ —— (— _
Nt z,2) Art + 127 47

Nous en déduisons immeédiatement le corollaire suivant :

)

) +O(t), quand t — 0%,

COROLLAIRE 3.2. — Soit (M, go) une surface riemannienne compacte sans
bord. Soit aussi ¢ une fonction C*° sur M a valeurs dans R, et Vi et Vi deux
potentiels positifs non nuls sur M. Alors
detce*%l’(Ago + Vl) detc(A + Vl) 1
=1 go — Vi —W)d
" detce T (Bgy T Vo) det(Bg, + Vo) | 27 /M“/’( 1= Vo)duo,

ot dvg est la mesure volume associée a go.

Nous en arrivons a la démonstration du théoreme 1.1.
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PROPOSITION 3.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte dont le
groupe d’isométries agit de maniére transitive sur M et m une constante stri-
tement positive. Alors,

E|t:OCAg+m+tV(S) = —sv0§A9+m(s + 1).

Démonstration. — D’apres la formule de variation des fonctions ¢ (voir [§],
p. 75-77) :

%CAt(s) = —sTracer, ((%At) o At_(sﬂ)).

Si (¢n, An)nen est une résolution spectrale de Ay, nous en déduisons :

d
E|t_0<Ag+m+tV(5) = —sTracer, (V o (Ag + m)fsfl)

1 JrOOS —(An+m)t, 2
m/0 t /MV(z)Ze Pntm)t 2 () dw, (z)dt.

n>0

La démonstration suivante fait suite & une communication orale de
G. Carron : étant donnée I’hypothese sur le groupe d’isométries de g, la fonction

reEM— K(t,z,z) = Z e Mtp? (z)
neN

est indépendante de x, et donc

[ Vi@ Y e Ol (@) o) = v Tracey, (e~ O,
M

n>0
Ainsi,
v [T (Ag+m)
— §) = ——— t° Tracer,, (e 2o tm)),
dt|t:OCAg+m+tv( ) T(s) /0 La( )
dont on déduit le résultat grace a I'(s + 1) = s['(s). O
Demonstration du théoréme 1.1. — Supposons pour commencer que (M, g)

soit une variété riemannienne compacte sans bord telle que le groupe d’iso-
métries de g agisse de maniere transitive sur M. Soit V' un potentiel positif
non constant. Posons & nouveau A; := Ay + vg + t(V — vg), ot vy est défini
dans le théoreme. La fonction
t €10,1] — ¢(t) = Indetc A,

est strictement concave et, d’aprés la proposition 3.3, pour tout ¢ dans [0, 1] et
tout s € C, %Hzogt (s) = 0. En particulier, ¢’(0) = %H:O%LSZOCAt = 0.

La fonction v est donc strictement concave sur I et sa dérivée s’annule en 0.
Par conséquent, 1(0) > 1(1); ce qui est équivalent &

dete(Ag + V) < dete(Ag + vo).
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Nous avons donc démontré le cas 1) du théoréme, ainsi que le cas 2) lorsque la
courbure de g est constante (ces métriques ont en effet un groupe d’isométrie
transitif).

Soit maintenant M = S? ou S! x S!. D’apres le théoréme d’uniformisation,
il existe une unique fonction ¢ de classe C* sur M telle que go = e2%¢ ait une
courbure constante et méme volume que g. Alors A, = e 2?A,. Ainsi, grace
au corollaire 3.2,

(5) In dete(Ag +V) e det¢(Ag, +Ve ™) 1
detc(Ag + voe?#) dete (Ag, + v0) 2m

/ ©(Ve 2% —vg)dug.
M

Or, go a un groupe d’isométries tramsitif et [, vodvg, = [,, Ve *?duy,.
La premiere partie de la démonstration du théoreme 1.1 implique donc la
deuxieme. O

4. Le théoréme 1.3

Nous identifierons notre tore riemannien (M, g) & (R?/A, e??(dx? 4 dy?))
dans la suite, ot A = Z & Zre'; (,7) sera choisi dans [§7, 37] x [1,400] et
¢ : R? — R sera O et A-périodique. Enfin, (7,7) sera une base orthonormée
de C et iy le vecteur d’affixe e,

Dans un premier temps, nous supposerons que g est plate, i.e. que ¢ est

I’application nulle. Nous traiterons le cas général dans la section 4.3.3.

Choix d’une suite de triangulations. — Définissons une suite de graphes
(Gn)n>3, qui s’identifient canoniquement a des triangulations de M. Nous no-
terons .S,, I'’ensemble de ses sommets et F, ’ensemble de ses arétes.

o Graphe (figure 1). — Soit le graphe A/, dont les sommets sont les points
de n~1A, et les arétes sont définies ainsi : pour tout couple (4, j) € Z?, 'ensemble
des coordonnées dans la base (n~17,n" 1) des voisins du sommet de coordon-
nées (i,7) est {(i,5—1); (4,54 1); (i+1,5); (i —1,5); (i+1,j—1); (i—1,j+1)}.
Posons alors

G =N, /A.

e Plongement. — Cette construction fournit une application injective ca-
nonique j, : Gp, — R2 /A ou les arétes de G,, s'identifient & des segments
de R?/A, et les faces & des triangles euclidiens isométriques deux a deux. Nous
noterons R I’ensemble {f : S,, — R}. Cet espace vectoriel s’injecte canoni-
quement dans L?(M) par 'application de Whitney

W, : R% — HY (M) — L*(M)
qui consiste & prolonger f € RS en une fonction affine sur chaque triangle.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



336 CHAUMARD (L.)

Ficure 1. Triangulation G5

e Produit scalaire. — Nous définissons un produit scalaire sur R par

Y f)g(v).

vES),

rsin @

(f.9) € R")? — (f|g) :=

n2

o Energie de Dirichlet. — W, (RS") étant inclus dans H', nous prendrons
la restriction & W, (R%") de I’énergie de Dirichlet donnée par la métrique g
sur M, qui s’écrit

Gn: fERS — /M }VWn(f)}deg(z).

L'opérateur A,, € End(R"") est alors défini par 1’égalité suivante, valable
pour toute f € R :

Lorsqu’il s’agira de discrétiser un opérateur de Schrodinger A := A, 4+ V,
nous choisirons, pour tout n € N,

Ay = Dn +pa(V) i (f €RT = An(f) + pa(V) ),
oil p, : CO(M) — R est I'application restriction aux sommets du graphe,

ce qui revient & considérer I'opérateur symétrique sur (RS, (.].)) associé & la
forme quadratique

fERS /M YW (£)2dvg(2) + (pa (V)| £)-
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Notations. — Les énergies de Dirichlet seront notées
®:he H(M)— / |Vh|dv, et ®,:h e R s &(W,(h)).
M

Vb sera un potentiel positif C'* sur M, vg sa valeur moyenne pour la mesure vo-
lume dvg, V' := Vj —vg et nous noterons enfin V; := vy +tV. Nous considérerons
les opérateurs et les déterminants associés :
A =Ag+vo+tV et ¢:tel—IndeteAy,
A =D +v9+tV et Y, :t €l —Indet Ay ,.

Ils auront pour énergies correspondantes
Gen +f €RT = u(f) + (pa (VD)1 ),

o T W) =)+ [ (V@)
Nous choisirons d’utiliser la méme lettre V pour les opérateurs

- %At (f e L*(M) — Vf € LX(M)) et

d
Y = EA“" :(f € RS — p,(V)f € RS").

Pour tout vecteur tangent X au-dessus de x € M, nous poserons
X% = g.(X, X);
la norme dans L?(dv,) sera notée ||.||o et le produit scalaire sur RS~ ||.].

Le spectre des opérateurs A; et A, sera noté
o(A) = {)‘k,t}keN* et o(Ayn) = {)‘k7t,n}1gkgn2 :

Enfin, {pk} oy sera une base L?-orthonormée de fonctions propres de A,
(¢r,¢ étant associée a Ag,¢), et {Pk,tn}q<pep2 Sera une base (.| .)-orthonormée
de fonctions propres de A;,. Comme il a été expliqué dans I'introduction, il
s’agit de prouver les deux convergences (3), ce que nous ferons respectivement
dans les sections 4.2 et 4.3, apres avoir diagonalisé 'opérateur Ag = A,, + vg.
Enfin, dans la section 4.3.3, nous étudierons le cas ol la métrique n’est pas plate.

4.1. Diagonalisation du laplacien. — Les coefficients de la matrice du
laplacien dans la base canonique qui apparaissent dans la méthode des éléments
finis lorsque la métrique est plate sont bien connus : ils s’écrivent pour toute
fonction f € W, (R")

Vi = S e (f@) - F()
/M e=(4,j)€E,

ol ¢;; = 1(cot(a) + cot(B)), a et B étant les deux angles opposés & I'aréte (ij)
dans les deux triangles qui lui sont adjacents.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



338 CHAUMARD (L.)

Dans le graphe que I’on considere, tous les triangles sont semblables. Le poids
des arétes horizontales est ¢; = cot «, celui des arétes « verticales » co = cot 3
et celui des arétes obliques c3 = cot 6.

Dans toute la suite, nous ferons ’abus de notation qui consiste a identifier le
couple (k,£) € Z2 au sommet de G, qui correspond au point n=1(k + fre'?) + A
de R?/A, et nous noterons fy, la valeur de f en ce sommet. L’opérateur
A, : R% s RS g’écrit alors, pour tout couple (k,¢) de Z2,

2

(Anfee = [2(c1 + c2 + ¢3) fre — 1 (frare + fo—1,0)

— ca(fred1 + fro—1) — c3(frot,041 + frt1,0-1)],

ot le terme n?/rsin @ provient du choix du produit scalaire sur RS,

Il se trouve que dans le cadre ou nous nous situons, les fonctions propres du
graphe sont exactement les restrictions aux sommets du graphe des fonctions
propres du laplacien sur le tore plat.

Soit A* := Hom(A,Z) I'ensemble des morphismes d’anneaux de A dans Z,
i.e. le réseau dual de A. Cet ensemble A* s’identifie & un réseau de R? via le
produit scalaire canonique sur R2. Pour tout 7 € A*/nA*, définissons f, € RS~
par

rsinf

0
V(e 0) € 22, (Fr)ne = exp | (7, KT+ frdy)
(ici, T est identifié & l'affixe d’un de ses représentants de A*).

PROPOSITION 4.1. — La famille de fonctions (1/vrsin fr) epx/ma= est une
base orthonormée de vecteurs propres de (A, (.|.)) sur RS". Si on note A\r.p
la valeur propre associée a fr, on a

4n? . o (T, 7 . o (T, Up . o (T, 7 — g
A = ——— [cl sin? (n.7) + o sin? LG + 5 sin? M} )
rsin 6 n n n
4.2. La convergence des variations premieres. — Puisque % li—oIndet A;

est nulle (voir la preuve du théoréme 1.1), la deuxiéme convergence de (3) est
une conséquence du lemme suivant :

LEMME 4.2. — On a
d
lim — Indet A;,, = 0.
n—oo dt|t=0 b
Démonstration. — Puisque V; est une fonction d’intégrale nulle, on montre en

découpant sur chaque triangle que |(V4 [1)] = O (1).
De plus, pour tout élément 7 de A*/nA*, si 'on note (v;)1<i<,2 les sommets
de G,

7 sin

(Vaf,| fr) = 1500 S Vi S0 o) = (Vi 1),

n
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Ainsi,

Indet A, = Z w: Z M

d
dt |t:0 reATTnAr Arn + V0o eATmAn Arn + 0

Et donc

n—1

< Z 4n?

p,£=0 rsin@

1 1
SO(E) Z P2 +f2.

0#p?+£2< n?

(VD]

. 2 7 s 2wl .2 w(p—~)
(clsln o 4+ co SIn " + c3sin — )—i—vo

In det At,n

d
‘dﬁ|t:0

Dans la somme apparaissent l'inverse des premieres valeurs propres du tore
plat R?/Z2. L’asymptotique de Weyl appliqué & cette surface nous permet
alors d’affirmer que ZO#p2+€2§%n2 pQ—Jlre? = O(lnn), et donc que

d Inn
e <o) o
dt | t=0 ’ n n—oo
4.3. La convergence des variations secondes. — Nous montrons que les

opérateurs de Schrodinger discrets obtenus par cette méthode des éléments finis
donnent de bonnes approximations spectrales des opérateurs de Schrodinger
définis sur la variété ; c’est-a-dire que les spectres, les sous-espaces propres et les
résolvantes discrets convergent, dans un sens propre a chacune de ces quantités,
vers leurs analogues continus. La seule difficulté ici provient du fait que le
produit scalaire sur le graphe ne coincide pas avec la restriction de la norme
L? de la variété.

Nous ne montrerons que des convergences simples en t de ces quantités,
notamment des dérivées secondes. C’est pourquoi dans un premier temps, et
dans un souci de concision, nous ne ferons pas figurer 'indice ¢, que ce soit pour
les opérateurs, les spectres, ou les fonctions propres. Le théoréeme de Montel et
une borne sur les dérivées secondes nous permettront d’en conclure que ces
dernieres convergent uniformément.

4.8.1. Approzimations des énergies

LEMME 4.3. — Soit f € RS, Alors on a

}\//M W2 (e)da - \/n“" > Pw)

vESy,

r+1 2
<— \//M\vwn(f)\ du,.

Démonstration. — Découpons autour de chaque sommet v; un parallélo-
gramme A; ,, centré en v;, de telle maniere que, pour tout ¢ différent de j, 4; ,,
soit le translaté de A;, de vecteur v; — v;, et que la réunion de ces parallé-
logrammes pavent le domaine fondamental de R?/A. Définissons une fonction
h constante par morceau en posant h(x) = f(i), pour tout = dans A;,.
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La fonction h est définie presque partout sur M et appartient & L?(M).
Soit T} ,, une 2-cellule de la triangulation, et « un point de T; ,,. Alors, puisque
x +— VW, (f)(z) est constante dans 'intérieur de T} ,, et diamT; ,, < (r + 1)/n,

/T, (hfwn(f))Q(x)dvg(z)g(7’“)2/T VW, (£)] .

n

v [=T5 e

vES.

_ ‘\//M(Wn(f))Q(ac)dx— \//M h2(z)
< \//M (h—Wa(f))” < Tzl\//M YW, () dvy. 0

LEMME 4.4. — Soit T le triangle du plan complexe, dont les affizes des som-
mets sont 0,1,re?. Soit aussi f la restriction & T d’une fonction de classe
C?(U,R), ou U est un ouvert du plan contenant T, nulle en chacun des som-
mets du bord. Si on note € le diamétre de T, o son aire et M une borne sur
la norme L™ des dérivées partielles secondes de f, nous avons les estimations
suivantes :

ae2M?
/TfQ(x)szOzGQHVngO /‘Vf| Ydx < 219~

Ainsi,

Démonstration. — La premiere estimation est immédiate et la deuxieme
vient de
af \2 af \2 e2M?
() (2 < 25
011 0xo sin” 50

Notons p,, : C?(M) — R I'application restriction aux sommets du graphe.
Ainsi, si g est une fonction de classe C2, W, op,(g) est la fonction de W, (R"")
qui coincide avec g sur les sommets du graphe G,, et que 'on étend de maniere
affine sur l'intérieur de chaque triangle. Ceux-ci sont tous isométriques et obte-
nus par une similitude de rapport 1/n & partir du triangle dont les sommets ont
pour affixes 1,0, 7e%. Leur diameétre ¢ et leur aire o vérifient donc e < (r +1)/n
et a = rsind/(2n?). Nous noterons f,, := W, o p,(f).

PROPOSITION 4.5. — Pour toutes constantes K et € positives, il existe un en-
tier n1 = n1(K, €) tel que pour toute fonction f continue sur M, de norme L?
égale a 1, et C? en restriction a chaque 2-cellule T; ., de la triangulation, on
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ait les estimations suivantes dés que || f|l2,00 < K et n > nq,

() | [ P @an @) = @u lpa)] < e

2
(7) / ‘V(f—Wnopn(f))’ du, <e.
M
Démonstration. — Ce sont des conséquences des lemmes 4.4, 4.3 et de 'iné-
galité

~ (N Ipa(N)|- O

£ i) <] [ £ [ 12

La convergence des spectres et des sous-espaces propres discrets découleront
de la proposition suivante :

PROPOSITION 4.6. — Soient deux réels K et € strictement positifs. Il existe un
entier ng dépendant de K et de € tel que pour tout entier n plus grand que ng,
et toute fonction f de classe C? sur M, de norme ||f||2.00 < K, et de norme L?
égale a 1,

q p
(8) D) - IR \_

Ipn

Dans le cas ou f € W,(R5"), le résultat subsiste en remplacant ’hypothése
1fll2,00 < K par Uinégalité plus faible fM ‘Vf|2 <K.

Démonstration. — Décomposons le membre de gauche de I'inégalité (8) de la
fagon suivante :

an(pn(f))
9 qlf) -

(2n(f) | Pn(£))

1

= Ty [ (@D ) = 1) + [ 1917

2
= [I9Waona P + [V = ulV D) a0
Il suffit d’appliquer la proposition 4.5 et de remarquer que

[ VP = [19Wa (D] < (00 = Wa o) *[(0()
M
+ (®(Wn 0 pa(1)))?].

Enfin, si f € W,,(R%"), le lemme 4.3 fournit l’estimation manquante. O

1
2

LEMME 4.7. — 1[I existe deux constantes Cy et Co positives non nulles telles
que, pour tout entier n supérieur a 3,

Cik < M\ < Cok, Yk € N* et Otk < A\, V1 <k <n
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Démonstration. — L’asymptotique de Weil A\, (A) ~j 27/(Volg(M)) - k et le
fait que A\1(A) > 0 impliquent la premiére assertion.

Puisque [Akn — A (An)| < ||V]|so, il suffit de montrer que I'on a l'inégalité
A(Ay) > Chk. Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H et g
une forme quadratique sur H, alors les valeurs propres de q|y sont inférieures
ou égales a celles de q|z. D’ou1, d’apres le principe du min-max :

: ®n(f)
M(Ay) < inf sup ———-
7 kersn en [(Wa(f))?
dim K=k
Or le lemme 4.3 implique l'existence d’'une constante C' > 0 telle que pour n
suffisamment grand,

1 c
T GE S Gy ERT MO
Alors A (Ag) < CAp(Ay). O

4.8.2. Convergences des quantités discrétes

o Le spectre

PROPOSITION 4.8. — Soit un entier k non nul et un réel € strictement positif.
1l existe un rang no dépendant de k et de € tel que |\ — Agn| < € pour tout n
supérieur ¢ ng

Nous avons besoin du

LEMME 4.9. — Fizons un entier naturel k et (p;)1<i<k une famille libre de
fonctions propres associées aux k premieres valeurs propres de A. Si Gy est
l’espace vectoriel engendré par ces k vecteurs, il existe un entier ng dépendant
de k tel que, pour tout n supérieur d ng, dimp,(Gy) = dim Gy = k.

Démonstration du lemme 4.9. — L’opérateur différentiel A? est elliptique
d’ordre 4; il existe donc d’apres 'inégalité de Garding, une constante C'4 > 0
telle que, pour toute fonction f dans C?(M),

1 £ll2.00 < I£lls < Ca(llfllo + 1A% £llo)-

Soit alors ¢ une fonction propre de A associée a une valeur propre A inférieure
a A\, de norme égale & 1 dans L*(M, dv,). Alors, [|¢]l2,00 < Ca(l+ A7).

Toute fonction f dans la boule unité de Gy, pour la norme L?(M, dv,) a donc
aussi une norme || f||2,0o majorée par une fonction de k. Or si p, : Gy — R
n’est pas injective, il existe une fonction ¢ de norme L? égale & 1 dans G}, nulle
en chaque sommet de G,,. Alors en tout point z de M, nous avons |p(x)| <

diam O(1/n)||Ve|lso, ce qui est incompatible avec [, ¢* = 1.
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Démonstration de la proposition 4.8. — Soit ¢ € Gj de norme 1. Dans la
démonstration du lemme 4.9, nous avons prouvé l’existence d’une constante
C = C(k) telle que ||¢||2,00 < C. D’apres la proposition 4.6, il existe alors un
entier ng = no(k, €) tel que pour n plus grand que ng,

4n(Pn ()
(P (#)|Pn ()

Alors, pour n supérieur a ny,

—q(p)| <e

lf) o cp Q(<P>2 fe<adte

HCES fen (f1f) ~ pecy lels

Aen = Inf  sup

)

Pour l'autre inégalité, rappelons que les valeurs propres d’une forme qua-
dratique sont supérieures a celles de sa restriction a un sous-espace vectoriel.
Si on note pn les valeurs propres de f € R s q(W,,(f)) sur R muni de
la norme euclidienne f — [ W, (f)?, on a A\x < pk, . Mais

aWalf) _  aWalh)

trkn = inf sup < sup
sces gerr [Wa(F)? ™ secr, S Walf)?

)

ol G, = Vect (1,n,-- -, Pkn), les g; ., étant des fonctions propres, orthonor-
malisées pour le produit scalaire (. |.), associées aux k premiéres valeurs propres
de A,. Or, les énergies de Dirichlet de ces fonctions vérifient

2
/M VW (i) = ga(im) — (Vin | 9im) < (Cak+ ) + V]| oor

et sont ainsi majorées par une fonction de k, indépendamment des valeurs
de n. Nous pouvons donc appliquer ici aussi la proposition (4.6) : il existe
no = no(k, €) tel que pour n > ng et pour toute fonction f dans Gy p,

JWal) )
T W NGERTT

et ainsi Ay < pkn < SUPseq, , ‘In( )/(F1f)+e=Nen+e O

+ €,

Nous regroupons dans un lemme deux estimations essentielles, portant sur
des normes des fonctions propres, qui sont apparues au cours de la démonstra-
tion de la proposition 4.8, et qui nous seront utiles par la suite :

LEMME 4.10. — Soit k un entier positif. Il existe un réel K = K (k) tel que,
pour tout entier n,

1) pour toute fonction propre ¢ € L?>(M) de norme 1 de A, associée a l'une
des k premiéres valeurs propres de cet opérateur,

2
lell, o < 5
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2) pour toute fonction propre ¢ € RS" de norme 1 de A,,, associée a l'une
des k premiéeres valeurs propres de cet opérateur,

/M VW, ()] dvg < K.

Les fonctions propres. — Fixons un entier positif k tel que A\g41(A) # Ap(A).
Soit 54 un minorant de tous les sauts de valeurs propres dans la suite des k+ 1
premieres valeurs propres de A, i.e.

0<bu< min{)\i_,_l(A) — )\Z(A), 1 <ket )\z-',-l(A) 7é )\Z(A)}

D’apres la proposition 4.8, il existe un entier ng = ng(k) tel que, pour tout n
supérieur a ng et tout ¢ inférieur a k + 1,

dimker(A — A1) = dim € ker(A, — AI).
[A=Xi|<2p

Nous noterons alors

Gi:=ker(A—NI) CC®M), Gini= @ ker(4, —AI) C R
[A=Xil<2u

L’objectif est de prouver qu’a partir d’un certain rang n; dépendant de k
et de ¢, il existe pour tout n supérieur & n; une base (.,.)-orthonormée de
G, e-proche d’'une base (.|.)-orthonormée de G;,. Nous prouvons pour cela
que la projection (.,.)-orthogonale sur G; restreinte & G;, est e-proche de
lidentité (c’est le lemme 4.12), puis nous construisons grace & cette projection
une isométrie de (G; n,(.,.)) dans (G4, (.].)) également e-proche de l'identité
(lemme 4.13).

Commencons par un lemme technique :

LEMME 4.11. — Soient H un espace de Hilbert et A : H — H un opérateur
autoadjoint positif & résolvante compacte. Soit (pi, Ak )ken une résolution spec-
trale de A, ot (\) est une suite croissante de réels positifs. Soient i, € N* et
supposons

A

“o = Xigr—1 < Aigr — S

Soit x € H de norme 1, et posons
q(z) = (Az,z) = \; + a,

ot || < 2u. Alors, si on note p la projection orthogonale sur Vect(p;, ..., Qitr—1),
et I la projection orthogonale sur Vect(p1,...,pi—1),

Ai + | B
3

lof.

CORE I o

1} |()||” +
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Démonstration. — Nous noterons zj, := (x, p)). On équivalence
00 +oo
qz)=Ai+ta <= (N —I—a)zgc% = Z)\kaci.
k=1 k=1
D’on

2 A — N — @ 2 AN — A+« 2
IO DD s wae D DI s wpe
N —a N —a
k>itr k>itr O g E<itr—1 70T g

Or Ai4r — A\ —a > by — o > 3u. Par conséquent,

1-— in: in

k<i4+r—1 k>i+r
)\i—)\1+|04| Z 2 )\i_)\k“l‘ag
chzhtll g e g AN,
3 k<i—1 i<k<itr—1 3
A+ lof 2, ol 'K~ .
=73 ||H(:c)H +@ Z xy.
k=1

Et ainsi, [e—p(a) |2 = 1- 335 a2 < [(\ + o) 3u—1}| (@) [2+|al /30, O

LEMME 4.12. — Pour tout € strictement positif et inférieur a % et tout en-
tier k, il existe un entier ny = nq(e, k) tel que, pour tout entier n supérieur
a na, tout entier i inférieur a k et tout x dans Gy, ||pi(x) — x| < €llz||, ot p;

est la projection orthogonale de L?*(M) sur G;.

Démonstration. — Nous procédons par récurrence sur les espaces Gj.

e Montrons le lemme pour ¢ = 1. D’apres le théoreme de Courant, la pre-
miere valeur propre de A est simple et, le graphe G,, étant connexe, la pre-
miere valeur propre de A,, est également simple d’aprées le théoréme de Perron-
Frobenius (voir [4]). Soit ¢1,, # 0 € Gy . Il existe n; = ny(e) € N tel que,
pour n > nq,

‘ (Asﬁl,n; wl,n)
[e1,nl?

En effet, (A n)nen converge vers Ap, et, d’apres la proposition 4.6 et le
lemme 4.10,

(10) — Al S €.

)\1 _ (A(pl,na(pl,n) _ ‘(An(pl,nl(pl,n) _ (A(pl,na(pl,n) 0

n = .
ll1,nll? (1,nlP1,n) lornl® T oo

En appliquant le lemme 4.11 & & = ¢1,/||¢1n] et ¢ = r = 1, on trouve

Ip1(z) — xl| < €/(3p).

¢ Supposons le lemme vrai pour tous les entiers j inférieurs a ¢, et montrons-
le pour ¢ + 1. Nous choisissons un entier n; tel que pour n supérieur a ny, pour
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tout j < i et tout y dans Gj,, ||p;j(y) — yll < (¢/9)]|y|l. En particulier, des
que €/i < 1, les applications linéaires p; : G, — G, sont bijectives et

(11) (pj : Gjn — Gj) 7| < 1+ 26

Prenons maintenant & dans G;11,, de norme L? égale a 1, et soit II la
projection orthogonale sur G; @ - - - & G;. Alors,

(12) [T(2)||” = (2, T1(2)) < ||TI(z) — y|| + | (2, )],

pour tout y dans L?(M). Prenons pour y = y1 + -+ + y; 'unique vecteur de
®j<i G, qui vérifie II(x) = 23‘21 p;(y;). Alors par hypothese de récurrence,

i
[10(2) =yl < |lps(wi) — ;|| < esup ly; .
j=1 J

De plus, [|ly;]| = [|(p; : Gj,n—Gj) " opjoll(@)[| < [[(p) : Gjn—Gy) || < 1+26,
d’apres (11). Donc ||II(z) — y|| < 2¢. Enfin, x et y appartiennent & la somme
directe des sous-espaces propres associés aux k premieres valeurs propres de A,,.
Leur énergies de Dirichlet sont donc bornées par une fonction de k, et quitte
a augmenter np, pour n supérieur a ni, le lemme 4.3 nous donne l'inégalité
[(z,y) — (x]y)| < e. Comme (z|y) =0, nous avons d’apres (12),

(13) [T(2)|* < 26 + € < 3e.
A nouveau, comme pour (10), et quitte & augmenter nq,
(14) Xit1,n — (Az,2)| =t o] < e

En utilisant (13) et (14), nous pouvons appliquer le lemme 4.11 & z, en po-
sant p := pi41 :

2 Ai+1 + o 1
o=l < 2 ) e
Ipesata) — o] < [3(=45 *3
LEMME 4.13. — Soient Gy et G deux sous-espaces vectoriels de méme di-

mension d’un Hilbert H, tels que si p1 : H — Gy est la projection orthogonale
sur Gy, on a pour tout x dans Ga, ||p1(z) — z|| < €|z, ot e < 3. Supposons
de plus qu’il existe sur G un produit scalaire (.|.) proche du produit hilbertien
(.,.) induit par Uinclusion Go C H, i.e. que pour tout x,y dans Ga,

(z,y) — (x]y)| < EV(m2) - (1, 9)-

Alors il existe une isométrie U : (Ga,(.].)) — (G1,(.,.)) et une constante
universelle ¢ > 0 telles que pour tout x dans Ga,

Uz — x| < cell]],

ot ||.|| est la norme du Hilbert H.
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Démonstration. — L’application p; : Go — G1 est injective donc bijective.
Nous restreindrons toujours p; & Gs, si bien que nous pourrons considérer
lopérateur pl_1 1 Gy — G

Il existe deux produits scalaires (.,.) et (.|.) sur G2, donc deux adjoints de
(p1 : GQ — G1> :

(p}: G1 — G2) = (p1: (G2, (.].)) = (G1, (-, )))*7
(p2 :Gyp — G2) = (pl : (GQ’("')) - (Gla (a)))*

Il est facile de se convaincre que ps est la restriction a G; de la projection ortho-
gonale de H sur Go. Pour tout élément x de Gz, nous poserons |z||? = (z, )
et |x|? = (z|z). De méme, nous noterons ||p|| la norme de Popérateur p induite
par celle de H. Si en revanche, 'espace de départ ou ’espace d’arrivée de p
est Gz, et que 'on muni Ga de (.]|.), nous noterons |p| sa norme. Etablissons
quelques inégalités élémentaires utiles a cette démonstration :

D) I < (1— 07t <1+2.

2) Ip2(y) =yl < llpr* () — yll < elpr Myl < 2e]lyll, pour tout y dans Gi.

3) On a

sy @) 1 @ p@) 1
|p1 B IECIT?2 ($|$) T 1l-e IEC% ('T"T) T l-e

Donc |p1] < 14 2e.
4) Pour tout y dans G7 et x dans Ga, (pi(y)|z) = (y,p1(x)) = (p2(y), ).
Donc

(pi(y) — p2(y), x) = |(Pi(¥), =) — (pi(y)|z)|
< el - llzll < 1+ e)|piy)| - Il
<EM+eE)(1+26) |yl - [zl < cellyll - |-

Ainsi, |lp — pall = sup,, (i () — p2(y), )/ (2]l - [lyl]) < ce.
5) Pour tout y dans Go,

oD () =yl < ||| - [P ) — |
< (IeTHY* D) (195 () — p2W)| + lIp2(y) — yll) < celly]l-

Notons /pj op:1 la racine carrée symétrique définie positive de pj o py
Ga, (.].) = Ga,(.].), et

U:= (i) ov/piopr: (Ga, (1)) — (G1,(-,1)),

lopérateur unitaire qui apparaét dans la décomposition polaire de p;. Soit z
dans G5. Remarquons que

(15) Uzx—z= [(pfl)*(\/p’l‘ opl(:c)) — /i opl(:c)} + /i opi(z) — .
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Or, \/p% opi(z)—x = (piop1 —Idg,) o (y/pf o p1 +1dg,) ! (z). Par conséquent,
si on pose y := (\/pj op1 + Idg,) "1 (x) € Ga,

(16)  ||v/piopi(a) — || = ||(0} — p2) D1 (¥)) + P2(P1(y) — y) + P2(y) — ¥
< ce||lz].
De plus,
[y (VPiepi(@) — /Pt opr(2)]]| < 6| \/pi o1 ()|
< 6e(1+€)|/pi o pi(@)]

(17) < 6e(L+€)lpa] - |zl < celf]].
Enfin, grace a (15), (16) et (17), nous obtenons [|[Ux — || < cel|z|. O

Nous en arrivons enfin a la proposition qui établit la convergence des fonc-
tions propres.

PROPOSITION 4.14. — Soient € un réel strictement positif, et ko un réel. Il
existe alors k > ko, un entier ny = ni(e, k) et pour tout n supérieur ¢ ni,
deuz familles orthonormées (p1m, .-, Prn) €t (1,..., k) de fonctions propres

respectivement de A, et de A telles que pour tout i < k
i = Walein)|, <.

Démonstration. — Soit k le plus petit entier supérieur a kg tel que A1 # k.
Comme au début de cette section, fixons 5u un minorant de tous les sauts de
valeurs propres dans la suite des k premieres valeurs propres de A. D’apres
la proposition 4.8, il existe un entier ng = no(k, u) tel que pour tout n supé-
rieur & ng et tout ¢ inférieur & k, |A\; — A;n| < 24. Ainsi pour un tel couple
d’entiers (i,n),
dimker(A — \I) =dim P ker(A, — AI).
A= |<2p
Posons alors G; := ker(A—\1I) et G, 4, := @‘/\_Md“ ker(A,,—AI). D’apres les
lemmes 4.12 et 4.13, il existe un entier n; et une isométrie U; ,, : G, , — G tels
que pour tout n supérieur a ni, tout entier ¢ inférieur a k et tout = dans G,
|U;n(x) — x| < cellx||. Ainsi, il suffit pour conclure de choisir une base ortho-
normée (@i n, ..., Pitrn) de Gy constituée de fonctions propres de A, et de
poser, pour tout 0 < 5 < r,
Pitj = Uin(pi+jn). O
o Les résolvantes

PROPOSITION 4.15. — Soit II,, la projection orthogonale sur W,(R5") et ¢
une fonction de classe C? sur M. Alors

[A7H(p) = AL o T () |, —— 0.

n—oo
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Démonstration. — Soit € un réel strictement positif. Fixons kg € N tel que
2 i>ko 1/X3,, <€, et 2>k 1/A% < e, pour tout entier n € N (ceci est rendu
possible par les minorations du lemme 4.7). D’aprés les propositions 4.8 et 4.14,
il existe un entier k supérieur a ko, un rang n; € N et deux familles ortho-
normées (¢1,...,9%) €t (P1.n,--., 9k n) de fonctions propres associées aux k
premieres valeurs propres respectivement de A et de A, tels que, pour tout n
supérieur & nq et tout entier 7 <k, |\jn — Aj| <€ et |lpjn — pj] <e.

Nous complétons la famille (¢1,...,¢x) en une base orthonormée (¢;) e
de L?*(M) de fonctions propres de A, et la famille (¢1.5,. .., ¢k.n) en une base
orthonormée (¢ n)i1<j<n2 de RS~ de fonctions propres de A,. Alors, quelque
soit ¢ € L? de norme 1,

“+oo

_ B — = Ko Hn
A =Y B apemy(g) = Y anlle)
J=1 J j=1 7,

Les produits scalaires dans ces deux sommes different : (.,.) est le produit
Hilbertien de L*(M,dwv,) et (.|.) est le produit scalaire sur R%». D’ot1 si

()= |3 el ([ Ta(p)

J 7,n
Aj Ajn

)

i<k
alors ||[[A7Y — A Lo 1L, ) (¢)|| < (1) + 2e. Or,

n

n<y ’(%’_’@)‘ s — @l + ’ (pj, ) (sﬁj,n|Hn(sﬁ))‘

N Aj Aj.n
€ w9 (@inln(e)
(18) o Pt ’ B2 ‘
; AL Aj Ajn

Puisque g : (z,y) € [-1,1] x [%Al, A + 1] — x/y, est uniformément continue,
il suffit d’obtenir |(¢;,¢) — (¢;.»|II(¢))] < € pour tout n assez grand. Cette
derniere égalité s’obtient en écrivant

(©5,0) = (€. [ Tn(0)) = (05 = Ljin, ) + (@i, ¢ — Mn(p))
+ (‘Pj,ann(W)) - (‘Pj,n |Hn(90))
En effet, ||o—IL,(0)[lo < lo=Wnopn(9)llo, et [(¢s.n, n (@) — (05l (p))] < €
d’apres le lemme 4.3. O

o Les dérivées secondes du logarithme du déterminant

Fixons une norme ||.||s sur chaque espace de Sobolev H*, et notons ||.||s,q, les
normes quélles induisent sur I'espace des opérateurs linéaires continus de H*®
dans H". Nous reprenons les notations avec les indices t.

LEMME 4.16. — Pour tout réel t dans [0, 1], la norme induite de l'opérateur
At noVpyo A;i agissant sur espace euclidien (R, (.|.)), est majorée par une
constante C5 indépendante de n.
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Démonstration. — C’est une conséquence du résultat suivant :
LEMME 4.17. — Soit R* muni du produit scalaire canonique, dont nous no-
terons ||.|| la norme associée. Soit A une matrice symétrique définie positive

dont les coefficients diagonauzx sont strictement positifs et les coefficients non
diagonauz sont négatifs ou nuls, et V- une matrice diagonale. Alors, si l’on note

B
” 2 e B € End(R") = max |By;l.

Il : B € End(R®)
* 1<i.d

(0w les B; j sont les coefficients de la matrice B), nous avons

AoV o A7 < V]l 2114 A7 +1).

En effet, dans le cas qui nous intéresse, ||At_$|| = 1/A1,,n converge
vers /\ii, les hypotheses sur la négativité des coeflicients de A, ; sont
vérifiées grace au fait que c’est un opérateur de Schrodinger, et ||An tllco <
maxi<i j<an{|Anlij}+]Villoo est également majoré indépendamment den. O

Démonstration du lemme 4.17. — Soit A > ||Alls et ¢ > 0. L’exponentielle

7t _ 7”\2 AJF/\I )]

n>0

est une matrice & coefficients positifs. Dot A~ = f0+oo e tAdt est également
a coefficients strictement positifs. Si B = [b;;]; j, nous noterons |B| la ma-
trice [|bij]]s,;. On montre facilement que | B|| < |||B]||, et que si B et C — B
sont deux matrices & coefficients tous positifs, alors || B| < ||C].

Posons A = [a;;], A7 = [b;;], V = Diag(V1,...,Va) et C = [¢;j] = AVA™L
Alors, pour tout (i,7) € (R¥)?,

lcij| = ’Zaikvkbkj’ < *Zaik|vk|bkj + a;i|Vi|bi;
h=1 ki
< Vllso [211Allc AT + La] ;-

Ainsi [AVATH < [IIC]]l < [Vl [2 | Alloo [A7H] + 1] O
ProroSITION 4.18. — On a

S0 =l o
Démonstration. — Soit un réel k > ko, un entier ny = nq (e, ¢, ko) tels que pour

tout n > nq, il existe des bases orthonormées de vecteurs propres associées
aux k premiéres valeurs propres de A; et A, ¢, telles que ||@;.+ =W (@jne)llo < €
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et |Aj.t — Ajnt] <€ pour tout j < k. Dans ces bases, une fois complétées, nous
avons d’apres la proposition 2.3,

oo
(19) (t) ==Y (VoA oVo A (i) pi),

j=1

2
n

Ypt) ==Y (VoA oVo A (pjmt)| ®jms).
j=1
» Nous allons prouver la convergence simple en t. Fixons ¢t dans [0,1] et €
un réel strictement positif. Il existe ko tel que >°,5 C5]|V || s/ (C35%) < €, ot
Cs et C4 sont deux constantes dont ’existence nous est donnée respectivement
par les lemmes 4.16 et 4.7. Soit alors k > ko,

(20) ]ZVoAmoVoAmmm)mm)
=k
(At oVo Ari(Vgjin)l@)in)
- ‘ 2 A2 =
i>k Jitn

On obtient de méme I'inégalité [ Y252, (Vo A, o Vo A7 (954), 954)| < € en
remarquant que A; 0 Vo A7t 1 C%(M) — C°(M) est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre 0 et s’étend donc en un endomorphisme continu sur L?(M).
D’apres (19), nous obtenons

(21)  |en(t) "(t)|
<2+ Z ’ V% D, Vi) (Aa(Veisn)lVesin)

Ajtin

1

Posons 0 < m™! = mingsn, {14, A} Alors on a ||[4; oo < m et

Ay, 1| < m. A nouveau, grace & la continuité uniforme de la fonction (z,y) €
[-m||V]Z,m|V|4] x [m™ Ak + 1] — z/y, il suffit de montrer dans la
somme (21) la proximité des numérateurs. Décomposons la différence

(A (Vosnd) | Vejne) = (A7 (Vi) Vi) | < 0+ 10+ 1)+ (IV) +(V),
ou

) = (A7 (Vi) [ Veine = Tn(Vesr))],

) = [(Ara (Vejne =M (Vey) [ T(Veso) |,

(D) = | (Az o T (Veps) [T (Vipse)) — (Azp 0 T (Vepse) T (Veose)) |

) = [((Arn o T = AT (Vese), W (Vipje) |,

) = [(A7 (Vo) Vese = n(Vipje)) |-
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Alors (1) < [|A72 Vsl - [Tu(Vipse) = Vipynell. Puisque les énergies
de Dirichlet des fonctions {II,,(V;:) et Vgjn:,n € N} sont uniformément
bornées, nous pouvons supposer grace au lemme 4.3, que

(W (Ves) = Vi < 1+ )| (V) = Wa(Veinl,

Donc

M) <m|[V]ieo [IIVest = VWalejni)llo
+ HVWH(‘Pj,mt) - Wn(V‘Pj,mt)HO] (1 +¢)
<[V ]loo [IV o€ + [VWa (@) = Wn(Vjn)llo] (1 +¢).

Or, il est facile de se convaincre, en décomposant W, (V; n.+) et VW, (0} .5.¢)
sur chaque 2-cellule T}, ,, de la triangulation que

||VWn(<Pj,n,t> - Wn(V@j,nyt)Ho < VOlg(M>HV||oo mgx(diam(prn)) ||50j,n,tHoo-

De méme,
(1) <m0 (Vgji) = Vil - Vsl
<V loo |[Tn (Vi) = Wa(Vejni)||,(1+€)°
<ml[V]oo (Voo + 1)e(1 + ).
De plus,

(V) < mlVllso - [Vese = (Vs [ < mllVlso - [[Veose = Wa 0 pa(Vipsa) -

Pour (IV), cela provient de la convergence forte des inverses discretes.

Pour (TIT), d’aprés le lemme 4.3, il suffit de prouver que IT,,(Vp, ;) et A, } o
II,(Vj:) ont des énergies de Dirichlet bornées par une fonction dépendant
de k. I1,,(V; +) converge pour la norme H' vers Vi, ;, son énergie de Dirichlet
est donc bornée par une fonction de k. Posons g, := At_i oIl (Vpj.). Alors

Angn + Vign = At,ngn = Hn(V(Pj,t);

ce qui implique

/M V9012 = (Angn | 90) = (Ta(Veoye) | 9n) — (Vign | g)

< (M (Vs o)ll + 1 Villoo - llgnll) llgnll-

Or, ||gn|| < m||IL,(V; )| est bornée par une fonction de k. D’ot la convergence
simple de !/ vers ¢".

» Prouvons maintenant la convergence uniforme. Les fonctions f// et f” sont
en fait holomorphes sur un voisinage U, d’adhérence compacte, de [0, 1] dans C.
Nous avons besoin du lemme suivant :
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LEMME 4.19. — [l existe une constante C telle que pour tout entier n positif,

sup‘z/);;(t)| <C.
teU

Différons la démonstration de ce lemme afin d’achever celle de la proposi-
tion 4.18 : (1)) )nen est une suite bornée de fonctions holomorphes sur U. D’aprés
le théoreme de Montel, cette suite est relativement compacte dans I’ensemble
des fonctions holomorphes sur U muni de la convergence uniforme sur tout com-
pact de U. Or, cette suite ne possede qu’une seule valeur d’adhérence, puisque
deux valeurs d’adhérence de (1)) sont des fonctions holomorphes sur U qui
coincident sur [0, 1]. Toute suite incluse dans un compact qui ne posséde qu’une
seule valeur d’adhérence est une suite convergente, donc (!!),en converge uni-
formément sur tout compact vers 1)”. En particulier, supyc(o 17 [¢0;, — ¢"| tend
vers zéro, ce qui acheve la démonstration de la proposition 4.18 et donc celle
du théoreme 1.3. O

Démonstration du lemme 4.19. — Nous utilisons la norme trace. Pour tout en-
domorphisme M sur R, nous noterons 0 < p1 (M) < po(M) < -+ < 2 (M)
les valeurs propres de |M| := v M*M, appelées valeurs singulieres de M. Nous

utiliserons les estimations

n2

pk(MN) < ||M|pe(N) et Y pp(MN) <> (M) g (N),
k=1 k=1

valables quels que soient M, N € End(RS") (voir [16, th. 1.15, p. 12]). Ainsi,
[ ()] < Trace(|Va o Ay o Vi o Aph|) < ||V |oo Trace(| Az o Vi 0 A7 ).
Or,

2

n (o7
_ _ _ _ = 1 \2
Trace(|A7) 0 Va0 A7il) = D u(Arh o Vao ATl < VIR (+—) -
k=1 =1 Rt
En appliquant le principe du min-max, nous pouvons finalement écrire
+oo 1
[Wn @] < VIS D _( . )? < +o0. O
" OO]; Cik —infrep0,1) | Villoo
4.8.8. Le cas d’une métrique quelconque. — Démontrons le théoreme 1.3 dans

le cas général. Soit (M, g) un tore de dimension 2 muni d’une métrique rie-
mannienne. D’apres le théoreme d’uniformisation, il existe une métrique go
conforme a g, unique a homothétie pres. Plus précisément, il existe un réseau
A =71®Zre® de C et une fonction C® ¢ : R2/A — R telle que (M, g) est
isométrique & (R?/A, e*#gg), olt go := da? + dy?. Pour simplifier les notations,
nous poserons M = R2/A et g = e*#g,.

Soit Vo un potentiel C* sur M. Nous cherchons a discrétiser I'opérateur A4+
Vo. Nous reprenons pour cela la suite de triangulations G,, = (V,,, E,,) associée
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a R2/A définie page 336, ainsi que la forme quadratique g, : RS» — R que
nous noterons ¢ 4,. Comme structure euclidienne sur RS~ nous prendrons,
pour toute fonction f € R,

ing
(f1f)g = Tj’f; S e 2 (),

vES,

A nouveau, nous discrétisons f € L? — Vyf € L? en prenant 'opérateur qui
a tout vecteur J, de la base canonique, ot v € S,,, associe le vecteur V(v)d,.
Il est diagonal dans la base canonique. Quant & la suite de discrétisés A, 4
de A4, nous posons

(22) Apyg:fERY e %A, , (f) € RS,

ot e~2# est 'opérateur diagonal sur RS+ défini par e2¢(5,) = e~2¢()§,.
L’opérateur A,, , est 'opérateur symétrique sur (R, (.|.),) associé & la méme
énergie de Dirichlet que précédemment (nous traduisons ici 'invariance confor-
me de celle-ci).

Remarquons, méme si nous ne l'utiliserons pas par la suite, que g étant
conforme a gg, les angles de la triangulation sont les mémes pour g et gg : les
valeurs propres discrétes A, (A, 4) convergent donc lorsque n tend vers U'infini
vers A\g(Ag), ce qui fait de (A, 4 + Vp)nen une suite raisonnable de discrétisa-
tions de Ay + V5.

Soient V; et Vo deux potentiels positifs tels que [, Vidv, = [, Vodu,, et
soient A, 1 :=Ap g+ Viet Apo:=An4+Vo.Ona

det Ap 1 det(e 2PA, o + V1)
20\

det A, o det(e n.go + V0)
_det(Ay g, + €2°V)) detc Ay, + e%°V;
~det(Ay g, + €20Vp) n—oo detcAy, + €2V

Cette convergence est en effet une application du cas plat du théoreme 1.3,
démontré dans la section précédente, dés lors que 'on a vu que [ m e??duvg, =
Ji Voe*#dug,. De plus, d’apres le corollaire 3.2,

det¢Ag, +e22Vy  detee®?(Ag + V1)

detc Ay +e22Vy  detce22(A, + Vo)

detgAg-f—‘/i 1
= — - Vi —Vo)d .
e L g AL OLY

On conclut en voyant que si K, est la courbure de Gauss de la métrique
g = e**go, Kq = Ag(p).
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