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UNE APPROCHE HILBERTIENNE DE L’HYPOTHESE
DE RIEMANN GENERALISEE

PAR ANNE DE ROTON

RESUME. — En généralisant dans [9] le théoréme de Beurling et Nyman & la classe
de Selberg, nous avons reformulé ’hypothése de Riemann généralisée en terme d’un
probleme d’approximation. Nous poursuivons ici ce travail de généralisation par I’étude
d’une distance liée & ce probléme. Nous donnons une minoration de cette distance,
ce qui constitue une extension du travail de Burnol [7] et de celui de Béez-Duarte,
Balazard, Landreau et Saias [2], travail qui concernait la fonction ¢ de Riemann et que
nous étendons aux fonctions de la classe de Selberg.

ABSTRACT (An hilbertian approach of the generalised Riemann hypothesis)

In [9], we generalised Beurling and Nyman’s criterion to functions in Selberg’s
class and therefore gave a formulation of the generalised Riemann hypothesis as an
approximation problem. We give a lower bound for the distance involved in this
problem. This is an extension of the papers [7] and [2], in which the Riemann zeta
function was studied whereas we study any function in Selberg’s class.

1. Présentation des résultats; historique

Le théoréme de Beurling et Nyman (cf. [4]) reformule I’hypothése de Rie-
mann pour la fonction ¢ en terme d’un probleme d’approximation. On pourra
consulter [3] pour un nouvel éclairage de ce théoréme.
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418 DE ROTON (A.)

Les travaux récents de Bdez-Duarte, Balazard, Landreau et Saias [2] et Bur-
nol [7] ont permis de poursuivre I’étude de ce probléme d’approximation, tou-
jours pour la fonction ¢ de Riemann.

Nous avons étendu dans [9] le théoréme de Beurling et Nyman aux fonctions
de la classe de Selberg. Nous allons dans cet article étendre le résultat de Burnol,
qui améliore le résultat de [2], & cette méme classe de fonctions.

Pour cela, nous construirons des vecteurs « presque orthogonaux » (nous
préciserons plus loin cette notion) indexés par les zéros de la fonction de la
classe de Selberg considérée. Afin d’obtenir un résultat analogue a celui de
Burnol, nous prendrons en compte la multiplicité des zéros.

Commencgons par rappeler la définition de la classe de Selberg S, introduite
en 1989 dans [?], et qui est conjecturalement l’ensemble des fonctions L de
formes automorphes.

DEFINITION 1. — On dira qu'une fonction F appartient a la classe de Selberg S
si elle vérifie les conditions suivantes :
1) pour Res > 1, F(s) = Y7, apn™* est une série de Dirichlet absolument
convergente;
2) il existe un entier naturel m tel que (s —1)™F(s) soit une fonction entiére
d’ordre fini;

3) la fonction F satisfait une équation fonctionnelle de la forme :

D(s)=wd(1—5) ou P(s)=Q°A(s)F(s),
avec A(s) = [Tj_; T(\js + 45), Aj > 0, Rep; >0, Q> 0et |w| =1;
4) pour tout € > 0, a, = O(n);
5) pour Res assez grand, log F(s) = % b,n™° ott b, = 0 si n n'est pas
une puissance d’un nombre premier et b, = O(n’) pour un 6 < 1.

NOTATIONS 1. — On notera :
e d=2375 | \j le degré de F,

o =301 — 3)-

e f la fonction s — f(3).
Parmi les zéros d’une fonction F' de la classe de Selberg, on distinguera :

o les zéros de la forme —(n+ p;)/A;, n € N, j € [1,7], que 'on appelera
zéros triviaux de F';
e les zéros de F' de partie réelle égale a % sont appelés zéros critiques de F';
¢ la droite d’équation Res = % sera appelée droite critique.
¢ la partie du plan constituée des points de partie réelle comprise entre 0 et

1 sera appelée bande critique.

CONJECTURE 1. — Les zéros non triviaux de F' sont de partie réelle égale a %
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APPROCHE HILBERTIENNE DE HRG 419

C’est ce que 'on appelle hypothése de Riemann généralisée pour la fonction F'
et nous la noterons désormais (HRG).

Notons qu’en utilisant la symétrie induite par I’équation fonctionnelle, cette
conjecture est équivalente a la non-annulation de la fonction F' dans le demi-
plan Res > %

Afin de caractériser I’hypothese de Riemann généralisée pour une fonction F
de la classe de Selberg, nous avons introduit dans [9] la fonction complémentaire
associée a F.

DEFINITION 2. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg. On définit la
fonction complémentaire associée a F' par

1.5
Up:RY— C, z+— Res (?F(s),l) - ;an.

On définit également la fonction \If}(,}) par

vV (g) = \pr(é)

Nous avons démontré dans [9] que 'hypothese de Riemann généralisée pour
une fonction F' de la classe de Selberg était équivalente a la densité d’'un sous-
espace de fonctions dans L?(0,1). Plus précisément, pour A > 0, on définit le
sous-espace de fonctions

Bf‘;{f:tHéck\Pp(%), n €N, Vk € [1,n], ¢, € C, )\Sakgl}.

Dans le cas ol \I/l(;) € L*(0,+00), on définit la quantité D(\) comme la distance
dans L?(0,400) entre la fonction x indicatrice de I'intervalle [0,1] et le sous-
espace Bp.

Le théoréme que nous avons obtenu est le suivant :

THEOREME 1. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg S. Alors les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1) la fonction F vérifie Uhypothése de Riemann généralisée ;
2) ona \II}(,}) € L?(0,+00) et limy_o D(\) = 0.

REMARQUE 1. — Nous avons démontré que la condition \I/IE}) € L?*(0,+00)
était vérifée pour les fonctions de la classe de Selberg de degré strictement
inférieur a 4 (cf. [10]).

Nous nous intéressons dans cet article & la fonction distance D()\) dans le cas

ol \IIIE}) € L?(0,+00). Le théoréme que nous démontrons permet de majorer
la vitesse de convergence de la fonction distance D(\). Plus précisément, nous
obtenons le théoreme suivant :
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420 DE ROTON (A.)

THEOREME 2. — Soit F une fonction de la classe de Selberg telle que \I/IE})
appartient a L?(0,+o0). Alors on a

lim D(\)y/1 (1) =S mp
11m (0] - ’
A0 SN = & o

ot la somme porte sur les zéros p de F' dans la bande critique et m, désigne la
multiplicité du zéro p de F'.

REMARQUE 2. — La majoration, donnée dans [?], du nombre N (T') de zéros p
d’une fonction de la classe de Selberg vérifiant | Im p| < T assure la convergence
de la somme Y5 m2/|p|*.

Ce résultat est Panalogue de celui de Burnol [7] pour la fonction ¢. Le ré-
sultat des auteurs de [2] ne faisait pas intervenir la multiplicité des zéros de
la fonction ( et était donc moins précis. Il est d’autre part notable que seuls
les zéros critiques interviennent dans ce résultat alors que la démonstration du
théoreme de Beurling et Nyman était basée sur la question de l’existence des
zéros de partie réelle supérieure a %

La démonstration de notre résultat est basée sur la construction de vecteurs
indexés par les zéros critiques de la fonction F' de la classe de Selberg a laquelle
on s’intéresse, vecteurs qui seront orthogonaux & un espace proche de Bz. Un
calcul de transformée de Mellin permet de fournir des candidats naturels pour
ces vecteurs. Cependant, ces candidats n’étant pas des vecteurs de L?(0, +00),
nous serons amenés a les modifier de maniere a conserver leur propriété d’or-
thogonalité tout en rendant nos calculs formels licites. Une telle modification
se fera par I'application d’opérateurs de L2(0, +o0).

Nous établirons dans le second paragraphe quelques estimations liées a 'uti-
lisation de la formule de Stirling complexe. Nous rappelerons ensuite quelques
propriétés des fonctions de Bessel, puis des opérateurs. Le cinquieme paragraphe
sera consacrée a ’étude de I'action d’un opérateur dit « de phase » associé a la
fonction \111(71)_

Nous construirons dans le sixieme paragraphe des vecteurs indexés par les
zéros de la fonction F' et vérifierons leurs propriétés d’orthogonalité.

Nous démontrerons le théoreme 2 dans la derniere partie. Pour cela, nous
minorerons la distance D(\) par la norme de la projection orthogonale d’un
vecteur proche de y sur le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs que
I’on viendra de construire.

Nous supposons désormais que F est une fonction de la classe de Selberg
telle que \IJI(;) € L?(0,+00).
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2. Quelques conséquences de la formule de Stirling complexe

Par soucis de clarté, nous regroupons dans ce paragraphe quelques esti-
mations techniques qui proviennent de la formule de Stirling complexe. Nous
utiliserons la proposition suivante dont on trouvera une démonstration dans [5]

(formule (19), (VIL.2.3)).

PROPOSITION 2.1. — 1l existe des constantes ¢, = c¢,(a) telles que, pour
tout M € N,

M
1 1 1
(1) logT(s+a) = (s—l—a— 5) logs — s+ §1og27r+l/§:1cl,s_” +O(W)

uniformément pour | arg(s)] < m—¢e avec e > 0 fizé et a dans un compact de C,
|s| tendant vers Uinfini.

2.1. Etude d’une fonction liée a I’équation fonctionnelle de F

NOTATIONS 2. — Siw, Q et A(s) = H;Zl I'(Ajs + ;) sont les données de F
apparaissant dans I’équation fonctionnelle qu’elle vérifie, on pose

1 A(s) s
2 U — 2s 1_7 L2
) R(6) =TQ* T xS T
NOTATIONS 3. — Pour a > 0 et v > 0, on pose
1/2ys—v  T(3s)
fayl/(s)i 5(5) F(V—%S-ﬁ-l).

Nous allons relier la fonction Ur a la fonction f ..

PROPOSITION 2.2. — 5% on pose pour k=0 ou k=1
d o Tr —ax\ 1/d
(3) uk:2Reu+§+kz, By =2k — 1+ 2pu, a:d(Q 21_[)\]-2]) ,
j=1

alors il existe des constantes ci ) et o, dépendant uniquement des données
de F et de k telles que, lorsque |s| tend vers linfini, on ait uniformément par
rapport o s tel que € < |args| < 7w — ¢,

Ur(s B
;;Ek) = Cl,kfa,y,c (dS + ﬂk) + c2.kS 1fa,l/k (dS + 6k)

+O(|fam (ds + Be)| - [s]7%).

Démonstration. — Dans toute la démonstration, les constantes k; seront des
constantes convenables qui ne dépendront que des données de F'.
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En utilisant la formule (1), on a pour & < |arg(s)| < 7 — ¢, si |s| tend vers
I'infini,
A(s r ~
log (570 = Y- (108D + ) — logT(=y5+ 3, + )
j=1

T

> {()\js + p; — 3) log(Ajs) — Ajs
=1
= (= N+ X+ i — 5) log(—A;s) — Ajs}
+ kst +0(s72)

= 1ds(log s + log(—s)) + S(Z 2Xjlog A\ — d)

Jj=1 T

+3 5 — B logs— (3 (5 - 1) + ba) log(—s)
"~ J:1+k2+k35‘1 +0(s72).
On a done
(4) log Uz,gs) = Lds(log s + log(—s)) + 5(2 log Q + 2 Z Ajlog Aj — d)

j=1
+ (L4 pu—k)logs— (i + 3d+ 1) log(—s) + ks + kss™ ' + O(s?),
uniformément pour s tel que € < |args| < m — € avec € > 0, |s| tendant vers
I'infini.
D’autre part, pour « >0,a >0, v€Ret € C,on a
log(fa(as+ 3)) = as(log2 —loga) 4 logI'((as + B))
— 1ogF(1/ - %(as + ﬂ) + 1) + 4.

En utilisant la formule de Stirling (1), on obtient
(5) log(fau(as+B)) = as(logs+log(—s)) + a(lne—Ina — 1)s
+1(B—1)logs+ (3(B—1)—v)log(—s) + lo + l3s~ ' +O(s7?)

uniformément pour s tel que € < |args| < m — e avec € > 0, |s| tendant vers
I'infini, ou les constantes ¢; dépendent de «, a, v et 3.

En comparant (4) et (5), on obtient

U
log S};Ei) =log fa,u, (ds + Br) + ke + k7871 + 0(572),
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Il existe donc des constantes c; j et ca 5, dépendant uniquement des données
de F et de k telles que, lorsque |s| tend vers l'infini, on ait uniformément par
rapport & s tel que € < |args| < 7w — ¢,

Ur(s _
SZEIC) - Cl,kfa,l/k (dS + /Bk) + C2,k5 1fa,1/k (dS + ﬂk)

+O(|faw (ds + )| - |s]7?). O

PROPOSITION 2.3. — On a
(6) |Up(o + iT)| =< |7[40=2)

uniformément pour o € [01,09] et |7| tendant vers Uinfini. Pour a > 0 et v € R,
si |7| tend vers Uinfini, on a

(7) |fa1,,(o + z7’)| = |r]o7 Y,
uniformément pour o € [o1,09).
Démonstration. — Ces estimations se déduisent facilement de (4) et (5). O

2.2. Estimation d’un quotient de fonctions I' en certains points.

PROPOSITION 2.4. — Pour v € R, Rez =N+ 1 avec N € N et N > [v] + 3,
on a

I'(l-=z) e?N
Tw+2) < FVy+ 2
Démonstration. — En utilisant la formule des compléments, on obtient :

I'(l—2)  «/sin(rz)

F(v+2z) Tw+2)0(z)
Onapourz:NJr%Jrit,

2m

™ ’ ‘ 2w
sin(rz) | ein(N+3)g—mt _ g—in(N+3)gmt

- e—7ltl + e7lt|

Evaluons & présent le produit de fonctions I'. D’apres (1), on a uniformément
pour Rez > |v| + 1,

log [T(v + 2)['(2)| = (Rez — ) log|z| + (v +Rez — ) log|v + z| — |Im 2|

Rez+z/)
Im 2

1
72Rezfy+log27r+0(ﬂ)
z

Rez
+Imz ( arctan —— + arctan
Im 2

> (Rez — 1) log|z| + (v +Rez — 1) log |v + 2|
1
— |Imz|7rf2Rezfz/+1og27r+0(ﬂ).
z
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On obtient pour N > [v| + 5 et 4z = N +  + it,
log [T(v + 2)I'(z)| = Nlog|z| + (v + N)log|v + z| — |t|=

1
—2N—1—u+@ﬂw+0(—)

||
On a donc
I'l—=z
( ) < |Z|7N|I/+Z|7U7N62N.
I'(v+z)
On a donc bien la majoration annoncée. O

3. Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel sont étudiées dans le livre de Watson [12] qui est
notre principale référence dans ce paragraphe. Nous en rappelons ici quelques
propriétés et nous en donnons une représentation intégrale (proposition 3.1)
qui ne se trouve pas dans [12].

NOTATIONS 4. — Si 0 € R, désormais f( désignera l'intégrale fa_ﬂoo
o) o—i00
DEFINITION 3. — Soit v un réel. On définit la fonction de Bessel J, comme

suit (formule (8), §3.1 de [12]) :

&5 ()G

B 2
Ve R, Jo(@) =) ey

m=0
Cette série converge absolument sur R™* et la convergence est uniforme pour x
dans un compact donné de R™ et v dans un compact de R (§3.13 de [12]).

Soit v € R. Lorsque z tend vers 'infini, la fonction J, vérifie
1
8) J, () 20(75)'

Nous allons exprimer la fonction £7%J, comme une intégrale proche d’une
transformée de Mellin inverse. Nous savons déja (formule (7), § 6.5 de [12]) que
si v > 0, alors pour tout s € C tel que Res € ]0,v + 1], on a
2577710 (3s)
M(z7V T, () (s) = —————2~7 .
Nous allons étendre ce résultat.

DEFINITION 4. — Soient T > 0, A et ¢ des réels tels que ¢ < A. On considére
le contour

C(T,c,A) = ]cf ioo;c—iT; A —iT; A+ iT;c+ Z'T;chz'oo[.
Enon(;ons a présent quelques lemmes préliminaires.
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LEMME 1. — Soit f une fonction méromorphe sur C vérifiant :
1) To :=sup{|Imp|; p péle de f} < +o0;
2) Ag:= Sup{Rep; p pole de f} < 400
3) il existe a > 0 et b € R tels que, pour tout o1 < o2, on ait
[f(s)] < |rjeo=®t
uniformément pour o € [o1,02] et |T| tendant vers l’infini.

Si T, c et A vérifient les conditions
b

(9) T>Ty, c<— e A>Ay, A>c
a

alors l'intégrale
1

I(z) := — f(s)x™%ds
2T Jo(r,e,n)
converge pour x > 0 et sa valeur ne dépend pas des parametres T, c et A
vérifiant (9). De plus, pour tout € > 0, on a lorsque x tend vers linfini,
I(z) = O (zYa%e).

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoreme des résidus entre deux
contours vérifiant les hypotheses (9). O

LEMME 2. — Soient a,b € RT™. Supposons b > 1. Alors on a

/ Foo dr o7 al~2b
o @S2
Démonstration. — Remarquons dans un premier temps que puisque a > 0

et b > %, Iintégrale est bien convergente. On a de plus, en effectuant le chan-
gement de variable 7’ = 7/a,

/+°° dr 1—9 /+°° dr
— =ua —,
o (a4 72)° o (L+72)°

Un calcul avec MAPLE donne

/+°° dr 7 Th-3)
o

a+722 " 2 TO)
La fonction ¢(b) = VbI'(b — 1)/T'(b) admet comme dérivée logarithmique

o) 1 1 1 1 /+°° 1 1
= — 4+ — < —+4 — dt <0.
o(b)  2b q%(“b q+b—%) 26 Jo (t+b t+b—%)

On a donc pour b > 1,

AR, (1| O e B
0 (a%2 + 72) 2 2

I'(0)

=
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LEMME 3. — Soient a > 0 et v > 0. Si f,, est la fonction définie dans la
notation 3, alors on a uniformément pour x dans un compact de RT* :

lim far(s)z™?ds =0.
N—=+oo J(_an+1) =)

Démonstration. — Posons
Ky (x) ::/ fap(s)z™%ds.
(—2N+1)

Pour N > |v|+1, on a en posant z =1 — %s et en utilisant la proposition 2.4 :

2 272271/1[‘(1_2) 9o
Ky(z :/ - —L7¥ 7 %dz
~(2) (N+1) (a) v+ 2)

_O(l(ea:c)QN/ |dz| )
= 2\ 9 (N+1) |Z|N|V+Z|N+V .

Orsiu,v>1,onal/(uv) <1/u+1/v. On a donc

Kn(z) = o(é(%)w(/@%) |'j|fv' +/(N+%) %)).

Or on a d’apres le lemme 2,

/ |dz| /+00 dt - (N—|—%)1—N
) 1Y S (N4 5)2 +2)3N VN

et

/ |dZ| _ /+00 dt < (N+I/+ %)171\[71}
(Vi) AN (N v+ 2)2 4 12) (V) VN +v
Si N > 2|v| +1, on a donc

nte) =0 (VR (F) T (v (5) )

Il est donc clair que lintégrale Ky (z) := f(—2N+1) f(s)x™*ds tend vers 0
lorsque N tend vers I'infini uniformément pour  dans un compact de R**. O

ProPOSITION 3.1. — Siv eR et si
(10) T>1, e¢c<v et A>0, A>c

alors l'intégrale
/ far(s)xz™%ds
C(Tc,A)

est convergente et sa valeur ne dépend pas des paramétres T, ¢ et A vérifiant
les conditions (10). De plus, on a

1
—vJ, = — v ~Sds.
T (ax) 57 /C(T,C’A)f7 (s)x s
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Démonstration. — Afin d’alléger les notations, on écrira f pour f,, dans cette
démonstration.

Les poles de la fonction f, (s + 3) sont les points —(2n + 3)/a, n € N.
Le lemme 1 et 'estimation (7) permettent de montrer la premiere partie de la
proposition.

Montrons maintenant que 'intégrale

1

= — f(s)x™%ds
2T Jo (T e,0) (s)

g(x)
est bien égale & 27" J, (az). Soit N > (1 —v) un entier naturel positif. D’apres
le lemme 1, comme —2N + 1 < v, on a

1
9(x) = 5~ fs)a™ds.
2T Jo(r,—2N+1,0)

Appliquons maintenant le théoréme des résidus a la fonction f(s)z~*° sur le

rectangle R := [-2N + 1 —iT, A —iT,A + ¢T,—2N + 1 4+ ¢T]. On obtient
1
20T J(—an 1)

olt pr = Res(f(s), —2m) = (2/a) 2" *(=1)™/(m!T (v +m + 1)).
D’apres le lemme 3, l'intégrale Kn(z) = f(72N+1) f(s)x=*ds tend vers 0

N-1
(11) g(x) fs)z™*ds + Y pa®™,
m=0

lorsque N tend vers l'infini uniformément pour x dans un compact de RT*.
On a donc, en faisant tendre N vers U'infini dans (11),

g(x) = Z Pma®™ = 27" ], (ax). O

m>0

4. Opérateurs invariants

4.1. Rappels. — Afin de donner des versions rigoureuses de calculs formels,

nous travaillerons avec des opérateurs, linéaires et semi-linéaires, de ’espace
L2(0, +00).

DEFINITION 5. — Soit § un réel stictement positif. On définit I’opérateur de
dilatation-contraction Dy par

Dos(t) = = 1(5)

pour toute fonction f de L?(0,+oc) et tout réel t > 0. L’opérateur Dy sera
appelé opérateur de dilatation si 0 > 1 et de contraction sinon.

Remarquons que si L?(0, 1) désigne I'ensemble des fonctions de L?(0, +o0)
identiquement nulles sur [1,+00[, ce que nous supposerons implicitement par
la suite, les contractions laissent L?(0, 1) stable.
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DEFINITION 6. — Un opérateur 7' sur un sous-espace de L?(0,+oc) sera dit
invariant s’il commute avec les dilatations-contractions, i.e. si pour tout 8 > 0,
on a DQT = TD@.

Donnons a présent quelques exemples d’opérateurs linéaires et semi-linéaires
qui nous seront utiles par la suite.

EXEMPLE 1. — On définit :
o Vopérateur de Hardy H (qui est un opérateur invariant) par

1t
Hif)— 5 [ fudu
0
e le projecteur orthogonal Q» de L?(0, +oc) sur L?(\, +00) pour tout A > 0;
o Vopérateur d’inversion J (J n’est pas linéaire mais semi-linéaire), par

J:ft)— %fT%)

On remarquera que I'image de L?(0, 1) par 'opérateur J est égale & L?(1, +00).

La transformation de Mellin-Plancherel

+oo
M« f(t) s Mf(s) = / fluyus—tdu

établit une isométrie entre L?(0,+00) et L?(s = 3 + iT, 5=d7) dont l'inverse

2
est q
ML F(s) / Fs)t— ST
s:%—i—i‘r 27

Rappelons qu’ici,

. fOJrOO f(uw)u*~tdu désigne la limite dans L?(0,+00), lorsque T' tend vers

Pinfini, de flT/T flw)us=tdu;

. fS:%HT F(s)t=*dr/2n désigne la limite dans L%(R), lorsque 7' tend vers
Vinfini, de [T F(3 +ir)t=3~7 Ldr.

On notera ||.|| les normes dans L?(0, +00) et LQ(% +iT, %dT).

Rappelons (voir par exemple [7]) que si T'(s) est une fonction Lebesgue-
mesurable et essentiellement bornée sur Res = %, alors la transformation
F(s) — T(s)F(s) définit via la transformation de Mellin inverse un opéra-
teur borné invariant que I'on notera aussi 7' sur L?(0, 4+00) et que tout opéra-
teur borné invariant peut étre obtenu de cette maniere. La classe d’équivalence
pour 1’égalité presque partout de la fonction T'(s) est appelée le symbole de
Popérateur T. Nous noterons également T'(s) toute extension méromorphe de
la fonction T'(s) initialement définie sur la droite critique. Remarquons que
si |T'(s)| = 1 presque partout sur la droite critique, alors Popérateur T est uni-
taire.
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EXEMPLE 2. — Le symbole associé a 'opérateur de Hardy H est la fonction
H(s)=1/(1—s). L’opérateur 1 — H admet s/(1 — s) pour symbole et est donc
unitaire.

Nous introduisons ici la notion d’opérateur de phase, définie par J.-F. Burnol
dans [7] :

PROPOSITION-DEFINITION 1. — Soit f € L%*(0,+00) une fonction dont la
transformée de Mellin est presque partout mon nulle sur Res = % La fonc-
tion de phase associée a f, définie sur Res = % par

M [(s)

)= JafGs)

est presque partout définie et de module 1. L’opérateur Uy qu’on lui associe est
appelé opérateur de phase associé a la fonction f; il est invariant, unitaire et
vérifie Us(f) = J(f). En particulier, si f € L*(0,1), alors Us f € L*(1,+0o0).

Comme annoncé précédemment, on notera Us(s) tout prolongement méro-

morphe de la fonction Uy (s) définie originellement sur Re s = 1.

La proposition suivante nous permet de caractériser I’action de certains opé-
rateurs a ’aide de leur action sur la fonction indicatrice Y.

PROPOSITION 4.1. — Soit U : L?(0,+00) — L?(0,+00) un opérateur borné
invariant. On suppose que la fonction ¢ := Ux est de classe C' sur RT*. On
suppose de plus que la fonction ® définie sur RT™ par

O(x) =z ¢'(x)

appartient a L?(0,+00). Alors pour toute fonction f de L?(0,+00), la fonction
Uf est définie par la limite suivante dans L?(0,+00) (cette limite existe bien) :

, T d t
Uf(t) = Tgrfm I/Tf(v)aUx(E)dv.

Démonstration. — Soit 6 > 0. Pour T' > max(6,1/6), on a
T
d t
t) = D —opl—)d
gr(t) /1/T ex(v)de(v) v

=07 [ apeli)ie =07 (o(5) (1))

Or O+°o lo(Tt)[2dt = Ty, donc la limite de la fonction gr dans L?(0, +00)
lorsque T' tend vers +oo est la fonction Dy = UDgx (car U est invariant). Par
linéarité, on en déduit la propriété recherchée pour les fonctions f en escalier.
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Reste & démontrer la propriété pour toutes les fonctions de L?(0,+00).
Soit T > 0. Considérons l'opérateur Kr défini sur L%(0,+o00) par

T
d T
Krf@) = [ fo)—p(>)dv.
1T dv™ \v
Si f € L?(0,+00), alors I'intégrale définissant K7 f est absolument convergente.

Nous allons montrer que Kz est un opérateur linéaire borné de L?(0,+oc0) &
valeurs dans L?(0, +o00). Pour f € L?(0,+400), en posant u = 1/v, on a

Krf(x) = —/1T lf(l)q)(ncu)du,

/Tu u

ce qui montre que Krf est continue sur R™*. D’autre part,

sl < ([ ) a) ([ o)

< ||f||2(/1/TT"I>($u)‘2du)

“+o0 T 9 T “+o0 9
/ / |® ()| dudx:/ / |®(zu)|”dedu
0 T 11 Jo

T
d
- ||<1>||2/ G R
1T U

Or

la fonction K7 f est donc une fonction de L?(0, +00) et

K7 fl < v/2logT ||| - || f[]-

L’opérateur Kt est donc continu & valeurs dans L2(0, +00).

L'opérateur Ur défini par Urf = U(fj 1)) ot frir1) est la restriction
de la fonction f & Iintervalle [1/7,T], est continu & valeurs dans L?(0, +00) et
coincide avec K sur I’ensemble dense des fonctions en escalier, donc K = Ur.

Si f € L?(0,+00), par continuité de 'opérateur U, Uf est la limite quand T
tend vers l'infini de U(f}1,7,77) = K7 f. On a donc bien la propriété recherchée.

O

5. Etude de I’opérateur de phase associé a \I’I(,})
Rappelons (voir [9]) que pour 1 <o <1,

),

MU (s) = —
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La fonction F' appartient a la classe de Selberg donc la fonction M\I/IE}) se
prolonge méromorphiquement & C en une fonction presque partout non nulle

sur Res = %

On peut donc définir 'opérateur de phase Ur de la fonction \111(71)_ Son sym-

bole associé Ur(s) qui est égal & sF(s)/(5F(s)) sur la droite critique se prolonge
méromorphiquement a C en la fonction

F(l1-s) s

Ur(s) = F(s) 1-s

On retrouve la fonction U introduite en (2).

Nous allons décrire ici l'action de l'opérateur Urp sur une fonction de
L?(0,+0c0). La proposition 4.1 nous montre que pour étudier action de U,
il nous faut d’abord étudier les fonctions p(r) = Upx(z) et ®(x) = x¢'(z).

LEMME 4. — Les fonctions p(x) = Upx(z) et ®(x) = x¢'(x) sont bien définies
sur RT et pour tout € > 0, au voisinage de 0, on a
o) =0(x"%) et ®(x)=0(x"%).

Démonstration. — Pour étudier les fonctions ¢ et ®, nous considérons les trans-
formées de Mellin inverses des fonctions Ur(s)/s et Up(s).

Les poles de la fonction Up(s) sont les points 1 et —(n + p;)/A;, avec n € N,

j=1,...,7.Ona
1
ola) = o / Urls) g-ar,
21 Jo—144r S
2

donc d’aprés le lemme 1, I'estimation (6) et une application du théoréme des
résidus, on a pour tous T > maxi<j<, | Imp;[/A;, 0 <A <letc<3,

1 U
o(x) = —/ —F(S)xfsdf.
21 Joren)y S

En choisissant ¢ < % — %, on montre que la fonction ¢ est de classe C*! et la
fonction ® est définie par

1
O(z) = —— Ur(s)x~%dr,
2T Jo(r,ern)
pour tous 7' > maxi<;<, |Impu;|/A;, 0 < A <1et d <3 — L. En choisissant
c<0,c <0 et A petit dans les écritures intégrales de ¢ et @, on établit que
pour tout € > 0, au voisinage de 0, on a ¢(z) = O(z~¢) et &(x) = O(z~¢). O

Nous allons a présent donner une estimation des fonctions ¢ et ® en +oo.
L’un de nos objectifs est de montrer que la fonction & appartient a ’espace
L?(0,+00) afin de pouvoir appliquer la proposition 4.1.
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PROPOSITION 5.1. — On a
(12) o(x) = O(.T_%(H_%)) et P(x) = O(x_%(l'ﬁ)).
Démonstration. — D’apres le lemme 1, si
[y 1k
(13) T>1T '7j£11?»)»(,r N Ck<27d et A>1,

alors l'intégrale

/ Ur(s)s"tz~*ds
C(T,Ck,/\)

est convergente et sa valeur ne dépend pas des parametres T, ¢, et A vérifiant
les conditions (13). Pour k = 0 ou k = 1, on définit donc la fonction Iy par

1
I(x) := — Ur(s)s*1z%ds,
2im Jo,
ou C1 = C(T, ek, A) avec T, ¢ et A vérifiant les conditions (13). Avec ces
notations, on a

o(@) = Ip(z) — iRes(

Nous allons utiliser la fonction f, ,, définie a la notation 3, afin de relier

les fonctions ¢ et ® aux fonctions de Bessel J,. Reprenons les notations de la
proposition 2.2 et posons

(149) )= O ey s+ Bh) — o (ds + ).

UFs(S) ; 1) et @(z) =—L(z)+ éReS(UF(S)’ 1).

En utilisant la proposition 2.2 et I’estimation (7), on a
(15) ri(s) = O(|r| o= H72).

Les poles de 7y, sont les points 0, 1, et les points de la forme —(2¢ 4 8)/d et
—(20+ pj)/Nj oul € Net j € [1,r]. En utilisant le lemme 1, on obtient donc
que pour Cyj, = C(T, ¢, A) avec

< 1 n 2—k
C - )
(16) e d [Tm ] 2| Tm pl —1—2Rep
T > max( max 7377), A > max(l,i),
1<G<r A d d
la fonction
1
Ry(z) = 5 - rp(s)z™ ds
est bien définie et vérifie pour tout € > 0
(17) Ry(z) = O.(x=2~ "7 *9),
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lorsque z tend vers 'infini. Notons

1 —s
Hk(l'> = % o fa,l/k (dS + 6’6)1" dS,
1
Gi(z) = — /c Sfau, (ds + Br)x™°ds,
3.k

~ %r
ou Cs = C(T,cx, A) avec T, ¢, A vérifiant

1k 2|1
Ch<g = T> %7 A > max(0, ¢x).

Par définition, on a
Ik(ac) = CQ,ka(m) + CLka(.T) + Rk(l')

Nous allons a présent relier les intégrales G, et Hy, aux fonctions de Bessel J,,, .
Apreés changement de variable, si C’é’ . désigne I'image de ('3, par la transfor-
mation s — ds + O, on obtient en posant § = 2Im u/d

1 1

Hi(w) = =™/ [ o ()@ )5 d
d 2im Jeoy
1

= Em—%+(k—1)/d+wjuk (az'/4) = O(gg—%“’é;s),

d’apres (8). D’autre part, Gx(z) = —xHj () donc on a

1 1 k-1 1
Gr(z) = *E(*i + 4 + Z’G)x*%JrkTJ”eJyk (az!/®)
a _ 1,k i
-7 stat OJLk(al’l/d)
— Oz~ 37,
d’aprés (8) et 'équation différentielle zJ/ (z) — vJ,(z) = —aJ,11(x) (for-

mule (4), §3.2 de [12]).

Finalement, on a Ij(x) = O(m‘i_ﬁ*‘k_;l), donc puisque d > 1, on a
o(z) = O(x7%(1+é)) et ®(z) = O(m7%(1+é)). O
La fonction ® appartient donc a I'espace L?(0, +oc) et donc d’apres la pro-

position 4.1, l'opérateur Ur agit sur une fonction f de L?(0,+0o0) de la maniére
suivante :

, T d ot
(18) Urf(t) = lim 1/Tf(v>@sa(—)dv.
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6. Choix de vecteurs orthogonaux

6.1. Etude formelle. — Nous minorerons D(\) par la norme de la projec-
tion orthogonale de x sur un sous-espace orthogonal a B;‘;. Nous chercherons
donc des vecteurs orthogonaux a Bj.

On supposera désormais que la fonction F' ne s’annule pas dans le demi-
plan Re s > %

En effet, si la fonction F' s’annule dans ce demi-plan, alors la distance D())
ne tend pas vers 0 d’apres le théoréeme 1 et la minoration du théoreme 2 est
alors évidente.

NOTATIONS 5. — Soient w un nombre complexe et ¢ un entier naturel. On
définit la fonction 1, ¢ sur RT* par

1\¢ _
Y o(t) = (log ;) = x(t).
Notons que la fonction 9, ¢ appartient & L?(0, +00) si et seulement si Rew < %

Rappelons que pour % <o <1,
F(s)

MU (s) = —
s
Si on consideére le produit scalaire hilbertien de I’espace L?(0, +00), en posant
f= ch\/ak Dak\Pl(;l) € BFA,
k=1

on a donc formellement pour tout £ € N et Res = % :

o) = [ e = (- ) S (-E12),
k=1

Le second membre est nul pour s = p ol p est un zéro de F' et pour tout
£<m,—1 ol m, est la multiplicité du zéro p de F. Si les vecteurs 1,
appartenaient & Pespace L%(0, +00), on aurait donc m, vecteurs orthogonaux a
I’espace Br pour chaque zéro p de F. Nous allons donc modifier ces vecteurs
afin d’obtenir des vecteurs de L?(0, +00).

Avant tout, commencons par modifier la fonction f afin d’obtenir une fonc-
tion de L%(0,1).

DEFINITION 7. — o Si mp désigne I'ordre du pole 1 de F', on définit la fonc-
tion Zp comme suit :
s — 1\mF F(s
- (57 (42)
s s
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e On note P l'opérateur unitaire de symbole

s—1
s

P(s) :=

o L’opérateur P est I'inverse de 'opérateur H — 1.
e Les fonctions Ar et xi sont définies par

Ap = PmF\III(,}) et xr = PFy.
On a la propriété suivante :

PROPOSITION 6.1. — La fonction Ar appartient ¢ L?(0,1) et pour Res > %,
MAF(s) = Zp(s).

Démonstration. — Pour % <o<1,
MAF(s) = Zp(s).

Or la fonction Zp est une fonction de ’espace de Hardy du demi-plan Re s > %
donc d’apres le théoréme de Paley-Wiener, Ap est une fonction de L?(0,1) et
Pégalité MAp(s) = Zp(s) est valable pour o > 1. O

Remarquons de plus que comme l'opérateur P est unitaire, la distance D)
que 'on cherche est égale & la distance entre la fonction X, et I'espace Cp
suivant :

DEFINITION 8. — On appellera Cp le sous-espace de L?(0,1) suivant :

n

Cﬁﬂ = {t — ch\/ak Do, Ar(t); ne N, VE e [1,n], A <a < 1}.
k=1

Cette premiere opération nous a permis de remplacer B3 par un sous-espace
2
de L#(0,1).
Avec ces notations, pour

n

F(t) = cx/ox Do, Ap(t) € Cr™,

k=1
on a donc formellement pour Res = % et pour tout £ € N
d V=
(fs¥s0) = (*g) I;CkakZF(s)'
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6.2. Modification des vecteurs : conservation de 1’orthogonalité

Nous allons a présent modifier les vecteurs 1), ¢ en leur appliquant des opé-
rateurs.

DEFINITION 9. — On définit 'opérateur Vr, opérateur de phase associé 3 la
fonction Ar. On a donc
Vr(Ar) = J(AF),
et le symbole associé a Vg est la fonction
S 2mp
Vr(s) == (1 - S) Up(s).

DEFINITION 10. — Soit A un réel vérifiant 0 < A < 1. Supposons que la li-
mite lorsque le complexe w de partie réelle strictement inférieure a % tend

VFTlQ)\VF (ww,f)

existe dans L?(0, +00). On note alors YSAZZF cette limite.

Verss:%qLdee

En cas d’existence de la limite, calculons le produit hilbertien d’une fonction
appartenant & l'espace CT avec la fonction Ys/\lZF. Nous allons montrer que
I’application des opérateurs conserve le produit hilbertien.

PROPOSITION 6.2. — Si la limite qui définit Y;‘&F existe, alors pour toute fonc-
tion f € Cp définie par

n

f=_ ck\/ar Do, Ar,

on a k=1
AF d\¢/ R
SN = (—12) (X eraize(s)).
k=1
Démonstration. — Soit w un complexe vérifiant Re w < % On a

n

(V' QuVr(Wuwe), f) = Z e/ (Vi "QAVE (Y t), Do Ar)

k=1
= av/ar (Ve(thwe), QaDa, VrAF)
k=1

en utilisant successivement le fait que Vp est unitaire, invariant et Q) auto-
adjoint. Observons a présent que VpAp = JAp. On obtient donc

(V' QaVe (W), £) = e/ak (Ve (¢w i), Do, Vi Ar)

=1
= Z crv 0 (Y e, Doy AF)
=1
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- (@)
k=

d \Oxm - !
= (@) I;ckakw/o ™Y Ap(t)dt.

Prenons maintenant la limite lorsque w tend vers s puis le conjugué de notre
expression. On obtient

(ﬁy&;ﬂ = (—%)e(zﬂ:ckaZZp(s)). O

C_k VvV Ok <Da;1ww70a AF>
1

6.3. Convergence dans L2(0,+o00). — Nous venons de voir quen cas
d’existence de la limite, les vecteurs que 1’on a choisis conservent le produit
hilbertien formel. Nous allons maintenant montrer que le choix des opérateurs
de phase Ur et Vr garantie 'existence de cette limite. En effet, c’est le compor-
tement de 9, ¢ au voisinage de 0 qui entraine la divergence du produit scalaire
formel. Les opérateurs Ur et Vp conservent la localisation de ce probleme et
I’application du projecteur @ le supprime, et permet ainsi d’obtenir une limite
dans L?(0, +00).

Au vu de (18), il est naturel d’introduire la fonction suivante.

DEFINITION 11. — Soient k € N et w € C tel que 0 < Rew < (1 + 3). On
définit, si elle existe, la limite ponctuelle de la fonction de R*T* suivante :

1
st i [ (o (1)) ki ()

REMARQUE 3. — D’apres (18), on a déja montré l'existence de cette limite
pour Rew < % et I'on sait de plus que dans ce cas Upt)y 0 = Gu e

Nous allons montrer I'existence de ¢y 1 (t) pour 0 < Rew < 3(14 %) et nous
en donnerons une majoration uniforme en w appartenant & un compact K de
la bande verticale 0 < Rew < (1 + ).

PROPOSITION 6.3. — Pour toutt > 0, tout k € N et tout complexe w vérifiant
0 <Rew < 3(1+3), la limite définissant ¢, (t) existe. Pour tout t > 0 fizé,
cette limite est holomorphe en w. Si € est un réel strictement positif et si w
appartient a un compact K de la bande verticale ¢ < Rew < %(1 + é), alors on
a uniformément par rapport a w les majorations

Ot~ =(+a)), sit>1,
¢w,k(t) =

8ok Urx(t) + (%)k(Up(w)x_w) +O(t™F) si0<t<l1.
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Démonstration. — Intégrons par parties I'intégrale définissant ¢, x(¢) :

[ (s () gt
1

=[(102 () vun (5]

INVE t
= d0,kUrx(t) — (log (5)) n UFX(E)
1/n
+/ (k 4+ wlogu)(logu) 1w~ Upx (tu)du
1

en effectuant le changement de variable u = 1/v dans la derniére intégrale.
Lorsque ¢ tend vers 'infini, on a Upx(t) = O(t~2(+3)) d’apres (12); donc

1 k t 1 1 1 k 1 1
(log (—)) U_wUFX(—) <<t_5(1+3)(10g (—)) pz(I+3)-Rew
n n n

et siRew < 3(1+ %), ona

. IN\F t
lim (1og (—)) n “’UFX(—) =0.
n—0 n n
e Si on suppose t > 1, on a pour Rew < %(1 + é),

+oo
/ (k 4+ wlogw)(logu) 1w~ Upx (tu)du
! +o00
:O(/ (k+’LUlogU)(logu)kfluRewfl(tu)75(3+1)du)
1
= Ot 2lath),

La limite définissant ¢, x(t) existe donc bien. Pour tout ¢ > 1 fixé, cette limite
est holomorphe en w. Si w appartient a un compact K de la bande verticale
0 < Rew < 3(1+ 1) et sit > 1, alors on a uniformément par rapport a w

la majoration
bwi(t) = O~ 20+,

¢ Supposons maintenant 0 < ¢ < 1. Remarquons tout d’abord que, pour
tout £ € N, on a

k
(di) (wu~ 1) = (k + wlogu)(log u)*1u® =1,
w
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Cette formule se montre facilement par récurrence sur k. Comme l'intégrale
converge uniformément par rapport a w dans un compact de la bande verti-
cale 0 < Rew < (1 + ), on a donc

—+o0
(k 4+ wlogu)(logu) 1w~ Upx (tu)du

) (e [ o)

En posant v = tu, on a pour 0 < Rew < %(1 + é),

—+o0 —+o0
/ u  Upx(tu)du =t~ / v Upx(v)dv
0 0

Up(w).

= MU () = ¢

On a donc finalement

o wlogu)(logu)* 1y 1 w)du = i f e w
| wiogu) ozt U eudu = (55 (7 Ur )

w

Examinons a présent I'intégrale entre 0 et 1. Soit € > 0. D’apres la proposi-
tion 4, on a Upx(t) = O(t~°) lorsque ¢ tend vers 0. On a donc

1
/ (k + wlogu)(log u)* " u® = Upx (tu)du
0

1
= O(t_a/ (k + wlogu)(log u)k_luRew_E_ldu).
0
Si Rew > €, on a donc
1
/ (k 4+ wlogu)(logu) 1w~ Upx (tu)du = O(t~°).
0

On a donc uniformément pour w dans un compact K de la bande verticale
e <Rew < 1(1+ ),

Gui(t) = 0sUex(®) + ()" (Up ()t =) + O()

si0<t< 1. O

Nous allons par la suite travailler non avec Upt,, 1, mais avec Vi), 1. Nous
allons donc étre amenés a appliquer 'opérateur de Hardy H plusieurs fois a la
fonction ¢, . Nous aurons pour cela besoin de la proposition suivante.

PRroOPOSITION 6.4. — Soit k € N. Pour chaque complexe w de la bande verti-
cale (0 < Rew < §(1+ 3)), Uopérateur de Hardy

merw— ([ )
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peut étre appliqué autant de fois que l'on veut a la fonction ¢y . St L € N,
on a de plus pour t > 1 uniformément par rapport ¢ w dans la bande verticale
(0 <Rew < 3(1+4 1)), la majoration

H (¢, 1) (t) = O(1 + 8,1 log t)T 72050,

et pour tout € > 0, pour 0 < t < 1, uniformément par rapport ¢ w dans la
bande verticale (¢ < Rew < 1(1+ 1)), la majoration

19 60)(0) = = (-5 (e () + 04—
w (1 —w)E \dw '
Démonstration. — Soit k& € N. Remarquons dans un premier temps que

pour LeNett>1,ona
/t l(1 +logv)-dv = ;((1 +logt)" ! —1).
1 v L+1
Nous allons maintenant démontrer la proposition par récurrence sur L.
e Pour L =0, c’est la proposition 6.3.
e Supposons la proposition vérifiée au rang L — 1.
Supposons dans un premier temps t > 1 et 0 < Rew < %(1 + é)

TH60)(0) = 7 [ T (Gn)0)ds

1/ [* t L1
—(/ HLfl(%,k)(v)dH/ 0(1+5d,11ogv)L*1vfa<1+a>dv).
0 1

t
Sid=1, on a donc
1

HE (¢ui) () = 0(2) + o(% [(1 + logv)L_lv_ldv) = o(%u + logt)L)

et sid>1,ona
1 t ) L ) )
H" (g ) (t) = 20(1 +/ U_E(HE)dv) = Ot~ z(+a))y,
1

Supposons maintenant € > 0,0 <t <1 et e < Rew < $(1+ %)) ; on a alors

1

T 600 =7 [ H G0 0)do

(b () ) + 06 aw
= W(%)k(UF(w)% /Otvwdv) +0(t™%)

- ) (o) o)
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La propriété est donc vraie au rang L. o

Il est clair, au vu des propositions 6.3 et 6.4, que le probleme de convergence
posé par les fonctions HL(¢,, 1) reste localisé en zéro. L’application du projec-
teur @, nous permettra donc d’obtenir des fonctions de L2(0,+oc). De plus,
nous avons obtenu une majoration uniforme en w de ces fonctions par une fonc-
tion de L2(0,+00). Grace au théoreme de Lebesgue, on peut déduire de cette
étude l'existence des vecteurs }/Sf‘éF. On obtient également une évaluation de
ces vecteurs.

PROPOSITION 6.5. — Soient A > 0, k € N et s un complexe de partie réelle
égale a 3. Alors Ys’\,c existe et pour tout € >0, on a

O((1 + 8y glogt)?mrt=30+)) it > 1,
d \%
Ve (YD)(t) = (E) (Ve(s)t™*) +0.(t™%)  six<t<1,

0 s10<t <A

7. Démonstration du théoréme

7.1. Calculs de produits hilbertiens. — Gréce a I’étude précédente, nous
pouvons introduire des vecteurs orthogonaux a ’espace Cj}.

DEFINITION 12. — Soit 0 < A < 1. A chaque zéro p de la fonction F' de multi-

plicité m, et & chaque entier 0 < k < m,, on associe le vecteur
1\—3—k

NF o \F

XM= (logx) YAr.

Soit R un ensemble non-vide de zéros de F. On a montré que D()) était

la distance dans I'espace de Hilbert L?(0,+00) entre X, et Cp et que les

vecteurs X;\’,f pour 0 < k < m, sont perpendiculaires a C};. La distance D(\)

est donc minorée par la norme de la projection orthogonale de X, ,. sur ’espace

vectoriel Hg engendré par les vecteurs xMo<k< m,, p € R. Cette norme

pk
est égale a la racine carrée du produit matriciel
A\F A Fy— A\F *
(19) [<XmF7Xp,’k ﬂ Gram(Xp,’k ) ! [<Xp,'k aXmFﬂ )

ol Gram(X;’,f) est la matrice Gram) g des vecteurs X;"]f, 0<k<m,p€R.
Il nous faut donc calculer les produits hilbertiens qui interviennent dans cette

expression.

PROPOSITION 7.1. — Si p1 et pa sont deux zéros distincts de la fonction F,
pour tout entier 0 < k < my, et tout entier 0 < £ < my,, on a

. ME oAy
il_,lno <XP1J€’ Xp2,€> =0.
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Si p est un zéro de la fonction F', pour tout entiers 0 < k, £ <m,, on a

1
lim (X7 X)) = ————.
)\HO< psk P/> k+/0+1
Démonstration. — Une simple intégration par parties nous permet de remar-

1
2

1 . .
1\J ) 1\J )
/ (log _) lt_él (1og_) 2t_(1_‘52)dt =
\ ¢ t

L’opérateur Vg est unitaire; on a donc

quer que pour Res; = Resy = 5, on a lorsque A tend vers O :

O(log %)jlﬂ? si 51 # so,

1yji+j2+1 ; _
ler].QH(log 1) si $1 = sa.

1N\ —1—k—¢
My AFy \F MNFy \F \F
KXl = Vex ) vex )l = (log 3) (VeY M vy D).
Utilisons maintenant la proposition 6.5, on obtient
MF A F
(Xo0 o X oo e)
1\ —1-k=t [+ MNF TN
- (logx) /0 VoY M () VEY o (D dt

- (log %)_HM{ /1+OO(1 + 0y alogt)me= (D) gy
# () veto) + 007)

x ((%)E(VF(pQ))t—Pz +0(t%))dt}.

Or on a vu que

JGEY o GYirees [ o) o ) oo

" _
O(log3)" ™" si p1 # po,
- 1 1\J1+Jj2+1 . o
siriarr (og 3) sip1 = p2,
donc
0 .
fim (50 =1, 0T 0
A—0 ) S1 p1 = pP2.

. . . A\F
On a donc une expression simple de la matrice de Gram des vecteurs X ok
lorsque A tend vers 0. En effet, on vient de montrer que cette matrice converge
vers une matrice diagonale par blocs.

Reste a étudier le produit hilbertien d’un vecteur X;‘_’,f avec le vecteur X, ..
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PROPOSITION 7.2. — Si p est un zéro de la fonction F, pour tout entier
0<k<mg, ona

1 \ 0 sik>1,
log (5 1 X0 =
o8 (3) iy Oome- Xl ) Yoy sr=o
P P
Démonstration. — Remarquons que les opérateurs P et 1 — H sont inverses

I'un de l'autre. Comme x,,, = P™Fx, on a donc
(1 - H)mFXmF =X

Soient p un zéro de la fonction F' et k un entier vérifiant 0 < k < m,. Les
opérateurs invariants Ur et 1 — H commutent ; on a donc

VFX’ITLF = (1 - H)2mFUFXmF = (1 - H)mFUFX
et donc

log (§)<XmF7X;\,’;5> = /log (§)<VFXmF7VFX;\,’;5>
— (108 %) = B U, VEY N
Pour tout € > 0, lorsque t tend vers 0, on a
Urx(t) = O:(t™%)
et, lorsque ¢ tend vers 'infini, on a
Upx(t) = Ot~z +a)),

On a donc les mémes majorations pour (1 — H)™¥ Upy.
D’autre part, d’apres la proposition 6.5, on a
O((1+ d1,qlogt)?mrt=30+2)) sit > 1,
Vr (Y;k)(t) = (%)k(vpﬂ(s)ﬁ) FO(t75)  sia<t<l,
0 si0<t<A

On a donc en particulier
—+oo [
/1 (1 — H)" Upx(t) VeY, 5 (t)dt
+oo
- O(/ a0+ (1 4 517d10gt)2mFt_%(1+5)dt)
1

+oo
= O(/ (1 +51,dlogt)2mFt*<1+%>dt) =0(1).
1
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On a
(1= H)"™ Upx, VoY i)

= [ () vitor) + 0-2))ar v oq)

— 0(1 + /: t’%’e(log%)kdt) — O(A%*E(bg %)k + 1).

L’existence de la limite limy_, +/log(1/)\) (XmF,X/i’,f) est donc établie et
pour k > 1,

. 1 \F
tim 4 /log (5 ) (s X000 = 0.

Utilisons maintenant le caractere uniforme en w de la limite dans la proposi-
tion 6.3. On a donc pour k£ =0,

. 1 AF .
;{% log (X) <X777/F)Xp70 > = ul]lElp<meaww,0>

1 1/ 1ymr
= lim M(P™" =P (p)==—-(1-=) .
Qi M(P™x) (w) (0)7 p( )

7.2. Conclusion. — Considérons a nouveau un ensemble R non vide de zéros
de F. Nous pouvons maintenant évaluer le produit matriciel (19) dont la racine
carrée minore D(\).

D’apres la proposition 7.1, la matrice de Gram converge lorsque A tend vers 0
vers une matrice diagonale par blocs. Il y a autant de blocs diagonaux que de
zéros dans R et le bloc correspondant au zéro p est la matrice de Cauchy
(i+;+1)i,j20 de taille m, x m,. On sait (cf. [8], vol. XII, p.177) que I’élément
en haut & gauche de la matrice inverse est mg.

En utilisant en plus la proposition 7.2 qui donne une évaluation des matrices
ligne et colonne intervenant dans le calcul lorsque A tend vers 0, on obtient que
la racine carrée de la projection orthogonale de x,,, sur 'espace vectoriel Hp
est asymptotiquement équivalente lorsque A tend vers 0 & »° p mi /1o

Ainsi, ceci étant vrai pour tout ensemble non vide de zéros de F', on a bien
la minoration du théoréme.

On a donc démontré le théoreme 2.
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