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CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN

PAR JIMENA SIVAK-FISCHLER

RESUME. — On montre & 'aide de méthodes de crible, de méthodes issues de la
théorie des formes automorphes et de géométrie algébrique ainsi qu’a l'aide de la loi
de Sato-Tate verticale que le signe des sommes de Kloosterman Kl(1, 1; ) change une
infinité de fois pour n parcourant les entiers sans facteur carré ayant au plus 18 facteurs
premiers. Ceci améliore un résultat précédent de Fouvry et Michel qui avaient obtenu
23 & la place de 18.

ABSTRACT (Asymptotic sieve and Kloosterman sums). — We prove using sieve meth-
ods, methods coming from automorphic form theory and algebraic geometry, and Sato-
Tate vertical law that the sign of Kloosterman sums KIl(1, 1; n) changes infinitely often
as n runs through the square-free integers with at most 18 prime factors. This improves
on a previous result of Fouvry and Michel, who had obtained 23 instead of 18.
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2 J. SIVAK-FISCHLER

1. Introduction

On définit la somme de Kloosterman Kl(a, b;n), pour a,b,n > 1 entiers, par
la formule
azx + bz
Kia s = Y exp (2007
(a,b;n) exp ( 2im—

z mod n
(z,n)=1

ot (z,n) est le pged de z et n, et T 'inverse de £ modulo n. Ce sont des nombres
réels, non nuls pour n = p premier.

Ces sommes exponentielles s’avérent d’une importance cruciale en théorie
analytique des nombres mais leurs propriétés demeurent mystérieuses. Par
exemple, la célébre estimation [KI(1,1;p)] < 2,/p de A. Weil [10] permet
d’écrire [KI(1,1;p)| = 2/pcosb, ou 0, € [0,7] pour p premier. On peut se
demander comment varie 6, qui mesure les oscillations des sommes de Kloos-
terman en amplitude et en signe autour de la taille maximale. Katz a proposé
la conjecture suivante (cf. [5] p.493) :

CONJECTURE 1.1 (Loi de Sato-Tate horizontale). — Pour p — 400, l’en-
semble des angles 0, est égquiréparti sur [0,7] suivant la mesure pgr de
Sato-Tate définie sur [0, 7] par %sin2 0de, i.e. pour tous 0 < a< B <, on a
pour X — +00

[{X < p < 2X]a <6, < B} 2/‘3.2%6
2
(X <p < 2X}] o

Cette conjecture reste complétement ouverte. A I’heure actuelle, on ne
peut exclure que KlI(1,1;p) > 0 pour tout p premier assez grand, ou que
|K1(1,1;p)| < p© avec ¢ < 1/2 pour tout p premier assez grand. ..

Dans cette direction, un résultat de Kuznietsov montre qu’il existe de nom-

breuses compensations entre les sommes de Kloosterman Kl(1,1;n) (cf. [6]
théoréme 3) :

THEOREME 1.2. — Si g est une fonction C*° (R, R) a support inclus dans [1, 2],
on a

Zg<%)Kl*(1, 1;n) = 04(X),

ot KI*(1,1;n) := &;")

On voudrait obtenir des résultats de changement de signe de Kl(1, 1;n) sous
certaines conditions multiplicatives sur n, par exemple pour n presque premier
(i.e. ayant peu de facteurs premiers). Fouvry et Michel ont montré le résultat
suivant & ’aide du crible asymptotique [2] :

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 3

THEOREME 1.3. — Il existe Xg > 0 et ¢y > 0 tels que pour X > Xq, on ait
les minorations

{n € [X,2X]| KI*(1,1;n) > 0, p*(n) = 1,w(n) < 23} > ¢

X
log X
et

{n € [X,2X]| KI*(1,1;n) < 0, p?*(n) = 1,w(n) < 23} > coi,
log X

ot w(n) désigne le nombre de facteurs premiers distincts de n.

Ceci démontre qu’une infinité d’entiers n (sans facteur carré avec au plus 23
facteurs premiers) sont tels que K1(1,1;n) > 0 (respectivement K1(1,1;n) < 0).
Il y a donc une infinité de changements de signe des sommes de Kloosterman
sur ’ensemble des n sans facteur carré ayant au plus 23 facteurs premiers.

Le résultat principal de cet article est

THEOREME 1.4. — 1[I existe Xg > 0 et ¢y > 0 tels que pour X > Xq, on ait
les minorations

{n € [X,2X]| KI*(1,1;n) > 0, p?(n) = 1,w(n) <18} > ¢

log X
et

H{n € [X,2X]| KI*(1,1;n) < 0, p?(n) =1,w(n) <18} > ¢

X

log X~

Pour démontrer ce résultat, on utilise le crible asymptotique (introduit par
Fouvry et Michel dans [2]), des résultats issus de la théorie des formes auto-
morphes et de géométrie algébrique, comme dans [2], mais on introduit aussi
la loi de Sato-Tate verticale dans la preuve, au lieu de majorer trivialement
KI*(1, 1;n).

On désigne par H(#) pour 0 < 8 <1 la conjecture (voir [2])

CONJECTURE 1.5 (H(6)). — Pour toute fonction g € C*°(R,R) a support in-
clus dans [1,2], pour tout € > 0, tout A > 0 et tout X > 2, on a

> 3 a(5)KIW 10| = Oga(X(log X)),

d<X0—< din

Il s’agit en fait d’un théoréme pour 6 < 3 (cf. [4], Proposition 2.4) issu de la
théorie des formes automorphes, que ’on utilise dans la preuve des théorémes
1.3 et 1.4.

Sous H(1), Fouvry et Michel ont démontré (voir [2]) qu’on peut remplacer
23 par 3 dans le théoréme 1.3. Il semble cependant que les méthodes introduites
dans le présent texte ne suffisent pas a améliorer ce résultat.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



4 J. SIVAK-FISCHLER

Un résultat légérement différent du théoréme 1.4 a été démontré par I'auteur

[8] :

THEOREME 1.6. — Il existe Xg > 0 et cg > 0 tels que pour X > Xy et pour
z=Xm=w , on ait les minorations

{n € [X,2X]| KI"(1,1;n) >0, pln=p > 2}| > cOlogX

et

{n € [X,2X]| KI"(1,1;n) <0, pln=p > 2} > cOlogX'

Il s’agit d’une amélioration de [4] (Théoréme 2) ou 22.29 est remplacé par
23.9, mais qui contrairement aux théorémes 1.3 et 1.4 donne le bon ordre de
grandeur espéré. Pour montrer cela, on utilise un crible de Selberg modifié, le
crible étrange.

Nous utiliserons les notations suivantes :

e p désigne dans la suite un nombre premier.

o C([a,b]) désigne l'ensemble des fonctions R — R, indéfiniment déri-
vables, & support compact inclus dans [a, b].

e g désigne une fonction positive appartenant a Cg°([1,2]).

e La transformée de Mellin d’une fonction f : R} — C, continue & support
compact inclus dans ]0, +oo], est définie pour tout s € C par

f(s) = /0 h f)ts~tat

et sa transformée de Mellin inverse est donnée, pour a > 0 et z € R?, par

f(z) = /m faas

e Pour n > 1 et a, (3 réels, on désigne par B(n, «, ) le produit de n bandes
du plan complexe

B(n,a,B) :={z=(21,...,2,) €EC"a<Rz; <[, i=1,...,n}.

e On dit, pour z > 2 réel, que la suite réelle (A\g)q>1 vérifie la condition
Sel(z) (pour rappeler la construction des coefficients du crible de Selberg)
sion a

Ar=1
Sel(z) |\ <2 x 29
Ad=0sid>2zoup(d) =0.

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 5

e Pour N > 1 et pour toute suite complexe (a,),>1, on note sa norme L?
1
9\ 2
lally = (Y laal?)
N<n<2N
e Pour tout k£ > 1, Ay désigne la fonction de Von Mangoldt généralisée
(1) Ay := (log)*  p,

ou * désigne la convolution arithmétique et u la fonction de Mo6bius.
e Pour tous d, t, n entiers, on pose

0 si (t d) >
ga(t,n) =< 1— Lp(d) sit=nmodd
w(d) si t Z n mod d.

e Le symbole % désigne une somme sur les n sans facteurs carrés.
On démontrera le théoréme 1.4 comme corollaire du théoréme suivant :

THEOREME 1.7. — Soient k > 1 entier et g € C°([1, 2]) positive. Soient aussi
0<a,B,n<1 tels que

20+ 8=35
(2) B—-2a—-—m>0

(1-m)(1-B)—2a>0.
1l existe B > 0 tel que si l’on pose pour X > 2
(3) z=X%ogX) B ety= X",

alors il existe une suite (Ag)g>1 vérifiant Sel(z) et un polynéme homogéne P
effectivement calculable de degré k + 7 (ne dépendant que de la suite (Aq)q>1)
tels que l’on ait l’inégalité

(ZKl (1,1;n)g (ZAd) ‘

P(log X,log(2X/y), log z)

<g(H)X
<9 log® z

(1+0(1)) 4+ Oy .1 (X (log X)*2).

On remarque en particulier que (2) entraine o < i et < %

Pour démontrer ce théoréme, on procéde en plusieurs étapes. Tout d’abord,
on divise la somme considérée en deux (§3). La premiére partie s’avére étre
négligeable (comme dans [2]) par des résultats issus de la théorie des formes
automorphes. La seconde partie est plus délicate. On la divise en trois termes,
puis on introduit la loi de Sato-Tate verticale (voir §3.3.1 et 3.3.3), et on choisit
la suite (Ag)4>1 afin de minimiser le terme médian (§ 4). On transforme alors les

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



6 J. SIVAK-FISCHLER

sommes en intégrales (§5) & 'aide de méthodes classiques d’analyse complexe.
On peut ainsi estimer ces intégrales en appliquant de fagon répétée le théoréme
des résidus. Pour cela, on applique les résultats de [7](chapitre 3). Il faut alors
montrer que les termes d’erreur (apparus lors de 'introduction de la loi de
Sato-Tate) sont effectivement négligeables (§ 7). Pour cela, on utilise le théo-
réme de Barban-Davenport-Halberstam en montrant d’abord que la suite que
I’on considére vérifie le critére de Siegel-Walfisz. C’est un point essentiel dans
notre démonstration. Sans cela, nous ne pourrions pas montrer que nos termes
d’erreurs sont bien négligeables. On conclut alors la preuve du théoréme 1.7.
Pour démontrer le théoréme 1.4, on utilise en outre des résultats de géométrie
algébrique sur I’équirépartition des angles de certaines sommes d’exponentielles
(§8). Ceci permet de minorer la somme (§9)

(4) i ‘Kl*(l,l,n)g(%)l\k(n) (Z >\d>2‘
" dn

et d’en déduire le théoréme 1.4, en comparant cette minoration a la majoration
du théoréme 1.7. A ce stade, deux difficultés se posent dans le calcul. D’une
part, il est nécessaire d’effectuer des calculs formels pour calculer le polynéme
P apparaissant dans le théoréme 1.7 (calculs de résidus) ; on les effectue a l’aide
de Mathematica 5. Les résidus a calculer correspondent & des pdles s = u =
v =w = w’ d’ordre cumulé k + 12, alors que dans [2] ils correspondent & des
poles s = u = w = w’ d’ordre cumulé 11. Cette différence provient du fait qu’on
ne majore pas trivialement un facteur logk au cours du calcul. D’autre part,
on doit calculer numériquement la minoration de (4) a ’aide de Pari (calcul
d’intégrales numériques) et trouver les valeurs optimales des paramétres (§ 10).

2. Quelques résultats préliminaires

Dans cette partie, on énonce quelques résultats connus, en adaptant les énon-
cés pour qu’ils soient directement utilisables dans la suite.

2.1. Une majoration classique. — On énonce maintenant un lemme technique
que nous utiliserons & maintes reprises dans la suite (sans y faire référence de
maniére explicite) :

LEMME 2.1. — Soit d un entier > 2. Alors pour tout X > 2, on a
> d*™pP(n) = O(X (log X))
n<X

et

Z M = O((log X)%).

n
n<X

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 7

2.2. Résultats issus de la théorie des formes automorphes. — Montrons le résultat
suivant, qui est une adaptation de la Proposition 2.1 de [4] en faisant la somme
uniquement sur les n sans facteurs carrés, et dont nous aurons besoin par la
suite :

COROLLAIRE 2.2. — Pour tout g € C([1,2]), pour tout A > 0, il existe
B > 0 tel que l’on ait, pour X > 1, ’égalité

S 32 )EEL 0, (x(10g X))

¢<VX(log X)—B 4qIn

Démonstration. — On écrit la fonction u?(n) sous la forme
() = w(d)
d?|n

En introduisant un paramétre Y, que ’on choisira par la suite, on a

O - ¥ [Se@enStce g,

q<VX(log X)-B q|n

avec
= XX ¥ o(5) "
¢<VX(log X)~B d<Y [d?,q]|n
et
Ki1(1,1,
G- X T T oo(5) )
q<VX(log X)—B d>Y [d%,q]|n

Si o, désigne le nombre de solutions (d, ¢') de I’équation g = [d?, ¢'] avec d <Y
et u?(d) = 1, on a trivialement

as ¥ 3]s o(p) )

¢<VX(log X)~B d<Y [d?,

Kl(1,1,n)
< ) %\Z( )=k
4<Y2VX(log X)=B  aln

On rappelle maintenant la proposition suivante ([4], Proposition 2.1) :

PROPOSITION 2.3. — Pour tout g € C*([1,2]), pour tout A > 0, il existe
B > 0 tel que l’on ait, pour X > 1, l’égalité

> [Sa(5) T = ons(X o)),

g<VX(log X)—B 4qIn

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 J. SIVAK-FISCHLER

Or, comme a; < Y (logY)? car

: ‘
a <y (Z 1) <Y 3@ <« Y(logY)?,

d<Y m|d2 d<y
on a d’aprés la proposition 2.3

oY [ Se(3)

g<Y2V/X (log X)—B qln
2 —24-10
(6) K4a,9 Y(logY)*X(log X)
pourvu que Y2vVX(logX)"F < VX(log X) " BRA+H10) autrement dit ¥ <
(logX)B B(2A+10)

D’autre part, on a en majorant trivialement |K1(1,1;n)| et en faisant le
changement de variable n — [d2, q]m

Cr <, Z Z Z )Kl(l,l,n‘

<X d>Y d2 |n
9= X

<5 2 Z >, 2

q<VvX X d>Y [d2,q]|n

n<2X
#
<, 30 Y e S getm)
g<VX d>Y m< 2
9w([d®,q])
<o X(oaX) 2 2 g

g<VX a>Y

On pose m = (g,d?) et on fait le changement de variable q — %, d’ou

#
2w(d) 2w
Cy <4 X(log X) Z Z Z
Y <d<v2X m|d? g<vX
3 # Qw(d)
<g X(log X) Z Z 1
Y <d<v2X m|d?
#
6w(d)
<<g X(log X)S Z dT
Y <d<v2X
(7) <4 X(log X)°Y

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 9

d’ou en regroupant (5), (6) et (7), on a :
C <a,yY(logY)*X(log X)™24710 4 X (log X)°Y 1.

I suffit de prendre Y = (log X)4*° et B > 24+ 18— B(2A+10) pour conclure.
O

2.3. Autour de la loi de Sato-Tate verticale. — On définit, pour a # 0, 6,, €
[0, 7] Punique angle tel que
KI(1, a;
cost, o — S aiP),
2P
On dit que 6, 4 est I’angle de la somme de Kloosterman.

Katz a démontré le résultat suivant (cf. [5] p.492) :

THEOREME 2.4 (Loi de Sato-Tate verticale). — Pour p — +oo premier, l’en-
semble des angles {0p.0|1 < a < p} est équiréparti sur [0, 7] suivant la mesure
ust de Sato-Tate i.e. pour tous 0 < a < B < m, on a pour p — +00

1 9 B )
E|{ISG<P|04§9;),@ < B} — 7r/a sin? 6d6.

On définit aussi pour (m,n) =1
Kl(m,m;n)
2« y/n

On rappelle le lemme suivant ([3], lemme 2.4) dont la démonstration utilise
la loi de Sato-Tate verticale :

C(m,n) :=

LEMME 2.5. — Pour p premier, on a la relation
1 4 1
— |C(a,p)| = o= + O(p™ ).
#(p) mz 3w
(a,p)=1

On rappelle aussi la relation triviale

m Y 0t <

lsip>2oup=2etk=1
o(p*)

V2 sinon,

a mod p’C
(a,p)=1

donc par multiplicativité croisée, on a, pour tout n > 1, I'inégalité

1

—_— <
o 2 [C@ml <k
(a,n)=1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 J. SIVAK-FISCHLER

ou k est la fonction multiplicative définie par

~(P) w(p) Z

amodp

(8) (a,p)=
. V2sip=2k>2

K =
(» {1sip>2,k22.

3. Décomposition du probléme

Dans cette partie, on étudie la somme (k) définie plus bas dont le théoréme
1.7 est une majoration (en valeur absolue) et on scinde le domaine de sommation
en plusieurs intervalles. Sur chacun de ces domaines, on fait apparaitre un
terme principal (noté TP) et un terme d’erreur (noté TE). Cependant, on
ne démontrera pas encore que le terme d’erreur est négligeable devant le terme
principal : ce sera ’objet des parties 6 et 7 (pour une suite (Ag)q>1 particuliére).

3.1. Introduction du probleme. — Soient X, «, 3,7, k et y, z vérifiant les hypo-
theéses (2) et (3). Soit aussi (A\g)g>1 une suite de réels (que 'on choisira au
paragraphe 4) vérifiant Sel(z).

On cherche & évaluer, quand X — 400, la quantité

ZKI 1,1,n)g (ZAd) .

d|n

Pour cela, on va couper la somme (k) en deux parties, notées 31 (k) et Xo(k).
A cet effet, on définit la fonction de troncature hy : R} — R par

1si 0<z<y
hy(z) := { log(2y/z)/log2siy <z <2y
O0si2y <=z
et h¥ par hY := 1,59 — hy.
Le lemme suivant donne la tranformée de Mellin ainsi que la transformée de
Mellin inverse de h, et hY en fonction d’une intégrale.

LEMME 3.1. — On a pour y > 0 et pour u € C tel que Ru > 0 [’égalité
e -
h ="
v() u2log 2

et pour x > 0, les égalités

9) hy(gg):i/§R B2y,

207 Jypy—g x’ u?log?2

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 11

et

1 Tyul—27%
10 hY — Tyl 2
(10) (z) = 27 Jpu—s (y) u?log 2 “

On rappelle que Ay a pour support ’ensemble des entiers n tels que 1 <
w(n) <k, et qu’'on a 'égalité

Ax(n) = 3 w(aytog (1) Zm @)+ h(@)log (1)
dln
On a alors la décomposition
3(k) = X1(k) + Xa2(k)

avec

=1 (k) : ZKI* 1,1,n) ( )(Zu(d d)(log * ))(Zxd)2
dn

d|n

et

= S L ) (Swamaes ) (2 )"

On pose par ailleurs

L(m) := Z Ady A,

[dl,dz]:m
et on remarque que si p?(m) = 0 alors L(m) = 0, d’oit en utilisant Sel(z)

I'inégalité

(11) |L(m)] < 4p®(m)8~ (™).

3.2. Estimation de ¥, (k). — Dans ce paragraphe, on montre que X, (k) est né-
gligeable (quitte & bien choisir la valeur de B qui apparait dans (3)). C’est le
role de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Soient X, y et z définis par (3), avec a, B et n véri-
fiant (2). Alors il existe B > 0 tel que, uniformément pour toute suite (Ag)a>1
vérifiant Sel(z), on ait

[Z1(k)| = Og,x(X (log X)* ).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 J. SIVAK-FISCHLER

Démonstration. — Par définition, on a en développant la puissance k-iéme

:ZL( Z“ Zu: Kl"‘(l,l,n)g(%)(log%+log§)k

n=0 mod [d,m]

k
=3 () 32 20m) Y layhy (@10 )
d

=0 m
#

xSRI, n)g(%) (log %)’H

n=0 mod [d,m]

d’ou, puisque hy(d) = 0 pour d > 2y, et en utilisant I'inégalité (11) :

k ;
Si(k)] <& Qlog X)* D > D |L(m)|

1=0 ¢q<2yz? d<2y,m<z?
[d,m]=q

x‘ Z K1*(1,1,n)g (X)(log;,)k_l‘

n=0 mod ¢q

k
<Lk (IOgX)kZ Z Z p?(d)p(m)8=m

1=0 ¢<2y22 [d,m]=¢
#

x‘ 3R, 1,n)g<%) (log %)’H‘.

n=0 mod ¢
Comme, pour tout ¢, on a en posant d’ = ™4 :
q

f#

Z (d) 8w(m) < Z‘u dl Z‘u 8w (m) 2( )

[d,m]=q d'|m mlq
< 17912 (g),

on a par Cauchy-Schwarz :

1Z1(k)] <k ( longi i 17¢ q)‘ i Kl%l,l,n)g(%)(log%)’“l‘

=0 q72yz2 n=0 mod ¢q
k 1
<5 (log X) k Z ( Z 289« (@) Z 2“)(”)‘5](%) (log X)k l ) 2 %
=0 q<2y22 n=0 mod q

(12) ( 3 ‘ Z KI*(1,1,n)g (X)(logX)k l)%.

q<2yz?2 n=0mod q

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 13

Or, pour 0 < < k, on a en majorant trivialement g(<)(log %)k‘l et en posant
n=nmgq:

#

3 289v@ 3 2W<”>)g(%)(1og%)’“*l‘<<k,g zﬁ: s78<(0 3 getm)

q<2yz? n=0 mod q q<2yz? m<2X/q
#
578%(a)
kg XlogX >
q<2yz?
(13) Kp.g X(log X)5™,

Par ailleurs, d’aprés le corollaire 2.2 appliqué avec g = g X logk ~! pour B =
B(A) donné par ce corollaire avec A = 583, on a

(14) Z ‘ Eu: KI*(1,1,n)g (X)(log— ‘<<k,g X (log X)~583

q<2yz? n=0mod ¢

d’ou la proposition 3.2 en regroupant (12), (13) et (14). O

3.3. Décomposition de I’étude de X5 (k). — Dans ce paragraphe, on découpe la
somme Y2 (k) en trois morceaux : X 1(k), X22(k) et 3o 3(k).

En faisant le changement de variable d — % et en remarquant que la fonction

hY est croissante, on obtient

[Sa (k) si|K1*<1,1,n>|g(;})(%hﬂ(d)(log ) )(dzlgxd)
< Smrt s (}) (S (5 eeat) (E)
< S () (S () wsar) ()
W sxmw() S wam(d)(E )

Fouvry et Michel majorent ici trivialement (log d)* par (log X)*. Nous gardons
(log d)*¥ tout au long des calculs, ce qui permettra d’avoir une majoration plus
précise. Mais ceci fait augmenter 1’ordre du pole en lequel il faudra calculer le
résidu, donc la complexité des calculs.
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14 J. SIVAK-FISCHLER

Soit 0 < € < 1000(% — (). On pose pour j =1,2,3,
#

S,5(k) = 3 (log d)* h? (2§()hj(d) S KL, 1n) |g( )(ZL )

d n=0 mod d m|n
ou
h1 = hX%_E
hy = hX%+e hx%—e

En remarquant que hy + ho + hg = 1,50, on obtient

3
32 (k Z

On va maintenant étudier séparément les trois termes X, (k) pour j =1,2,3.
On va montrer qu’avec un choix particulier de (Ag)q>1, on a

Yoo(k) < eX (log X)**
ou la constante implicite ne dépend pas de €. Ce sont donc les parties Xo 1 (k)
et X9 5(k) qui sont contributives.
Cette division en trois intervalles n’apparait pas dans [2] car Fouvry et Michel
majorent trivialement |K1*(1,1,n)|, pour tout n > 1.
3.3.1. Etude de ¥31(k). — On étudie d’abord X ;(k), en faisant apparaitre
un terme auquel on pourra appliquer la loi de Sato-Tate verticale (voir §5.1).

Pour d divisant n, avec n sans facteurs carrés, on fait la majoration suivante
par multiplicativité croisée, en majorant trivialement |C(d,%5)| par 1 et en
utilisant le fait que 37 > 8 :

(logd)*|C(1,n)| < (logd)k‘c(%’d)‘ ' ‘C<d’%)‘

< tosarle(Ca) ()

On multiplie ici par (%’T)“’(d)_1 afin de compenser I'apparition d’un facteur
k(p) ~ % (voir le lemme 2.5), pour n’avoir que des puissances de ( entiéres
quand on transformera la somme en intégrales (voir § 5.1). En remarquant aussi

que
hy (d)hy<2§) = hu(d)
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CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 15

car B < %, et en faisant le changement de variable n — nd puis en sommant
sur les classes mod d, on a

Saa(h) < 5= 3 (log )R (d)

d
<3 (3T um)le(ha)| )
33% (3) " 05 ) ha (@)
x22w<n> 2(nd) ( )(ZL )|C(n,d)|
mind
< 23 (N gt mia) Y- (o, a)
y e
(n,d)=1
Y 2“’(t)u2(td)g(%)<ZL(m)>.
t=n mod d m|td
On introduit maintenant le terme
ﬁ C(n, )|

n mod d
(n,d)=1

qui apparait dans le lemme 2.5 :

S0 < 5+ 3 (3) " togar i@ (X 10

d n mod d
(n,d)=1
(16) < 3 22Oty (2) (3 Lom)
(t,d)=1 mltd
25 B logapiate) Y 1060)
d n mod d
(n,d)=1
% Z2w(t) 2(td)g ( )(Z L(m )gd(t,n).
m|td

La premiére partie de (16) sera le terme principal T'P; 1(k), et la seconde partie
le terme d’erreur T'E4 1 (k), définis ci-dessous.
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16 J. SIVAK-FISCHLER

D’ou, en insérant la fonction x(d) définie par (8), on a avec le changement
de variable td —t :

TP, (k) ::3% (32) (log d)*hy (d)x(d Zzw@ 2td)( )(ZL )
d

m|td
- 3% (%)w(d)(logd)khl(d)ﬁ(d) zﬁj 9u(®) ( )(ZL )
d t=0 mod d mlt
£ 3 (4)(5 o) 5 (2 s
t mit dlt
A = o S Lm)TP(m)
avec .
TPi(m) := Z a1 (t)
t=0 mod m

ar(t) = 2“%(%) 3 (‘%”)“(d) (log d)*h1 (d)k(d).
dlt

On adopte aussi la notation suivante pour le terme d’erreur de (16) :
8 3m\w(d) &
(18) TEi(k) = o zd: (I) (logd)*hi(d) 3 [C(n,d)|

n mod d
(n,d)=1

xS 220 (td)g (?)(ZL(m))gd(t,n).
t=n mod d m|td

=

On étudiera ce terme au § 7.3 grace a la proposition 7.5.

Etudions maintenant TP;(m) pour ’écrire comme intégrale d’un produit

eulérien. En intervertissant les sommes puis par le changement de variable

t— (tdm), on a

e = Y 206(L) 5 () tordrhi@na

t=0 mod m d|t

S (5)  tosarmiane ¥ 2iwe(5)

¢=0 mod [d,m]
—Z(%) (oga)*h(d)n(d) 3 2" ‘édm)“Q((fZ))de%X»
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Or, pour d > 1, on a

19 logd ik @ d
(19) (log ) % mzzm U,

par le lemme 3.1 :

1 U _1 s X3 €\u
hi(d) = — Sl d
1(d) 2im /M_B u210gu( d ) “

et, d’apres la formule d’inversion de Mellin, pour z > 0 :

1

—/ g(s)x™°ds = z g(1+ s)z™°%ds.
20T Rs=3

(20 glo) = sir )

On a donc
k'X 2% —1 1
TP X"f)“/ 5(1 XS/
1( ) (2Z7T) /éRu 3 u2 logu §Rs:2g( * S) Rov=2 vk+1
1 /3m\w(@d
X Z dv—v (*) w(d)
tdm td d 1+s
XZT’ o /ﬁ( m ><( ,m)) dvdsdu
t

(d,m) dmt

kX 2% —1 _(1_o. . s
:(2-3/ o XY / 91+ s)X
,”T) §Ru 3 u”logu Rs=2

(21) X / ) —— f1(m, v, s,u)dv ds du,
Ro=2 V

17

fi(m, v, s,u) == zd: dul_v (%T)‘U(d)m(d) Zt: 2”((2%)) ((Zdz)) <(i;:;b)>1+s

Or, on a en transformant la somme sur ¢ en produit :

guw(m) (d,m)'+5 /3m\w(@d 2uw(t) td
fl(m,’U,S,U) = mlts Zd: dl-}-Z:u—U (%) M)) Z t1+5 2< d Z))
S yp (%)w(d)fc(d)zw(ﬁ)
d
dm 2
() T (%)
,m)
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18 J. SIVAK-FISCHLER

w(m) -1
=80+Q0m@%;QII@+EéJ

plm

1+s (d)
X Z d1+s+u v ( )w (d)2W(ﬁ)

x uQ((z%) 11 (1+1%>_1

Plta,m)

ol ,
G11(8) := H (1 + 12+8) (1 - #) .
P

D’ou, en transformant a nouveau la somme sur d en produit,

f1(my, 5,4) = 31+ 5)Gr1 () 1+sﬂ (m)H(H 27+ Bj:f(f))
X H ( 1+slj-(fzv (1 + p12+s)71>

pim

w(m)
= O+ )G+ 5 41— 0)C1(v,5,0) 2 i (m)

1 8m 3m 1
xH(1+ 1+s) (1+ ;u_(f))<1+p1+s+u4y(§pi 1+s)>

plm
2(m

1+s

(22) = (14 8)G11(8)C(1 + 5+ 4 — v)G1a(v, 8, 0) sl vy (v, 5,u, m)

) 2\ 1
Glg’l}SUI:H( 1+s+u—v(1+p1+s) )(1—]m>

p
et

( im0 [ <1+ 2 )—1(1+ %"n(p))<1+ 2 k(p) )—1
v, s,u,m) = .

p1+s pu—v p1+s+u U(1+ 1+8)
plm
Si ’on pose
m (v, s,u,c) := vi(v, s,u,c) H (1 - 1/1(*;8%17))
ple P

et

ylvsud
&1(v, 8,u,¢) : E BT Acd,
d
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CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 19

on a alors par définition
(23)
771 v,8,U,C)

(v, s,u) ZL(m Vl(vsum T

l(vv S, U, 0)2

car L(m) = 0si p?(m) = 0. Ce sont les relations classiques du crible de Selberg.
Finalement, en regroupant (17), (21), (22) et (23), on a :

8 kX Qu
TP (k) = — X( —f>”/ §(1 X
1’1( ) 3 (2i7‘r)3 /%u 3 U logu Rs=2 g1 +s)

1
/%u—g WGl’l(s)Gl,z(v, s,u)
(24) x C2(1+8)¢(1+ s+ u—v)Q1(v,s,u)dvdsdu.

3.3.2. Etude de Y5 2(k). — Etudions maintenant ¥ »(k). On utilise dans cette
partie la majoration triviale suivante :

IC(1,m) 12(n) < 12(n).
On procéde de maniére analogue au § 3.3.1, en remarquant que
2X
Yy _
ha( DR (=) = ha(d),

car 0 <e< B), et que pour d > 1 on a par définition

ha(d) = h 3. (d) — h d),

1
1000 (E

X%_é(
avec

(25) hy (d) = 1/ 27_1(’;) du

2im Jypy—g u?logu
par le lemme 3.1.

Dans le cas de ¥ 2(k), il n’y a pas de décomposition en terme principal et
terme d’erreur. En effet, ¥ o(k) sera majorée par le crible au paragraphe 6.2,
grace & un choix particulier de (Ag)g>1-

Ainsi, on a :

k'X 2u — 1 . L
Yo o(k xGEtauw _ x(z-au / §(1 X
2’2( ) - (2“‘-) /éRu 3 U2 logu ( i ’ ) Rs=2 g( * S)

/§Rv:2 WGQVI(S)GQ,Q(’U, ER ’LL)
(26) X C2(1+8)C2(1+ s +u—v)Qa(v, s, u)dvdsdu

avec 2 1 2
Ga,1(s) = H <1 + 1+s> (1 - F) ’
P
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20 J. SIVAK-FISCHLER

2 2 (-1 1 2
Goa(v,8,u) = H (1 + pltstu—v (1+ p1+s) ) <1 - W)
p

et
(27)
2
w?(m) n2(v, s,u,c)
Q2(v, s,u) := ZL(m)W v, 8, U, M) R T & (v, s,u,c)?
ou
2 \1 1 2 -1
va(v, s, u,m) 1= 2<0™) (1+ ) (1+ )(1—}- ) ,
2( ) ;}l:ln plts pu—v pltstu— v(1_|_ 1+3)
n2(v, 8,4, ¢) := va(v, 8, u, ¢) H (1 - %ﬁ,p))
p S
ple
et

vo (v, s,u,d
& (v, s,u,¢) == Z %)\cd.

d

3.3.3. Etude de ¥ 3(k). — Etudions enfin ¥ 3(k) ; cette étude est paralléle a
celle de ¥ 1(k) (§3.3.1), sauf que les roles de d et n sont échangés dans une
partie du calcul.

On fait la majoration suivante pour d divisant n, par multiplicativité croisée
et en majorant trivialement |C(%,d)| par 1 :

o mn) <10 1(3) " )

car 37 > 8, afin par la suite de n’avoir que des puissances de ¢ entiéres (comme
dans I'étude de X5 1(k)).

En remarquant que, pour ¢ > 1,

sty (25) = 1w (25) = h gy )

t
avec
2X 1 1—-27% 12X\
o) [,
t 2im Jyqpyu—g u?log2 \ yt
1 2u Xiteyu
b= [ 2L Xy
Xz 2im Jqu—s u?log?2 t

grace au lemme 3.1 et car 0 < € < 1000(% — (), on a
Yo 3(k) <TPs (k) +TE3 (k)
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avec

TPsq(k) = k,!X /é)(e (ﬂ (§> 2" — X( +e)U)

(2im)3 u? log 2 u?log 2
1
x/ g1+ s)X?® ) —7G3,1(v,5,u)G32(v, 8, u)
Rs=2 Ro=2 UV
(28) x C(1+8)C*(1 + s +u—v)Q3(v, s,u)dvdsdu
ou
2 1 2
G3,1('l), S’u) = H (1 + p1+s+u—v) (1 - p1+s+u—v) ’
P
(29)
EL) 1
Gs2(v, s,u) ::H 1+ £r(p) (1— 1+8>,
» 1+s (1 + 1+S+u 1J) p
(30)
Q3(v, s,u) := ZL (v,s,u,m) s Uclisu ) & (v, 8,u,¢)?
avec
2w (m) 2 -1 3 o
1/3(?}, s,u,m) = mu—v H (1 + Im) (1 + gli(p)p )

plm

()

1+s(l_|_ m

7’]3(’0,8,U,C) = I/3(’U,S,U,C) H (1 - M)

lers
ple
et
v, s,u,0) = Y OB 0D
d
et
TEs (k) =Y (%”)“(”) S 10, Y 240 (log 1)
n d mod n +
(d,n)=1
2X\ nt
(31) % hy(Oh (== ) u2(nt)g (5 )gn(t, ) ( D Lm))

m|nt

que l'on étudiera au § 7.3 a travers la proposition 7.6.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



22 J. SIVAK-FISCHLER

4. Définition et propriétés de la suite (\;)q>1

On construit maintenant la suite (Ag)q>1 du théoréme 1.7.

4.1. Définition. — Pour que ’on puisse négliger le terme médian ¥ 5(k), on est
obligé de prendre les coefficients d’un crible de dimension 4, plus précisément
ceux minimisant la partie médiane, méme si ils ne sont pas optimaux pour les
parties extrémes.

On pose
4
v(c) == gple = 15(0,0,0,¢),
(e,w) = gl! (1 + %),
n(c) :=v(c) H (1 z/(p)) =19(0,0,0,c),
ple
. v(p)
0=T16-"2)
et

v(c
€e) =) —(C )Acd = £(0,0,0,c).
d

Les parties extrémes sont de dimension 2. Si l'on avait choisi un crible de
dimension 2, 5 (k) ne serait plus < eX (log X)*~! mais > X (log X)*+1.

On pose alors

)\0

(32) Mg =4

A

avec

_ o #ldi)v(d) p(ddy)v(ddy)
A = %: i () h(dd:)

33 - Md) L vld), aa.
(33) led (1 _ V;p)) (dhg):l dy 7i(dy) (ddy)

On a trivialement A\; = 1 et Ay = 0si d > 2z ou u(d) = 0. D’autre part, comme
h. est décroissante, on a ’inégalité

2 #
g < D s L), ) < N
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ce qui entraine la relation

1
Ag| < =~ <2 x 2@
7i(d1)
car 1 4
( - @) —1+ -
p p

Ainsi, la suite (\g)g>1 vérifie bien Sel(z).
On peut alors par le lemme 3.1 écrire )\g sous forme intégrale
#
wu(d) 1 / z\v 2% —1 1 wv(dy)
34 2\ = — =) —— ——=dw.
(34) (d) 2im Jgp—s <d) w2 log 2 2 4 Gi(dy)

(d1,d)=1
4.2. Equivalent de \9. — On énonce maintenant le lemme suivant :
LEMME 4.1. — On a pour z > 2

A = Gi('o) log" z + O(log® 2)
avec '

Go(w) = H (1 + ﬂ) (1 - pliw>4'

l'w_@
ptte(l— =)

P
Démonstration. — D’aprés (34), on a
#
1 2w _ 1 1 w(dy)
A= — v d
1
1 ow _ 1 .
= — Y 1 dw.
2im %w::,,z wQIOgQGO(w)C( +w)dw
Comme
vip)  _
_ vy 7
(1- 2)

le produit eulérien définissant Gy est normalement convergent sur le demi-plan
Rw > —20g pour un certain 0 < §g < % donc la fonction Gy y est holomorphe.
Par le théoréme des résidus, on a alors

2% —1 1 2v -1
0 _ w 401 — Y ‘1 d

A = Regs® 2 Go(u)CH 1+ w) + 51 /% T g O 1w

_ w 2% —1 4 —dp

= Resz 7w210g2G0(w)< (1+w)+0(z7%).
Or, on a

2% —1 Go(0
523 zmeo(w)C‘l(l +w) = 1(' ) log* z + O(log® 2)
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d’ou le lemme 4.1. O

4.3. Equivalent de \,. — On a d’abord besoin d’un lemme auxiliaire :

LEMME 4.2. — Pour tout 0 < € < %, il existe D(e) > 0 telle que pour tout

0 < 6 <€ et pour tout j > 2, on ait la majoration

[T (1 + 55) < exp(D(1o5.))

plj

Démonstration. — On remarque que pour p|j, on a la majoration

1
<1+
p €

1
(35) L+ s

Or, comme on a ’égalité

(30) I1 (14 o) = (Sos (14 ).

plj plj

il suffit de majorer
1
(37) D log (14 F)'
plj

Or, comme pour 0 < z < 1, 0 < log(l + z) < z, on a par le théoréme des
nombres premiers

@) << L LS (logg)

1 1—e¢ 1 y
ol ¥ o P (log3)" 35
d’ou le lemme par (35), (36) et (38). O

On démontre maintenant un lemme permettant d’estimer les (Ag)g>1 :

LEMME 4.3. — Pour tout § > 0 et pour tout entier ¢ < z'~% sans facteur
carré, on a

log*(z log3(z
o)

ot la constante implicite est indépendante de z et de q.

REMARQUE. — On a A\; = 0 pour q > 2z.
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0

. A
Démonstration. — On rappelle que \; = 3%

X0 avec

(d,q

Or, on remarque que h,(qd) = hz/q(d) d’ou

#
Agzu(q)ﬂ(ué) 3 ;llgghzm(d).

plq P (d,q)=1 K
Or, on a
#
1 v(d) 1 2\ 2% — 1 4
S L [ ) B )
(d,q):ldn(d) 27 Jpp=s \q/ w log2pyq D

donc, comme précédemment, par le théoréme des résidus, on obtient

ww _ ] v(q,1)
N =Ret (0) wriog st @ 1 ) Co0IC L+ )

1 zZ\w 2% -1 7(q,1) 4
— d 1
= (q) oTTog3 O 50 1 7y o) (1 +w)i
2w 1 (g, 1)
w20 (q) w? 10g2u(Q)ﬂ(q, 1+w)

par le lemme 4.2, et

Go(w)C*(1+ w) + O(=)

z\v2¥ -1 -1 4
Res (q) il gzu(q,l—l—w) Go(w)¢* (1 + w)

= G050, 1) 10g* (2/0) + 0108 (=/0))
d’ou
3 = (@) “0 log? (/) + O(log*(2/).
Comme
A = GO( )log z + O(log® 2)
par le lemme 4.1, on en déduit le lemme. O

5. Transformation des sommes en intégrales

On utilise maintenant le choix particulier de la suite (Ag)g>1 effectué au pa-
ragraphe 4 pour exprimer sous forme intégrale les sommes T'P; 1 (k) et TPs 1 (k),
et un majorant de X5 2(k). Ceci nous permettra d’étudier leurs comportements
asymptotiques au paragraphe 6.
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5.1. Transformation du terme principal de ¥, ; (k). — On transforme d’abord le

terme principal de X3 1 (k). Par définition de la suite (Ag)4>1, on a d’aprés (34)
(39)

1 sow—1 9w _1 .
— w+w . / d d /
Qi(v,s,0) (2imA9)2 /§Rw1_3 /gym_g ? w?log?2 w'? log2Q1(U’ 8,0, ' )dwdw

avec

#
Ql(v,s,u,w’w’) — Z m (v, s,u,c)

cl+s+w+w’ﬁ(c)2

Z p(d)u(d v (v, s,u, d)vi (v, s,u,d')

~ d1+s+wd/1+s+w n(d)n(d/)
(dd’,c)=1
#
v(d1)v(dy)
X
(41%:):1 d1+wdll+w ~( ) ( )
(d’l,cd’) 1

Or, en transformant les sommes de Q; en produits, en obtient

Q1(v,s,u, w,w') = H <1 + pl+w(yl(p)”(;’))) 1;[ (1 + lervﬂl(/l(p_)”Ef)))
v1(v,s,u,p)
(1 pltstu( @) (1 + W) )
(v,8,u,p)
1;[ (1- e 'fg;") Zlu+p o ))

p1+w’ (1— v;p) )

=

(40)

(1_|_ 771(7),5,“727) %
1+s+w+w _ M 2( v(p) )( ”(P) )
o VAL e 2oy )\ e 2o
—1
1— Vl((’)U,S,U,p) > ) %
1+s4+w _ vip) v(p
D (1-= )(1 + 7)

1+w(1_ ¥
pit(1— 20

(1_ Vl(v787uup) )71)
] (Teromy

~

On a

H(”M) I (1+ ) = Gotw)c 1+ w),

p
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ou GGy est définie dans le lemme 4.1. D’autre part, on a

H (1 a 4.2, wp) v(p) ))

D p1+s+w(1 - %)(1 + p1+w(1,¥)

=G13(v,8,u,w)(2(1+s+w)( (1 +s+u—v+w).

Le dernier produit eulérien de (40) peut s’écrire sous la forme
G1.4(v,8,u,w,w )1+ s +w+w)(1+s+u—v+w+w).

Pour n > 1 et o, 8 € R, posons B'(n,a, ) = {(z1,...,2,) € C"| — 00 <
Rz < Bet a < Rz; < B, pour tout ¢ = 2,...,n}. Par le lemme 2.5, la fonction
G1,3 est holomorphe sur

1

{(v, 8,u,w) € C*|Rw, Rs > T

et non nulle sur B’(4, —d1 3,d1,3) pour un certain 0 < §; 3 < 1—16. De méme, par
le lemme 2.5, la fonction G 4 est holomorphe sur

%(s+u—v)>—%}

1
{(v, 8, u,w,w") € C° | Rw, Ruw',Rs > 16’

et non nulle sur B'(5, —01,4,01,4) pour un certain 0 < d1 4 < %. Enfin, G11
est holomorphe sur un voisinage ouvert de B(1, —i,—i—oo) et non nulle sur

§R(s+u—v)>—é}

B(1,—0d1,1,01,1) pour un certain 0 < 411 < i et, & nouveau par le lemme
2.5, la fonction G 2 est holomorphe sur

(v, 5,u) € C*| Rs > —%,?R(s—ku—v) > —i}

et non nulle sur B'(3, —d; 2,d1,2) pour un certain 0 < d; o < 1—12
Le terme d’erreur en O(p~ %) dans le lemme 2.5 (qui découle de la loi de Sato-

Tate verticale) est trés important. Si on n’avait eu qu’une erreur en O(@),

les fonctions G2, G1,3 et G4 auraient été holomorphes sur des domaines trop
petits pour pouvoir ensuite repousser les droites d’intégration.

Finalement, si ’on pose

G1(v, 8,u,w,w') =
Go(w)Go(w')G1,1(8)G12(v, 8,u)G1 3(v, 8, u,w)G1 3(v, 5, u,w)G1 4(v, 8, u, w,w")
et
(41) 01 1= min(éo, (5171, 5172, 5173, 5174, 1/250) > 0,

alors GG; est holomorphe sur

1
{(v, 8, u,w,w") € C° | Rw, Rw',Rs > —%,%(s—i—u —v) > —g}
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et non nulle sur B'(5, —d1,01). On a donc I'égalité suivante par (24), (39) et
(40) :

ST N N A Y |
TP1,1(k) = — g1+ 8)G1(v, 8, u, w,w
! 1( ) (2171-)5(/\(1))2 Rw’'=3 J Rw=3 v Ru=3 /Rs=2 J Rv=2 ( ) 1( )

;20 —1 2" —1 21 1
w?log 2 w'? log 2 u2 log u vk+1
CGA+w)CA+ )1+ s+w+w)(1+s+w+w +u—v)
Cl4+s+w)(l+stwtu—v)21+s+w)(1+s+w +u—0)

(42)  x vt XG0 X321+ 8)C(1+s+u—0)

dvdsdudwdw’.
5.2. Transformation de X5 »(k). — On transforme maintenant ¥, o(k) en inté-
grale. D’aprés (34), on a
(43)
1 w+/2w_12w_1~ / /
=——— v_— dwd
Qa(v;5,u) (2imA))2 /mw,g /mwg) ? w? log 2 w'? log2Q2(v’ 8, w, w)dwdw
avec

#
~ N n2(v, 8, u,c)
Qa(v, 8, u, w, w') = ; cl+s+w+w’ﬁ(c)2

Z p(d)p(dve (v, s,u, d)va(v, s,u,d")
— d1+s+wdll+s+w”*( ) (d/)
(dd’,c)=1

f
3 v(di)v(dy) ‘
(dy,ed)=1 d%+wd,11+w ﬁ(dl)ﬁ(dll)
(d’l,cd’):l

Or, en transformant les sommes de Q2 en produits, on a :

Qg(v,s,u,w,w') = 1;[ (1 + pl"‘w(yl(p—)'/g’))) 1;[ (1 + V(p_)y(p))>

pr (1=
H (1 ~ va(v, 8, u,Dp) )
H (1 ~ va(v, s, u,p) )
P et (14 )

(1 + 772(1),5:%17)
st+w+w’ _ m V(p) V(p)
pstutv’(] )2(1+ ><1+p1+w, _7)

P pttu(1-4el)

(44)

~ ]
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(1 _ IJ2(’U,S,’LL7p) >7l><
Ltstw(] — M)(l + %)
p

p pltw(1— V(pp))

(1 _ I/Q(U,S,U,p) )_1>
P (1= ) (1 )

C’est exactement la méme formule que (40), mais avec 'indice 1 remplacé par 2.
On a

IT( o) = L (1 k) = Gotwrcia +),

» ptte(l P
H(l— (v, s,u,p) ) :G2$3(v,s,u,w)C_2(1+s+w)c_2(1+3+u_v+w)’
p1+s+w(1 _ M)(l + &)
P p”“‘(lf@)

et le dernier produit eulérien de (44) peut s’écrire sous la forme
Go.a(v,8,u,w,w)C(1+s+w+w)CA+s+u—v+w+w).

Ici, G2,3 est une fonction holomorphe sur

1 1
{(v,s,u,w) € C*| Rw, Rs > —1—6,8?(s—|—u—v) > —g}

et non nulle sur B’(4, —d2 3, d2,3) pour un certain 0 < dy 3 < %,

fonction holomorphe sur

et G4 est une

1 1
{(v, 5,u,w,w") € C°|Rw, Rw', Rs > —Tﬁ,%(s—ku —v) > —g}

et non nulle sur B'(5, —d2 4,92 4) pour un certain 0 < dg 4 < 2—10. De méme, la
fonction G,1 est holomorphe sur un voisinage ouvert de B(1, —i, +00) et non
nulle sur B(1, —dz,1,d2,1) pour un certain 0 < dg 1 < i, et la fonction G est
holomorphe sur

1 1
{(v,s,u) € C?|Rs > —Z,éR(s-i-u—v) > —1}

et non nulle sur B’(3, —d2.2,92,2) pour un certain 0 < da o < %

C’est ici que l'on voit 'importance du choix de (Ag)4>1. Avec un autre choix,
on aurait eu des puissances différentes de (, qui feraient apparaitre par la suite
des puissances plus importantes de log X.

Finalement, si ’on pose

G (v, s,u,w,w') :=
GO(w)GO(w/)G2,1(5)G2,2(U, S, U)G2,3(’U, s, U, w)G2,3(U, s, U, w/)G2,4(’U, S, u,w, ’LU/)
et

(45) 52 = min(ég, 52,1, 52,2, 52’3, 5274, 1/250) > 0,
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alors G2 est holomorphe sur
{(v, 8, u,w,w") € C° | Rw, Rw',Ns > —%,%(s +u—v)> —%}
et non nulle sur B'(5, —d3,d2), et on a la majoration
22 2(k) < 235(k) — T 5(k)
d’aprés (26), (4 3) , avec

Tt / A A A A
2’2() 2”‘- )‘0 Rw’'=3 J Rw=3 v Ru=3 /RNs=2 J/ Rv= 2 +s 2(vsuww)

wol w1 -1 1
w?log 2 w'? log 2 u? log u vk+1
Cl+w)* 1+ w)Cl+s+w+w)Cl+s+w+w +u—v)
Cl+s+w)PA+s+w+tu—0v)21+s+w)l+s+w +u—0)

(46)  x put’ 2 I X321 4 6)¢2(1+ s+ u—v)

dvdsdudwdw’.
5.3. Transformation des termes principaux de X5 3(k). — On transforme enfin
Y2 3(k) en intégrale. On a par (34)
(47)
1 P2% =1 2% —1

— w+tw / dwd /
Qs(v,5,u) (2im\?)2 /§Rw’ 3/§Rw 3z w? log 2 w'2 10g2Q3(U787u’w’w) wew
avec

#
~ N n3(v, s,u, c)
Qs(v, 8,0, w,w') = Z cl+s+w+w’ﬁ(c)2

p(d)u(dvs(v, s,u, d)vs(v, s,u,d’)
Z d1+s+wd/1+s+w n(d) (d/)

d,d’

(dd’,c)=1

#
- v(dy)v(d;)
=y DT (dn)i(dy)
(d’l,cd/) 1

Or, en transformant les sommes de @3 en produits, il vient

@mawmw=HO+I@L@QgO+W?WQ

1+w 14w’
v ptte(l— = pit(l-=
Mme- vo(v,5,1,9) )
T (R

1;[ (1 B v3(v, s, u,Dp) = >>

1+s+w’ _ v
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773(7)757%]9)
48 [1(1 x
( ) * 1+s+w+w’ 1= v(p)\2 1 v(p) 1 v(p)
P P 1-=7)2(1+ +

1 _v(p) 1 _v(p)
pre(1-21) prH’ (1220

V3(Ua S,U,p)

—1
1-— ) X
( pltstw(l— M) (1 + v(p) )
P piHv(1-22)

(1 v3(v, s,u, p) >_1>
14+s+4+w’ _ @ v(p) ) ’
p (1 » )<1+4p1+“’,(1—%)
C’est exactement la méme formule que (40) et (44), avec l'indice 3 a la place
de 1 ou 2.

On a

H(”M) H( 1+w)=Go(w)<“(1+w).

p

D’autre part, on a

H (1 3 v3(v, s, u,p) = )) _

s+w v(p)
p p1+ * (1 - Tp)<1 + p1+w(1_%)

G3,3(v,s,u,w)C_1(1 +s+w) 21 +s4+u—v+w),

et le dernier produit eulérien de (48) peut s’écrire sous la forme
G3.4(v,8,u,w,w)C(1+ s +w+w)P(1+s+u—v+w+w).

Ici, par le lemme 2.5, la fonction G3 3 est holomorphe sur
1 1
{(v,s,u,w) € C*| Rw, Rs > —1—6,%(s+u —v) > —g}

et non nulle sur B(4, —J5 3, d3,3) pour un certain 0 < d3 3 < 16, et G3 4 est une
fonction holomorphe sur

{(v, 8, u,w,w") € C°|Rw,Rw', Rs > —— , R(s +u —v) > —%}

1
16
et non nulle sur B’(5, —d3 4,93 4) pour un certain 0 < d3 4 < %

De méme, les fonctions G 1 et G 2 sont holomorphes (en utilisant le lemme
2.5 pour G32) sur

(v, 5,u) € C*| Rs > —%,?R(s—ku—v) > —i}

et non nulles sur B’(3, —d3,1,3,1) pour un certain 0 < d31 < 5

C’est le fait que k(p) ~ % et introduction du facteur 3?” qui permettent
de ne faire apparaitre que des puissances entiéres de (.
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Finalement, si ’on pose

G3(v, s,u,w,w') :=
Go(w)Go(w')Gs 1 (v, 5,u)G3.2(v, 5,u)G3,3(v, s, u, w)G3 3(v, $,u, w')G3 4(v, s, u, w,w")
et
(49) d5 := min(do, 93,1, 93,3, 03,4, 1/250) > 0

alors GG3 est holomorphe sur

{(v, s, u,w,w') € C® | Rw,Rw',Rs > —— , N(s +u—v) > —é}

L
16
et non nulle sur B’(5, —d3,03), et on a les égalités suivantes d’aprés (28), (47)
et (48) :
2X
TP3,1(k) = TP3, (7, k) + TP 1 (XGET k)

avec

TPs1 (Y, k) == / / / / / §(1+ s)Gs(v, s, u, w,w
31( ) 2”7' >‘0 Rw'=3 J Rw=3 J Ru=3 /Rs=2 J Rv= 2 3( )

w_1 9w _1 2v_1]
w?log2 w2 log 2 u2logu vk“

CGl+w)r1+w) (1 +s+w+w)C(1+s+w+w +u—v)
CAQ+s+w)PA+s+wtu—v){(1+s+w)P(1+s+w +u—0)
dvdsdudwdw’.

(50) « ! 2

YUX5¢C(148)C2(1+s+u—v)

6. Etude asymptotique des termes principaux

Dans cette partie, on utilise le théoréme principal du chapitre 3 de [7] (énoncé
dans Pappendice) pour étudier le comportement asymptotique des termes prin-
cipaux de 3s(k). Cela revient a décaler successivement les droites d’intégration
par la méthode des résidus, et donc & calculer finalement un résidu multiple
qui ne fait plus apparaitre la fonction ¢ de Riemann, mais & la place une frac-
tion rationnelle. On utilise de maniére cruciale le domaine d’holomorphie des
fonctions G1, G3 et G3 déterminé au paragraphe 5 grace au lemme 2.5 (loi de
Sato-Tate verticale).

6.1. Asymptotique du terme principal de 33 ; (k). — On a ’équivalent suivant
pour TPy (k) :
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LEMME 6.1. — On a
8 X (41)2 L
TPy (k) = — (8) §(1) Py (log X, log X 27, log 2) + O, (X (log X)*~?%)
37 log® 2

avec Py polynéme homogéne de degré k + 7 défini par
Py (X1, X2, X3) =

| !
Res Res Res Res Res Kl exp(Xys) exp(Xzu) exp(Xs(w + ')
w'=0 w=0 u=0 s=0 v=0 pk+1 ww'u

xC?(148)¢(1+s+u—0v)
CGl+w)* A+ w)CPA+s+w+w)(1+s+w+w +u—v)
Cl+s+w)l(l+s+w+u—0v)21+s+w)(1+s+w +u—v)

Démonstration. — On sait que T'P; 1 (k) s’écrit comme une intégrale quintuple
par (42). Par le théoréme des résidus, on a (par absence de poles)

04 = | / [ ] [ e
( 371' 217r >\0 Rw'=8, J Rw=61 JRu=5, /Rs=6, J Rv=6,

—1 2w —1 2v—1
w2 log 2 w2 log 2 u2 log 2 v’““
x XG99 X5¢2(1 4+ 8)C(1 4+ 5 +u —v)
G+ w4+ w)CA+s+w+w)(1+s+w+w +u—0)
Cl+s+w)l+s+wt+u—v)Cl+s+w)(l+s+w +u—v)
dvdsdudwdw’

w+w

x G1(v, 8, u,w,w’)z

avec §; donnée par (41).

11 suffit donc d’appliquer le théoréme A.1 avec

1 =w,Ts =w,x3 =u,Ty =S et T5 =,

g eM= Lyi=7=-By="7=0,

971 1992 — 9% — |
G = g(1 G
(xla ,l‘5) T 10g2$210g2$310g29( +IIT4) 1(‘/1:57 ,512'1),
1

SC1£L’2:E3SC§+1

T1=72 = Q,73 =

R(:L‘l,...,xg,) =

Z(z1,...,25) =C(1+x3+ x4 — x5)42(1 + z4)
(4(1 +2§'1)C4(1 +.’£2)C2(1 +$1 +£E2 +.T4)C(1 -|-.'L‘1 +(E2 +.’I73 +.’E4 — .’175)
Cl+ 2+ 21+ 21+ 23+ 24 — 25)C3(L+ 22 + 24) (1 + 22 + 23 + 24 — 25)

§=01,0' = (1 —n)d,
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d’ou
8 X
3m (A])?

Or, on remarque que

TPy 1 (k) = (3(1)61(0,0,0,0,0)P1(log X, log X 3=, log 2) + O (log X)) ).

Gl (0» 0, Oa 07 0) = C;O(O)2

car
1/1(0,070,[)) -1 13
G1.1(0)G12(0,0,0) = l1-—— 1--),
1’1( ) 1’2( ) ]-;[( p ) < p)
v1(0,0,0,p) 1\-3
G15(0,0,0,0) = 1—-——)(1--
1’3( ) ];[< D )( p)
: G (00000)_H(1_M)_1<1_1>3
1,4\Y, Y, Y, Y, . p p .
Finalement, comme
)\0 GO( )1
1= og* z + O(log® 2)
par le lemme 4.1, on conclut. O

REMARQUE. — Nous verrons dans la partie 10 que Pj(log X, logX%,log 2)
n’est pas nul pour certains choixr de paramétres, mais, a priori, ce n’est pas
évident.

6.2. Asymptotique des termes principaux de Y2 5(k). — On énonce ensuite le
lemme suivant :

LEMME 6.2. — On a

X (4!)?2
log8 z

+0,4(X (log X)*72)

avec Py polynéme homogéne de degré k + 7 défini par
Py (X1, X2, X3) =

Yoo(k) <

§(1)(P2(log X, log X 2*<,log 2) — Py(log X log, X *~*, log 2))

Res Res Res Res Res f! exp(Xou) exp(X1s) exp(Xg(w + w'))
w' =0 w=0 u=0 s=0 v=0 pk+1 ww'u
xC(1+8)C2(1+s+u—0)
CA+w)t 14+ w)Cl+s+w+w)CA+s+w+w +u—v)
Cl+s+w)(l+s+w+u—v)C1+s+w)2(1+s+w +u—v)

Démonstration. — On procéde de maniére analogue a la preuve du lemme 6.1
avec 02 donnée par (45) et en partant de (46). O
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6.3. Asymptotique des termes principaux de X3 ;5(k). — On a enfin 1’équivalent
suivant pour T P31 (k) :

LEMME 6.3. — On a

X (412 2X
g(1)(Ps(log X,log (— ), 1o

o5, I (Pallog X log (£7 ) Tog2)

— P3(log X,log X7+¢,log )) 4+ O, (X (log X)*~2)

TPs.1(k) =

avec P3 polynéme homogéne de degré k + 7 défini par
P3(X1, Xa, X3) =

k! X X X !
Res Res Res Res Res exp(X15) exp(Xau) exp(Xs(w + w'))
w/=0 w=0 u=0 s=0 v=0 Uk+1 ww'u

x 21+ 8)¢(1+s+u—0)

Cl+w)* A +w)CPA+s+w+w)(1+s+w+w +u—v)
Cl+s+w)(l+s+w+u—v)32A+s+w)(1+s+w +u—v)

Démonstration. — De méme, on procéde comme dans la preuve du lemme 6.1,
pour d3 donnée par (49) et en partant de (50). O

7. Traitement des termes d’erreur et preuve du théoréme 1.7

Dans cette partie, on applique (§7.3) le théoréme de Barban-Davenport-
Halberstam (énoncé au paragraphe 7.1), ce qui permet d’estimer les termes
d’erreur et de conclure la preuve du théoréme 1.7 (§7.4).

7.1. Autour du théoréme de Barban-Davenport-Halberstam. — Le théoréme de
Barban-Davenport-Halberstam sera utilisé sous la forme du théoréme ci-
dessous, ce qui permettra de traiter les termes d’erreur qui apparaissent dans
la preuve du théoréme 1.7 et dont la preuve suit essentiellement celle de [5]
(p. 425) :

THEOREME 7.1. — Soit (fn)n>1 une suite compleze vérifiant le critére de
Siegel- Walfisz sous la forme

| Y - Y B <eadnllogan)

N<n<2N QO(Q) N<n<2N
n=a mod ¢ (n,q)=1

avec Any > 1 et
_1
8y < ANN~=.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



36 J. SIVAK-FISCHLER

Alors, pour tout A > 0, il existe By > 0 et ¢!y > 0 tels que pour N > 2 et
Q < N(log N)~B4 on ait l’inégalité

SY Y a2 sl

<Q amodq N<n<2N N<n<2N
(a,q)= n=a mod gq (n,q)=1

< dy(1 4 coat1s) Ay (log N)~4

Remarque Dans cet énoncé, contrairement a [5], on ne fait pas d’hypothése
de la forme c4(log2N)~4 < 1, car nous ne serons pas toujours dans ce cas. En
outre, on a besoin de connaitre explicitement la dépendance en c4 (ici, cga+1s)-

7.2. Vérification du critére de Siegel-Walfisz. — On énonce d’abord un lemme
technique :

LEMME 7.2. — Pour tout entier t sans facteur carré, pour tous réels z > 1000
et w, on a les majorations uniformes :
L 1 4 4 —1 w(t)
(51) fa(t,w) = 1,} (1- m(u Pl m) ) <210
et
f . p(m) 4 4 -1 t
(52) f.(t,w) = Z ﬁH(l-{-;)(l—Fm) <2-10¢0,
mit m log = p‘m p og z
m<2z
Démonstration. — Pour p premier divisant ¢, on a
1 4 4 -1
) - w04 )0 )™
4 -1
< — _ .
1+ == (1+-)1+ e
Or, pour p > 5, on a
4 4
|1 + 14 L } = 1
p +logz+1'w p +logz
d’ot
4 4 -1
3) <1+ 1+-)(1 - ——
(53) < pog= ( P)( p1+$)
4 20
<1+ (1+-)Q+ =) <10
plogz p p +logz
car ﬁ <1+4+bxpour0<z< %. Par ailleurs, pour p = 2,3, on a
14+ > 4 1> 4 1
p1+10éz+iw = p1+¢ = pl+m

TOME 137 — 2009 — ~N° 1



CRIBLE ASYMPTOTIQUE ET SOMMES DE KLOOSTERMAN 37

d’ou

5 pour p = 2
(53) < { O POWP
18 pour p = 3,
d’ou (51).
De méme, comme précédemment, on remarque que
If(t,w)] <2) 9¢® <2][10 < 2-10®)
mlt plt

ce qui conclut la preuve du lemme. L]

On vérifie maintenant que la suite 2°® 2 (¢)t=1+ (log ) f, (t, w) f. (¢, w’)
vérifie le critére de Siegel-Walfisz :

PROPOSITION 7.3. — Soient A >0, k>0 et 0 < a < 1 vérifiant (2). Soient
aussi des réels x,w,w’ et z > 1000 vérifiant (3) avec X > 2. Il existe alors
cala, k) > 0 tel que pour VX < N < 2X, pour 1 <d < N et pour (n,d) = 1,
on ait les inégalités suivantes uniformément en x,w,w’

#
ST 2O log H)F F (¢, w) . (£ w')galt, n)
N<t<2N

(54) < cala, k)(1 + z2)(log X )k+20000-4
et
||2w(t)M2(t)t*1+m(1og t)’“fz(hlﬂ)fz(t,w’)HN < (logX)k+20000N7%.

Démonstration. — Si (log X)?** < d < N, on a par (52) et par Cauchy-
Schwarz :

#

> 20T (log )t w) £t w)

N<t<2N
t=n mod d

# Jo 39999
(log X)k (t (log X) 2
<422t § 2000 « 2/ T
S N < 4

[N

N<t<2N
t=n mod d

et par (52) et la formule de Mertens

i

(t,d)=1

k # w(t) k+201
<4 (log X) 200 < (log X) '

; ¢(d) N<t<2N t d

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



38 J. SIVAK-FISCHLER

Ceci démontre la premiére inégalité de la proposition pour (log X)?4 < d < N.
D’autre part, on a l'inégalité suivante par (52)
#
o 1220 (log )k £ (¢, w) fa (8, w)[?

N<t<2N
t=n mod d

log X )2k 8 log X)2k+39999
(Og ) Z 2002w(t) < (Og )

< N2 N ’

N<t<2N
t=n mod d

ce qui démontre la seconde inégalité de la proposition.
Il reste & démontrer la premiére inégalité de la proposition pour d <
(log X)24. On remarque que

#
> 22O (log t)* £ (t, w) £ (t, w) ga(t, n)
N<t<2N

#
(55) =%d) dToxm) D> 22Ox@)t T (log t)* f(t, w) £ (t, w).

x mod d N<t<2N
XF#X0

Estimons d’abord
S 20821 ) (1)
t<y
pour X # X0, N <Y < 2N et pour ¢ € N* sans facteur carré, grace au lemme
suivant :

LEMME 7.4. — Pour x # xo, N <Y < 2N et t' € N* sans facteur carré, on
a

D 22O 2t )x (t) < 9 YS/°.

t<Y
Démonstration. — On a par la formule de Perron :
1 Ys
> 22O (e )x(t) = —— / F(s,t',x)—ds
<y 20T JRs=1+(log ¥) 1 5
ou
F(s,t',x) ==Y 2°Op2(tt))x(t)t =
t
2 x(p)\ 2 -
= <1 + —sx(p)) = H (1 + (s)) L*(s,x)F(s,t, %)
; p p p
pit plt
avec ) (D)2
7 X\p
F(s,t',x) := 14+ —x(p))l1-—
(5,1, %) 1;( ) (1-27)
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qui est holomorphe pour s > 1/2 car x n’est pas principal; ici L(s, x) est la
fonction L de Dirichlet associée au caractére x. On pose pour T > 2

1 14+(logY) ™' +iT
J(Y7 T7 tla X) = o

Ys
- F(s,t',x)—ds.
2w 14+(log V)1 —iT s

On rappelle que (cf. [1] p.105) pour ¢ >0,a>0et T > 1, 0on a

’ /c+zoo a® 1 e+l d ‘ a® min(l,T_1| log a|_1) sia#1
2T ico ’

s 27 Jo_ir 8 cTlsia=1.

Ainsi, on a

| 2; 2402 (') x(8) = (Y, T, ¥, )|

22Mp2@t) _ _
(56) <<YZ o) 1m1n(1,T Ylog(Y/t)|~1).

Pour ¢t < 3Y ou t > 2Y, |log(Y/t)|~! = O(1), et ainsi, la contribution de
ces termes a (56) est
(57) < Y(logY)*T 1,
car si Z >Y, on a par intégration par parties

# #
9u(t) 9uw(t) 1
_ —(logY)
Z tl+(logY)—1 - (Z t )Z ®
<2 <2

z
2¢(t) 2 (¢) du
—1
— (log¥) /1<Z ¢ )u1+(logY>—1

t<u

A 2
27— (log ¥) ! —1 [0 _(ogu)®
< (log 2)°Z + (logY) /1 wltlog )1 du

< (logY)? + (log Z)QZ*(IOgy)_1

d’o (57) en faisant tendre Z vers +oo.
Pour %Y <t< gY, on a

# gu(t)
(B8) > A egyy T min(1L, T log Y/t ™)
Sy<t<3y
1 f
<y > 22O7 Y log Y/t
2y <i<iy

car on peut supposer Y de la forme Y = [Y] + %
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Pour ¢t > Y, log(t/Y) a pour valeur respectivement

Y+1 log Y +3 log Y +3

Yy ’ Y Yy 7
et puisque ¥ < t < %Y, |log(Y/t)|~* prend pour valeur, & une constante
multiplicative O(1) prés :

log

ay, 2y 2y,
3775

dont la somme vaut O(Y logY').
Par symétrie, on en déduit la majoration

(58) < (logY)T™' max 20 « YT !
3y<t<iy

Finalement, en prenant T = Y& et en regroupant (57) et (58), on a
(56) < Y5,

D’autre part, on a par le théoréme des résidus car on ne rencontre pas de
pole

3/4+4T Ys
(59) JY,T,t',x) = / F(s,t',x)—ds
2im 14+(log Y) =1 44T $
1 34T ys
(60) — F(s,t',x)—ds
207 J3 440t S
1 1+(logY) ™' — Ys
61 + — F(s,t',x)—ds
(61) s (5.t 0%

car F(s,t',x) est holomorphe pour Rs > 1/2.
On sait (cf. [9] p. 268) que si x est non principal mod d, alors pour 0 <
Rs <1 on a 'inégalité suivante pour tout € > 0
L(s,x) < (max(2, |3s|)d)! —oTe.
D’autre part, on sait que pour s > 1 (cf. [9] p.259),
L(s,x) < log(1+d+[Ss]).

Finalement, pour 3 < Rs < 2, on a la majoration (en prenant par exemple

4
ezi)

[N

L(s,x) < (max(2, [Ss])d)>.
De plus, pour ¥ S <Rs< B 7, 0na

T ONE ) (REYE

car [x(p)| =1et (1 —u)” 1§1+3upour0§u§§.
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Donc, on a les majorations
(59), (61) < 9°VY (Td): T~ <« 9**)y's
car d < (logY)?4 et
(60) < 9V 1 (Td)2 (log T) < 9°()Y'S,
ce qui entraine
J(Y,T,t,x) < 9°)Ys.

On en déduit la majoration voulue :

(62) > 2w W21ty (t) < 9 Y. O
t<y

Revenons a la preuve de la proposition 7.3. En utilisant le lemme 7.4, et en
intégrant par parties, on a

D 2Ot )x (@) (logt)*

N<t<2N

(63) <<‘ > 2202t )x(2)

N<t<2N

du
Fa+DOosX) [ | Y 20200n0|
N N<n<u u

‘ (log X)*

2N

(64) < (1+ |2))9°®) (log X)* N 5.

On transforme maintenant la somme suivante en utilisant la définition de f,
et en intervertissant les sommes :

#
> 22Oy ()t (log t)F £ (t, w) £ (t, w)

N<t<2N
f#
_ Z 2w(t)X(t)t—1+iw(log t)k
N<t<2N
x 3 “(mzw P(m, 1)7(m, 1+ —— +iw) !
S
X Z v(m/, D)o(m', 1+ L +dw’) ™!
Tiom 1ogz+1w' log z
m!/ <2z

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



42 J. SIVAK-FISCHLER

1
7"5”1) (m, Dir(m, 1+ —— + iw) ™"
m<2zmlogz w Ing
1
X " 1) '1 o —1
Z<:22 -~ 1ogz+lw' vim', D)o(m', 1+ log 2 +w')

#
X Z 2y ()71 (log t)*.

N<t<2N

t=0 mod [m,m']

On fait le changement de variable ¢ — t[m,m’] d’ou

#
> 2 Ox(b)tHE log 1) Fa(t,w) fu b, w)

N<t<2N
k
:Z(I;) Z ﬁ”(m,l)l/(m7l+@+lw) !

!
1
X E 7u(1m ) v(m/, Do(m/, 1+ Togz +iw’) 7!

x 290D 2 ([m, m') x(fm, m']) fm, m'] = (log[m, m/])*~7

X Z 29 12 (t[m, m']) x ()t~ (log t)’.
N/[m,m/|<t<2N/[m,m']

Ainsi, en majorant la valeur absolue et par (64), on a

#
S OO (logt) £t w) (tw)
N<t<2N
k # 1
k ~ by — 4 qw) !
< Z (J) Z ‘I/(m,l)y(m, 1+ log 2 +iw) ‘
7=0 m<2z
#
, - ’ o n—1
X Z ‘y(m,l)u(m,l-l- log +iw’) ‘
m'<2z
x 22D 2 ([, ') fm, m') 1 (loglm, m'])
| > 202 (tfm. m')x ()~ (log 1)?

N/[m,m'|<t<2N/[m,m']
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A
M=
/
S
N—
M=
=

E

—
N

(m,1+ 1 +w)) 1|
=0 m<2z
#
X m;% ’V(m', Do(m/, 1+ Togz + iw’) 1‘

x 220D 2 (g, ) o, ')~ (loglm, ']
x (1 Jal)9 ) log (X m, m') (N fm, m'))
< QoB X1+ )9/

x Y p(m)162<(m Z 162<0™) 12 ([m, m']) [m, m']~".

m<2z m/'<2z

On pose m” = (m,m’) et on fait le changement de variable m' — ;”l d’ou

7

#
> 2O (@)t T (log t)* £ (t, w) £ (t, w)
N<t<2N

< (log X)*(1 + |z|)(N/2*) "

f #
x ) %162‘”(7") >y %162‘”("‘/)

m<2z m' |lmm’<2z

!
\ 1

log X)"+162(1 N/z%)7s Y —324%0m)
< (log X)*7 (1 + |2[)(N/27) 7% =

m<2z
< (log X)FH40(1 4 [a[)(N/2%) 0.
Comme VX < N <2X,N/z2> X329 et 0 < a < 1, on conclut la preuve
par (55). O

7.3. Applications du théoréme de Barban-Davenport-Halberstam. — Les proposi-
tions 7.5 et 7.6 vont nous permettre de traiter directement les termes d’erreur.
On traite d’abord T'E; 1 (k) :

PROPOSITION 7.5. — Soient A >0, k € N et 0 < a < 1 vérifiant (2). Soient
aussi z > 1000 vérifiant (3) avec X > 2 et 0 < € < £55. On a alors ’inégalité

(65) > (3" togayni @
d

3 ’ZZ‘”) 2(td) ( )(ZL )gdtn)‘

dd
(=1 mitd
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Lg,4,ke,0 X (log X)iA

Démonstration. — On a par Cauchy-Schwarz I'inégalité
w(d)
@) ()" tog i)
d
> |20 (2) (32 pm))att,m)|

?n":;){f t m|td
Eﬁ:( ) (log d) hl(d)( 3 1)%
d n mod d
(n,d)=1
(67) (3 ’Zzwm (td>(z L(m)) ga(t,n) (2)%.
@(«ando)dzli m|td

Or, commed<2X’_6etXﬁtdﬁ?X,ona\/Ygtng'et

§

|30 2 0a(F) (X pom i)

VX <t<2X m|td
f too .
X td\ i«
= — 2““( L(m ) (t, / (1 — i <7) -1 ‘
27rd’ Z ga(t,m) . g(1 —ix) e t~ dx
VX<t<2X m|td
“+oo #
_ w(t) ix—1
§27rd/ g(1 w;’ Z 2 (ZL )gdtnt ‘dm
VX<t<2X m(td

<o ( [ - imyan)’®

(68) x(/_:om(l—im)” zﬁ: 2“’“)(ZL )gdtn)t”” 1‘dx)%

VX <t<2X mltd
par Cauchy-Schwarz et par transformée de Mellin inverse car pour § € R} on a

1 1 +oo )
- ~ T - 1—34 T )
g(0) 5im /ERm 1g(at)@ dz = 50 g( iz)0"dx
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D’autre part, en utilisant (32) et (34) et en transformant les sommes en pro-
duits, on a pour p?(td) =1 :

#
2% —1 u(m) 1 v(m)
m = v 7 d
Z 2z7r)\1 / L7 w2 log 2 Z 7i(m)mw Z m1+w f(m/) v
log z m’,m

mltd mltd (m’,m)=1
I W)
= 5.0 z 2 Z w H (1 + w v( )dw
27} J=p . w?log2 o fj(m)m e piw(1— TI’))

1 w21 4 1 4 4
_21’7r)\(1J /§Rw—1oézz w2log21;[<1+W)p (1_])71”(1+§)(1+W) )dw

+oo = 4w

e ; 2Tog= -1 ( 4

- _° 2w 1+ ) fo(td, w)duw
271->‘(1] /—00 (@ + zw)2 10g2 1;[ p1+1°g2+

~ —I—zw) log 2 D

d,w) £, (t,w)dw

e [T omesTiv_ ] 4
= a1+ ) Sl w) (b w
27r)\‘13/—oo (gz T ? 1;[( JERS——" ) (d, w)f(t, w)dw
4
1+ )£-(dw)

e /+oo S Qlogz 1 (
= e _
270 J o (2 -I—zw) log2 ", plt ez Tiw

log z
car
p(m 4 4 -1
mzlt mlogz+lw };[n(l‘i‘ ;)(1"' p‘l_,’_@_,’_iw)

et les termes correspondant & m > 2z ont une contribution nulle par définition
de h, (qui apparait sous la forme du lemme 3.1).

S zim) = ()

m|td m|td

Comme

on a par (51) et car \? > 1

| i 220 (37 L(m)) galt, )t

VX<t<2X m|td

e N2 [T ey 2P 1 met g
= ( 0) ‘ i 1 2 1 2
2wy —o0 J—oo (@ + iw) " log 2 (logz iw')” log 2

4
x H ( 1+lo§z+zw) <1 * 1+$+iw/)

p
x> 2°Ou2()ga(t, )t f(d, w) £ (dyw') Fa (b w) Fa(t, )

VX <t<2X

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



46 J. SIVAK-FISCHLER

< 100% /+Oo /+Oo . 11 (1 + L)Z
log;z +’LU2 (lo;z)2+wl2 p p1+103§z
(69)
#
X | Z 2‘”(t)gd(t,n)tm_lfz(t,w)fz(t,w'))dwdw'.
VX<t<2X

En appliquant Cauchy-Schwarz a ’intégrale double, on a

[ G :
+w2( LY7oy

log z log z

X ’ Z 24 ga (b, n) =L E, (8, w) fa (8, w' ‘dwdw

VX <t<2X
—+o00 —+o00 —+o00
1
S(/; (L +2 / / +2(L)2+ 2
> logz w lo z w log z w
# ~ ~ 2 1
(710) ] S 2Ot )t ot w) fz(t,w')‘ dwdw'>2
VX <t<2X

On a finalement la majoration suivante, en utilisant Cauchy-Schwarz, (67),
(68), (69) et (70) :

(66) <g X(log X)F** 3~ 3004 2 (d)d =

d<2X 3¢
+oo +o00 +o00o . ] 1 1
X( 9 i)l
—Oo0 Yoo ¥Too (logz) tw (logz) tw

#
x| Y 2 OgutmE T Etw) e w)

d d
rpdd VX <t<2X

2 1
dwdw'dw) :

1
2

<, X(log X) k+8( 3 900004 p2(d)d~ )
d<VX

“+o0 +oo +oo 1 1
([ [ e
—o0 oo J-oo (ogz) T w? (5p) +w?

log z

# 1
X Z Z’ Z 2”(t)gd(t,n)t”_lfz(t,w)fz(t,w’)rdwdw’dm)2.

dSQXQ ?nn:jo)d? \/7<t<2X
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On divise 'intervalle [v/X,2X] en intervalles dyadiques. Pour [N,2N] avec
VX < N < X, on a en appliquant le théoréme 7.1 (grace a la proposition 7.3
avec k = 0) avec A = 2a + 110022,

#
> S| gty i w) ot w)

d<ex 3= LWLy VN<t<eN
a(1+ contas(@)) (1 + 2%)(log X)) (log X) =
ca(14 coaris(a))(1+z?)(log X) 2002222,

2

<
<

Comme il y a O(log X) intervalles de cette forme, on a finalement

(66) <g.a,0 X (log X)FH45008(Jog X)~45011=4(Jog X)

Lo

1

(loéz) +u? (gz)” +w?

Kg,a,0 X (log X)k(log X)™

(NI

dwdw'daz)

car pour tout x réel,

—+oo —+o0
g(1 —iz) = / g(t)t™dt = / g(e)eve " du
0 —o0
d’ott  — |§(1 — iz)|(1 + 2?) est dans L'(R), car (g x Id) o exp est & support
compact donc dans ’espace S(R) de Schwarz qui est stable par multiplication
par un polynoéme et par la transformée de Fourier. Pour conclure, il suffit de
prendre a = A + k. O

On traite ensuite TE3 1 (k) :

T vérifiant (2). Soient
aussi z > 1000, y vérifiant (3) avec X > 2 et 0 < € < 55 On a alors l'inégalité

(71)
Z(%’T)w(n) ’ZW (tn)(log 1) hg()hy( ) ( )(ZL >gntd(
n dmodn ¢ m|tn

(d,n)=1

LgAkae X(logX)™4
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Démonstration. — On a

1.
log X277 logt o yi+e <y <oX3te
log 2 log 2 -7 =
2X) x
Y

2X
log(%) _logt o X 2X
si t <

log 2 log 2 y — — y

0 sit>2X,

Donc

S 5 [Srommstnn ()o()( X vm)aa)

d mod n mitn
(d,n)=1

SR Co NP

d mod n

1
n<X2" ¢ (d,n)=1

[@ Z 2“’(t)u2(tn)(log t)’“g(%) ( Z L(m))gn(t, d)‘

log 2
X%+5§t§2X%+E mltn

+ @ Z 2¢®) % (tn) (log t)F+1 ( )(Z L(m >9n t, d)‘

X%+E§t§2X%+€ m|tn

+ ‘ Z 2¢®) 12 (tn) (log t)kg(tyn) ( Z L(m)>9n(t» d)‘

X Eteci<X mltn

m|tn

i T st ()5 o).

X <pg2X mltn
y— v

< X
i
IN
™
>

La preuve est maintenant similaire a celle de la proposition 7.5, morceau par
morceau, en appliquant la proposition 7.3 avec k > 0. On a, en quelque sorte,
échangé les roles de t et n, la variable la plus petite étant maintenant n. O

7.4. Fin de la démonstration du théoréme 1.7. — En utilisant le fait que
|C(n,d)|u?(d) <1 et en appliquant la proposition 7.5 4 (18), on obtient
TE11(k) = Oy(X (log X)*2).
De méme, (31) et la proposition 7.6 donnent
TEs,1(k) = Oy(X (log X)*~2).
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Cela entraine, par les lemmes 6.1 et 6.3,

8 X(4!)2 . 1. k—2
Yo1(k) < o= —5—3(1)Pi(log X,log X 27, log z) + O4(X (log X )"~ %)
37 log® 2z
et
X (4N? 2X
Zaa(k) € S8 5(1)(Py(105 X, log (2 ). log 2)
log® 2 Y

— P3(log X, log X2%¢ log 2)) + O4(X (log X)*~2).
Par ailleurs, le lemme 6.2 donne
Yoo(k) <4 eX (log X)*~1.

D’o1, en faisant tendre € vers 0, on obtient

B0 < 01 +o(1) x
(72) P(log X, log (%) ,log 2) + O4(X (log X)*~2)

ou l'on a posé

8 1 1
P(Xy, Xp, X3) 1= (4)*(3 - P1(X1, 5 X1, X5) + Py(X1, Xo, Xg) = Py(Xa, 5 X1, X)),
En utilisant la proposition 3.2, cela conclut la preuve du théoréme. O

8. Equirépartition des angles de certaines sommes d’exponentielles

Dans cette partie, on énonce des propriétés d’équirépartition qui découlent
de résultats de géométrie algébrique, et nous permettent (§9) d’obtenir une
minoration menant & la preuve du théoréme 1.4.

8.1. Définitions. — On définit pour Y = exp(v/log X), avec X > 2 et u,d > 0,
les ensembles suivants (dont certains ne dépendent pas de §) :

1 1
PBs,0(X,u,0) := {p1pep3 < 2X | X < p3 < pg < p2Y < p1,pY < p2}
1 1
Pz 1(X,u,0) := {p1paps <2X | X° <p3 < Xu <py <paY < p1,p?Y < po}
1
Pao(X,u,0) := {p1pepsps < 2X | X* < ps < ps <p3Y <ps <pY < py,
1
prY < pops}
1
Pa,1 (X, u,8) = {p1papaps < 2X | X° < ps < X% < p3 < p3Y < ps < paY < pi,
1
pY < pops}
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1

Pa2(X,u,08) := {p1papsps < 2X | X° < py < p3 < % < X% <py <pY <p,
p%Y < p2p3}

Pas(X,u,08) := {p1papsps < 2X | X° < py < p3 <p3Y < X% < py < pY <p,
pr < pops, X < papa}

Ps,0(X, 4, 8) := {p1papspaps < 2X | X% < p5 < ps < p3 < p2 < p2Y < py,
(Pspaps)?Y < pa,piY < popapa}

P (X, u,0) := {p1papspaps < 2X | X° < ps < X% < py < ps<p2<pY <pi,

1 1
(P3paps)?Y < p2,p?Y < papspat

1

u

< X <p3<po

P 2(X, u,0) := {p1papspaps < 2X | X° < ps < ps <
5

1 1
< p2Y < p1,(p3paps)?Y < p2,p7Y < papspa}
P 3(X, u,0) := {p1papspaps < 2X | X° < ps < ps < X% <ps <ps<pY <pi,

1 i 1
(P3paps)2Y < p2,p7Y < pap3ps, X+ < paps}

1

w 1
P a(X,u,0) := {p1papspaps < 2X | X° < ps < ps <p3 < pap < Xw <po
5
1 1
< p2Y < p1,(p3paps)?Y < p2,p7Y < papspa}
1
w 1
P ,5(X, u,0) := {p1papspaps < 2X | X° < ps < ps <p3 < < Xu <po

D4

1 1 1
< p2Y < p1, (p3paps)?Y < p2,p7Y < papsps, X v < p3paps}

1

u

<X%<p2

Ps.6(X,u,08) := {p1papspaps < 2X | X < ps < ps <p3 < »
5

1 i 1
< p2Y < p1, (p3paps)?Y < pa,piY < papaps, X+ < pspa}

1

Xu 1
Ps,7(X,u,6) = {p1popspaps < 2X | X° < ps < ps < o <p3 <X <py
5
1 1
< p2Y < p1, (P3paps)?Y < p2,p7Y < papapa}
1
P s (X, u,0) := {p1p2pspaps < 2X | X° < ps <ps <p3 < Xv < p2 < p2Y < py,

1 1 1
(P3paps)2Y < p2,p7Y < papsps, X < paps}.
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8.2. Propriétés d’équirépartition. — On travaille maintenant sur [—1,1] muni
de la mesure ;1| image directe de la mesure pgr par Papplication

[Ovﬂ-] - [_Ll]
0 — cosf
et ainsi du(® = %\/1 — z2dz. On note, plus généralement, pour tout entier
w > 1, p™) la mesure sur [—1,1], image de la mesure u ® --- ® p® sur
[—1,1]* par lapplication
[_17 1]w - [_1a 1]
(T1y .oy Tw) > T X w00 X Ty

Par récurrence, on a les formules pour 0 < z <1

p D ([—z,2]) = 4 /w V1 —t2dt
T Jo

et

HOD (=, 0l) = ) (—al) + 2 [t a/) VT

x
Les notations introduites au § 8.1 nous permettent d’énoncer les résultats sui-
vants, qui figurent dans [4] (propositions 6.2, 6.3 et 6.4) et dont les preuves
utilisent des résultats de géométrie algébrique liés au Q,-faisceau de Klooster-
man :

PROPOSITION 8.1. — Si u et § sont des réels tels que u > 3 et 0 < § < %,
alors pour X tendant vers l’infini, chacun des ensembles

{C(p1,p2p3) | p1paps € P3i(X,u,0)}
et
{C(p2p3,p1) | P1p2ps € P,i(X,u,6)}
est équiréparti sur [—1,1], respectivement pour les mesures ,u(Q) et u(l) et pour

i=0,1.

PROPOSITION 8.2. — Si u et § sont des réels tels que u > 4 et 0 < § < ﬁ,
alors pour X tendant vers l’infini, chacun des ensembles
{C(p1,p2p3ps) | P1P2pP3ps € Pa,i(X,u,6)}
et
{C(p2p3pa;p1) | P1p2p3ps € Pa,i(X,u,6)}
est équiréparti sur [—1,1], respectivement pour les mesures 13 et uM et pour

i=0,...,3.
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PROPOSITION 8.3. — Si u et § sont des réels tels que u > 6 et 0 < § < i,
alors pour X tendant vers l’infini, chacun des ensembles

{C(p1,p2p3paps) | P1P2p3Paps € Ps,i(X,u,0)}
et
{C(p2p3paps, p1) | P1P2p3pPaps € Ps i (X, u,0)}

est équiréparti sur [—1,1], respectivement pour les mesures ,u(4) et u(l) et pour
1=0,...,8.

9. Minoration de

o( ) MK (L 1m) (S M) |

Le résultat principal de cette partie est le suivant :

PROPOSITION 9.1. — Sous les hypothéses (2) et (3), pour la suite (Ag)a>1
construite au paragraphe /4 et pour 0 < § < «, il existe c(a, d,k) > 0 effective-
ment calculable tel que l’on ait

Z‘g( )Ak YKI*(1,1,n) (ZM) ‘>c a,8,k)(1 — o(1))§(1) X (log X)*~

REMARQUE. — La preuve ci-dessous donne une expression explicite de
c(a, 0, k).
Démonstration. — On pose u = é On a par multiplicativité croisée
# n 2
> o(5) MK, 1,m)1 (3 M)
n d|n
5 ‘ n 2
>332 Y g()Mmicam(3 )
=3 j neP;, ; (X,u,6) d|n
5 . n 2
2) TS wRICO IR0 >80
=3 j neN; ; (X,u,d) d|n
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pour tous réels positifs x3, x4, T5, y3, Y4 €t ys5, avec

Q3,;(X,u,0) := {p1p2ps € Ps,;(X,u, ) ||C(p1,p2p3)| > z3
et |C(p2ps, p1)| >y},

Q4,;(X,u,0) = {p1p2pspa € Pa,;(X,u,9)||C(p1,p2psps)| > x4
et |C(p2p3pa; p1)| > va},

Q5,(X,u,0) = {p1...p5 € P5,;(X,u,6) | |C(p1, p2p3paps)| > x5
et |C(p2p3paps, p1)| > ys}-

On minore (3, Ag)? grace au lemme 4.3, ce qui fait apparaitre des fac-
teurs que nous allons noter [;. De méme, en développant Ag(n) des facteurs
apparaissent ; nous allons les noter .

Ainsi, en utilisant le théoréme des nombres premiers, les propositions 8.1,
8.2 et 8.3, et les remarques ci-dessus, on a les minorations suivantes quand
X — oo, pour tous (%,7) :

> o) ()
ne; ; (X,u,0) dln

> (1= 0(1)g(1)(1 = g (=i, 2:]) — pV ([=9i, i])) Ai g (u, 6, k) X (log X )

avec

/3 l k
Aso(u, 6, k) :/ / @y k) g,
1/u maux(w1 zy TY 1—:1:—y)

1/u l
As 1(u,d,k) :/ ) (z, u)dydm
i o <1—x— )
1/4 i3 Ioz-y
Auo(u, 8, k) :/ / / : L@y 2K) 4 dyde
1/u max(y —y) ZL’yZ(]. —r—=Y-—- )
1/u
Ag1(u,6,k) = @y, 2 Rh@w) 4 iy
1/u max(y, 5% —y) ZL’yZ(]. —r—Yy-—- )

1/2u  plju—z pi=2=v l4($ Y,z k)l/ (J} y u)
Ay o(u,d,k) / / / 2 22 D 2 dedyde
max(1/u, ——y) xyz(l 2 Z)
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1/u 1/u 1-2-y ’
Aus(u,6,k) == / / / 2 b, o2, W@y w)

ax(1/u,L = -y) a:yz(l—x—y—z)

max(z 1/u—zx)

1/6 mln( m Y 1/2—z—y) —roy—z
A50 u 5 k / / / /
1/u max(z,l_Tz—y—z,Lrg*z)
l t, k
5@ 8256k g4.dyde
xyzt(l—m— —z—1t)

1/u mm( w Y 1/2—z—y)
Asa(u, 6, k) / / /
1/u max(z, 7—y 2, &v+y+2)

l5(x,y,z,t,k)l ( )
xyzt(l—a:—y—z—t)

dtdzdydx

—y —z—y—=z

2

1/2u  pl/u—z pmin(i= 1/2—z—y)
As 2(u, 6, k) _/ / /1 /max(z’lgwyz’wrngZ)

15( ,y,z,t,k)lz(x,y,u)
zyzt(l—z—y—2z—1)

dtdzdydx

y—z

1/u 1/u min(lf‘f’*y,l/2fx7y) 1*15
A53 u (5 k / / / /
max(z,1/u—z) Y1/u max(z,%_y_z’%)

1/3u
A54u5k / /

Is(z,y,2,t, k)5 (x,y,u)
zyzt(l—x—y— —t)

/1/u T—y
max(l/u— y—z, “‘*’g"’z)

l5($ Y, z, t k)l4(xay7zyu)
zyzt(l—z—y—2z—1)

dtdzdydx

dtdzdydx

1/2u pl/2u  pl/u—y 1—w;y—z
A55 u (5 k / / / /
max(y,1/u—z—y) — g, mtytz)

l5(x,y,z,t, k)lé’,(may; z,u)

dtdzdyd
zyzt(l—z—y—2z—1) Fayer

1/2u  pl/u—z pl/u—z lfzgy*z
A56 u (5 k‘ / / / /
max(y,1/u—z—y) Y max( I+g+2)

A5,7(u, (57 k)) =

Is(x,y,z,t, k)l (x,y, z,u)
wyzt(l—:c—y—z— )
1/u—z pl/u

dtdzdydz

1/2u

1/u—z max(l/u,%—y—z,#)
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Is(z,y, 2,8, k)b (2, y, 2,u)
zyzt(l—z—y —z—t)

1/u  pl/u
A58 u (5 ]C / /
maz(z,1/u—x)

Is(z,y,2,t k)lg(x Y, 2, u)
zyzt(l—z—y—2z—1)

dtdzdydzx

,tyte)

dtdzdydz

ou l'on a posé

55

sz, g, k) =1+ +y"+(1-2z-y)f - @+ - (1-2)" -1 -y)*

I(z,y,z,k) =1—aF —yf —2F —(1—z—y—2)F
+@+ty) @+ +y+2)"
+(A-—z—y)+Q-—z—2)"+1—-y—2)F

—@ty+)f-1-a)f-1-yr-1-2)"

Is(z,y, z,t,k) :=1+a" +yf + 2P +tF -z —y—2—1t)F

(4 - @+ 2) =@+t -+ ) =y +t) = (2 1)

—(l-—z—y—-2)f—Q-—z—y—1t)
—(l—z—z-t)f—(1-—y—z—1t)
F+y+2)f+@+y+t)f+@+z+t) +(y+z+0)"
A—z—y)f+Q-z-2+Q—-—z—-1t)

( +(1-y—t)*

(1—z—t) —(z+y+z+t)t
Q-2 —(1-yr-1-2F-0-1F

et
l(z,u) = (1= (1 —zu)')?
bz, y,u) == (1= (1 —zu)! = (1 —yu)' + (1 - zu — yu)*)?
Lz, y,u) == (1= (1 - zu)* — (1 - yu)*)?
U@y, z,0) = (1— (1—2u)* — (1 —yu)* = (1 - z0)* + (1 - 2 — yu)*

+ (1 —zu— 2u)* + (1 — yu — zu)* — (1 — 2u — yu — zu)*)?

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



56

J. SIVAK-FISCHLER

Lz, y,z,u) = (1 — (1 —2u)* — (1 —yu)* — (1 — zu)* + (1 — 2u — yu)?
+ (1 — zu — zu)* + (1 — yu — zu)?)?

I(z,y, z,u) == (1 — (1 —2u)* — (1 —yu)* — (1 — 2u)* + (1 — zu — yu)*
+ (1 — zu — zu)*)?

Uz, y,z,u) = (1 - (1 —2u)* — (1 —yu)* — (1 - 2u)* + (1 — zu — yu)*)?

Wz, y,z,u) = (1 — (1 —2u)* — (1 —yu)* — (1 — zu)*)2

On parvient donc a l'inégalité

> o (%) et i (1, 1,m)] (3 M)

d|n
> o, 6, K)(1 — 0(1))3(1) X (log X )~

avec

5
c(u, 9, k) Z E’)xl,yZZA,Juék)

=3 7

ol

=0 (2,y) == zy(1 — pM (=2, 2]) — pV([~y,9]))

pour 3, T4, Ts, Y3, Y4 €t Y5 réels compris entre 0 et 1.

Par calcul numérique, a I’aide du logiciel Pari, on trouve les valeurs optimales

de z; et y; et on obtient

23(0.222,0.102) > 0.006284,

2*(0.192,0.041) > 0.001879,

=6)(0.140,0.023) > 0.000572,

ce qui termine la preuve (effective) de la proposition. O

10. Preuve du théoréme 1.4

Dans cette partie, on choisit des valeurs pour les paramétres ce qui permet

de démontrer le théoréme 1.4. Aprés de nombreux essais, il semble que ce choix
de paramétres soit essentiellement optimal. En particulier, pour remplacer 18
dans le théoréme 1.4 par un entier inférieur, une nouvelle idée semble nécessaire.
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10.1. Minoration effective. — Pour k& = 18, en prenant § = 0.0001 et u = 21.7,
on trouve (3 I’aide du logiciel Pari (')

A3 o(u, 8, k) > 1.279863
Az 1 (u,d,k) > 0.333414
Aygo(u,d, k) > 1.399807
Ay (u,d,k) > 0.875769
Ay o(u,d, k) > 0.021511
Ay 3(u,d,k) > 0.067381
As o(u, 8, k) > 0.506009
As 1 (u, 6, k) > 0.684032
As 2(u, 8, k) > 0.052619
As 3(u, 8, k) > 0.158098
As 4(u, 8, k) > 0.000189
As 5(u, 8, k) > 0.000720
As 6(u, 6, k) > 0.001602
As 7(u, 8, k) > 0.004021

As g(u, 6, k) > 0.008150.

Finalement, la proposition 9.1 donne donc la minoration suivante (pour o = %)

> o(5 ) A K (1,1, m)1 (3 )\d)2 > 0.178(1) X (log X)* .

d|n

M Le programme utilisé est disponible sur http://www.math.u-psud.fr/ sivak/c_udk.rtf.
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10.2. Calcul effectif du polynéme P intervenant dans le théoréme 1.7 et fin de la
preuve. — On prend o = 1/u = 1/21.7, B =  — 20 ~ 0408, n = £ et
k > 18. En majorant trivialement (15), on obtient

S(k) < <log (2;())]671822(18).

Or (72) appliqué avec k = 18 fournit alors un polynéme P (homogéne de degré
25) tel que

‘Z ( )Ak JKI*(1,1,n) (Z)\d> )<R ) (1= B)F18(1 4 0(1))§(1) X (log X )
avec R(B) = P(1,1 - 3,a)a”8.
Si

(73) R(B)(1 = B) (1 +0(1)) < e, 6, k)(1 — o(1))

alors en comparant avec la minoration de la proposition 9.1, on obtient pour
X — 400

|54 9(3) MK (1,1, (S ) |
g<%)Ak(n)K1*(1, 1,n) (Zd\n ’\d>2‘

d’ot le théoréme. Nous allons donc maintenant démontrer (73). Comme
¢(a, 6, k) est croissante en la troisiéme variable, il suffit de démontrer qu’on a

<1

(74) R(B)(1 — B)*** < c(u,8,18).
Or (74) équivaut a
log it
> ——————— 118,
log (1 - )

ce que nous allons maintenant vérifier.

On calcule le polynéme P par un calcul de résidus grace au logiciel de calcul
formel Mathematica 5 (). On trouve

Py (21,29, 23) = (—20189422025 + 212520z 2025 + 141680252 — 5,22 + 322°)

242272800
et

Ps(z1,20,23) = (20189422°%5 + 141680x3°25 + 322°)

242272800
d’ou

@ Le programme utilisé est disponible sur http://www.math.u-psud.fr/ sivak/
calculresidu.nb.
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1
R =
) 2709775397683200(—1 + 26)37
— (148562247040 + 19715754757403443207) 8

+ (—11400 + 188687080491476582407) 5>

+ (127680 — 1140446912970542284807) 5°

+ (—1007760 + 4882278207716956569607)3"

+ (5953536 — 15736502512989146972167) 5°

+ (—27287040 + 39624286903210082304007) 5°

+ (99225600 — 79814635047894594355207)3"

+ (—290234880 4 130618631470224664166407)3°
+ (687964160 — 175384641316827483340807)3°

+ (—1324331008 + 194272218074024289239047)3"°
+ (2063892480 — 177837573363216678912007) 3"
+ (—2579865600 + 134298029539808457523207) 3"
+ (2540175360 — 83211002496741172838407)3"3

+ (—1905131520 + 41888531869107801292807)3"*
+ (1016070144 — 16868624995938006466567)3"°

+ (—317521920 4 5306824138822778880007) 5°

— 12569889332741013504073""

+ (49807360 + 210885560549297356807)3"®

— (20971520 + 22344522689780121607)3"°

((308266663919 + 978484561693900807)

+ (3145728 + 1124528266086973447r)ﬁ20).

Pour 8 ~ 0.408, on trouve R(8) ~ 0.145 donc il suffit d’avoir k > 17.47 pour
que (74) soit vérifiée. C’est bien le cas puisque k > 18 et on constate que cette
méthode est plus efficace que celle de [4] qui nécessitait de prendre k > 23. O

Appendice A

Appendice : énoncé technique sur le calcul d’intégrales quintuples

Soit X > 2 et, pour tout i € {1,...,4}, soient 7; € R} et 7; € R et
v5 =5 = 0. On pose :

X; = X" (log X)%,1<i<5.
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Soient o; € Z pour i € {1,...,5}. On pose
R(z1,...,z5) == 27" -+ x5,

De méme, soient K, K’ €N, (Li1,...,Lis), (L} 1,..., L} 5) € ({0,1}*—{0}) x
{0, -1} deux a deux distincts et 3;,8,, € N* pour ¢ € {1,...,K} et i’ €
{1,...,K'}. On pose

[Tis: (L + Ligmy + -+ + Lisws)™
Hf&l 1+ L;uxl +ot Lé’,5x5)ﬂi/ 7

Z(:L'l,...,.'IZ5) =

Hilil(L;,lxl +oet+ L2,5375)/8’{
[1721(Livamy + -+ + Lis 55)P

S(x1,...,25) :=

Soient enfin 0 < ¢’ < 4, G une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert de
B'(5,—¢,6) et non nulle sur B(5, -5, 9).

L’énoncé suivant est le théoréme 11.1 du chapitre 3 de [7] :

THEOREME A.1. — On suppose que :
- Ona

K 1
5’2/32' < vk
=1

— La fonction m — D(RS,5,m) est strictement décroissante pour 1 < m <
5, avec pour 0 < m <5 :

D(RS,m) == —apmy1 — - — 05
/
Cx A e
1<i<K’ 1<i<K
(L;J,A.A,L;’m):(o ,,,,, 0) (L 1seees L;,m)=(0,...,0)
— La fonction G vérifie la majoration suivante : pour tout (z1,...,T5) €

B'(5,—0",8) et pour tout (ai,...,as) € N° tel que a; + -+ + a5 <
max(0, D(RS, 0)),
5
Gl (g, 3s5) < [[log(@ + [2a)* (1 + |2 )
i=1
avec A; € N et B; € Q tels que B; + a; < —%.
-Ona:
- (Li 1, Li o) # (0,0) pour tout i € {1,...,K'}.
— Il eziste i € {1,..., K"} tel que L; 5 # 0.
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(T )¢ I )~ e
1<i<2 Zi ie{1,...,K} (Li71$1 +Liy2x2) T Ty (1'1 +(E2) !
a;<0 (L3,1,L4,2)#(0,0)

avec ai,ay € N*, ¢; € N tels que si ¢c; > 0 alors soit y1 — v2 > 0 soit

Y1—72=0c¢ety —7 >0.
— On a avee la convention 0 X co = 00

— Ou bien
m—1
. _ !
i, (30 98 =) <0
— Ou bien
m—1
.0 — 4 —
25, (20 70 =) =0
et
m—1
max (= 76— 7u8") < max(1, D(RS,0)) - 1.
m—1 =1

I —
iz1 Yi0Tymd'=0

Alors on a l’égalité :
1
/ / X7t X55G(z,. ., 25)R(21, . 25) 2 (21, 25)des - - -y
Rz1=01 Rs=05

(2im)?
= (Res - Res X" --- XZ°RS(a1,...,25))G(0,...,0) + Og((log X)mx(L-D(RS.0)-1)

11:0 1‘5:0

et
Res --- Res X' --- X RS(z1,...,25)
$1:O w5:0
= Y pll,...,l5)(log X1)" ... (log X5)'s
(ll,“.,l5)€[,
avec

L:={(l1,...,ls) € N°|l; + --- + I5 = max(0, D(RS,0))},
w(ly, ..., l5) €R, pour (Iy,...,l5) € L.
En outre, si il existe i € {1,...,5} tel qu’on ne rencontre pas de péle en

z; =0, alors u(ly,...,1l5) =0 pour tout (ly,...,1s5).

Remerciements. — Je tiens & remercier mon directeur de thése E. Fouvry, ainsi
que Ph. Michel, pour m’avoir permis de travailler sur ce sujet et pour leurs
conseils.
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