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D-MODULES ARITHMETIQUES ASSOCIES AUX ISOCRISTAUX
SURCONVERGENTS. CAS LISSE

PAR DANIEL CARO

RESUME. — Soient V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéris-
tiques, P un V-schéma formel séparé et lisse, P sa fibre spéciale, X un sous-schéma
fermé de P, T un diviseur de P tel que T'x = T'N X soit un diviseur de X et ’D;D(TT)@
le complété faible du faisceau des opérateurs différentiels sur P a singularités surcon-
vergentes le long de T tensorisé par Q. Nous construisons un foncteur pleinement fidéle,
noté spx.,p 1,4, de la catégorie des isocristaux sur X \ T'x surconvergents le long de
Tx dans celle des D;‘D (TT)Q-modules cohérents a support dans X. Puis, nous prouvons
la commutation de spx.,p 7 aux images inverses (extraordinaires) et aux foncteurs
duaux. Ces propriétés sont compatibles & Frobenius.

ABsTRACT (Arithmetic D-modules associated with overconvergent isocrystals. Smooth
case)

Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring, P a separated
smooth formal scheme over V, P its special fiber, X a smooth closed subscheme of
P, T a divisor in P such that Tx = T N X is a divisor in X and D;r,(JfT)Q the
tensorized with Q weak completion of the sheaf of differential operators on P with
overconvergent singularities along T'. We construct a fully faithful functor denoted by
sPx—.p,r,+ {rom the category of isocrystal on X \ T'x overconvergent along Tx into
the category of coherent D;, (TT)Q—modules with support in X. Next, we prove the
commutation of spx.,p o With (extraordinary) inverse images and dual functors.
These properties are compatible with Frobenius.
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454 D. CARO

Introduction

Soient V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques
(0, p) et de corps résiduel k, P un V-schéma formel séparé et lisse, P sa fibre
spéciale, T' un diviseur de P, U := P\ T et F la puissance s-iéme du Frobe-
nius absolu de P, avec s un entier fixé. On désigne par D;, (T)q, I'anneau des
opérateurs différentiels sur P de niveau fini a singularités surconvergentes le
long de T (voir [4, 4.2.5]). Lorsque le diviseur T" est vide, on ne l'indique pas.
On obtient la notion de D-modules arithmétiques sur U & singularités surcon-
vergentes le long de T' (lorsque P est propre, il n’est pas nécessaire de préciser
T), ie., de ’D;,(TT)Q-modules (toujours a gauche par défaut). Pour illustrer
ce fait, rappelons que Berthelot a construit un foncteur canonique, noté sp,,
pleinement fidéle de la catégorie des isocristaux sur U surconvergent le long de
T dans celle des ’D;r,(TT)@—modules cohérents (voir [4, 4.4.5]). Il a aussi défini la
catégorie des F—DL (1T)g-modules (cohérents) de la fagon suivante : les objets
sont les couples (M, ¢), ot M est un D,T,,(TT)@—module (cohérent) et ¢ est un
isomorphisme DY, ('T)g-linéaire F*M > M. Les fleches (M, ¢) — (M', ¢')
sont les morphismes DT,,(TT)@—Iinéaires M — M’ commutant & Frobenius. En
construisant de méme les F-isocristaux surconvergents, il a établi dans [5, 4.6]
que le foncteur sp, commute aux structures de Frobenius respectives.

Soit X un sous-schéma fermé k-lisse de P tel que T'N X soit un diviseur de
X (cette derniére hypothése est inutile mais commode). Dans cet article, nous
étendons & cette situation géométrique que ’on appellera « cas de la compacti-
fication lisse non relevable » ou simplement « cas lisse » le foncteur sp, évoqué
ci-dessus. Plus précisément, nous construisons un foncteur pleinement fidéle,
noté spy.,p 7 4, de la catégorie des isocristaux sur X \ (T'N X) surconvergents
le long de T'N X dans celle des D;,(TT)@—modules cohérents & support dans
X. Lorsque X — P se reléve en un morphisme de V-schémas formels lisses u :
X < P,onaspy,p 4 = UT,+ 08P, ousp : Xx — X est le morphisme de spé-
cialisation de la fibre générique de P (en tant qu’espace analytique rigide) dans
P et ot ur 4+ est 'image directe par u & singularités surconvergentes le long de
T. Or, comme X est lisse, X — P se reléve localement. La cristallinité de la
catégorie des isocristaux surconvergents (resp. des D-modules arithmétiques)
sur X \ T nous fournit des isomorphismes de recollement entre deux choix de
relévement. La construction de spx.,p 1, se fait alors par recollement en s’as-
surant de la compatibilité (et ce de fagon transitive) de ces isomorphismes de
recollement. Ces résultats avaient été annoncés dans [8]. L’idée de procéder
par recollement était bonne mais sa procédure, suite 4 une erreur décelée par
Berthelot, a été amendée dans ce papier.

Avant d’en préciser le contenu, donnons maintenant quelques applications
de ce travail initial dans nos autres travaux. Dans ce paragraphe (et seulement
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dans ce paragraphe), Y est toujours lisse mais on ne suppose plus X lisse. Dans
[11], nous définissons, au moyen du foncteur sp, de ce papier, une catégorie de
D-modules arithmétiques dont les objets sont « les F-isocristaux surcohérents
sur Y » (voir [11, 6.2.1, 6.4.3.(a)] et les notations de [11, 5.3.1]). Pour étudier
(notamment sa stabilité par opérations cohomologiques) cette catégorie de co-
efficients sur Y, I'idée est d’utiliser le théoréme de désingularisation de de Jong
des variétés algébriques ([22]) pour se ramener au cas o X est lisse (voir les
preuves de [11, 6.3.1], [11, 6.3.4]); le cas o X est lisse étant étudié dans ce
travail et, pour ce qui concerne la surcohérence de I'image essentielle de sp,,
dans [11, 6.1.4]. On en déduit, d’abord dans le cas de la désingularisation idéale
(voir la définition [11, 7.1.1]), que cette catégorie de coeflicients sur Y est équi-
valente a celle des F-isocristaux surconvergents sur Y (voir [11, 7.2.6]). Notons
que la preuve de cette équivalence utilise [11, 7.2.4], qui elle-méme utilise (voir
la premiére page de la preuve) la description de I'image essentielle du foncteur
sp, donnée via 2.5.10 dans ce papier. Puis, on vérifie que cette équivalence
entre F-isocristaux surcohérents sur Y et F-isocristaux surconvergents sur Y
se généralise au cas d’une variété quelconque lisse Y (voir [13, 2.3.1]). Grace aux
théorémes de désingularisation de de Jong et de monodromie génériquement
finie et étale de Tsuzuki ([30]), on obtient d’abord la cohérence (4.3.7) puis la
surholonomie des F-isocristaux surconvergents unités (i.e. dont les pentes de
Frobenius sont nulles) sur Y ([15]). En dernier lieu, via le théoréme de réduc-
tion semi-stable de Kedlaya, (voir [24, 25, 26, 27]), nous étendons ce résultat a
tous les F-isocristaux surconvergents sur Y (voir d’abord [14] puis [17]).

Précisons a présent le contenu de cet article : dans une premiére partie,
nous établissons la transitivité, pour la composition de morphismes propres,
des morphismes d’adjonction entre images directes et images inverses extraor-
dinaires. Nous en déduisons en particulier que I’isomorphisme canonique (i.e.,
celui construit directement a la main : 1.1.2.1) de composition des images di-
rectes utilisé ici est le méme (dans le cas de morphismes propres) que celui de
[12, 1.2.15] dont la construction nécessite le théoréme de dualité relative. D’ou
une unification (voir 1.2.9).

Dans le deuxiéme chapitre, nous construisons le foncteur pleinement fidéle
SPx—P,T,+-

Dans [10], nous avons obtenu un isomorphisme de commutation de sp, aux
foncteurs duaux respectifs. Pour I'étendre a spy.,p 1, il s’agit d’abord d’éta-
blir sa compatibilité aux foncteurs images inverses (extraordinaires) par une
immersion ouverte. Cela fait 'objet de la troisiéme partie.

Dans le quatriéme chapitre, nous prouvons la commutation de spx.,p 7 1
aux foncteurs restrictions, images inverses extraordinaires et foncteurs duaux.
La vérification la plus technique est celle concernant le foncteur dual. Nous
construisons pour cela un isomorphisme de commutation des foncteurs duaux
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aux images inverses extraordinaires par une immersion. Pour valider sa transi-
tivité, nous utilisons celle prouvée dans le premier chapitre. Dans sa procédure
de recollement, nous nous servons aussi du troisiéme chapitre.

Le théoréme de pleine fidélité de Kedlaya du foncteur associant & des F'-
isocristaux sur Y surconvergents le long de T'N X les F-isocristaux convergents
sur Y correspondants (voir [25, 4.2.1]) et celui de Tsuzuki sur les restrictions
(voir [30, 4.1.1]) simplifient, lorsque l'on se restreint aux F-isocristaux sur-
convergents, la vérification de la commutation de spy.,p r, aux foncteurs
cohomologiques ci-dessus. Ces théorémes nous raménent sans difficulté au cas
ou X — P sereléve, ce qui évite les tracas engendrés par les recollements (tran-
sitivité etc.). Ainsi, lorsque l’on dispose de structures de Frobenius, le premier
et le troisiéme chapitre deviennent superflus.

Enfin, nous terminons par la cohérence, en tant que D;),Q—module, de 'image
par spx.,p 4 d'un F-isocristal unité sur X \ (T'N X) surconvergent le long
deTnNX.

Remerciements. — Je remercie P. Berthelot pour une erreur qu’il a décelée dans
la précédente procédure de recollement permettant de construire spy.,p 1 -

Notations

Nous garderons les notations suivantes : les schémas formels seront notés
par des lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par les lettres
romanes correspondantes. De plus, la lettre V désignera un anneau de valuation
discréte complet, de corps résiduel k de caractéristique p > 0, de corps de
fractions K de caractéristique 0, d’idéal maximal m et m une uniformisante.
On fixe un entier naturel s > 1 et on désigne par F' la puissance s-iéme de
I’endomorphisme de Frobenius. Les modules sont par défaut des modules a
gauche. Si X est un schéma ou schéma formel, on note dx la dimension de
Krull de X et wx = Qix le faisceau des différentielles de degré maximum. S’il

existe un systéme de coordonnées locales t1,...,t4 (sur un schéma ou schéma
formel), on notera, pour tous ¢ = 1,...,d, 7, = 1®t; —t;®1 et 9; les dérivations
correspondantes. Pour tout k& € N?, on pose 71} = Tl{kl} .- -Tikd}, <F> =

k1> ... 95k Si € est un faisceau abélien, on écrit £y = £ @7 Q.

e Les indices qc, tdf, coh et parf signifient respectivement quasi-cohérent,
de Tor-dimension finie, cohérent et parfait tandis que DP, DT et D~ désignent
respectivement les catégories dérivées des complexes a cohomologie bornée,
bornée inférieurement et bornée supérieurement. Enfin, si A est un faisceau
d’anneaux, les symboles ’A, “A puis “A se traduisent respectivement par A-
module « & gauche », « & droite » puis « & droite ou a gauche » (par exemple,

D(*A) indique la catégorie dérivée des complexes de .A-modules & gauche).
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Si A et B sont deux faisceaux d’anneaux (sur un méme espace topologique),
on notera D (" A, B), la sous catégorie pleine de D("A,"B) formée des
complexes quasi-cohérents & droite. De méme en mettant le point & droite et en
remplacant « & droite » par « & gauche » ; de méme en remplagant respectivement
«qc » par « tdf » et « quasi-cohérent » par « de Tor-dimension finie » etc. Comme
les catégories de complexes sont par défaut les catégories dérivées, on écrit
Hom 4(—, —) pour Homp4)(—, —).

Soit f : P’ — P un morphisme de V-schémas formels lisses, T un divi-
seur de P tel que f~!(T) soit un diviseur de P’. On notera f; : P| — P,
la réduction de f modulo m**!'. En particulier, on obtient fy : P’ — P.
Pour tout entier m > 0, nous reprenons les constructions de Noot-Huyghe
(voir [21, 2.1]) concernant les faisceaux de la forme Bgin)(T ) ou B;Dm)(T). En
notant Dgn)(T) = B;,nm)(T) ®0p ngm), avec (N )men une suite d’entiers
telle que n,, > m, on construit la catégorie des complexes quasi-cohérents
Lga’qc(ﬁg)(T)) (voir [12, 1.1] et [6, 4.2]). On prendra par défaut la suite
nm = m. On écrira Op(TT)g pour le faisceau des fonctions sur P a singu-
larités surconvergentes le long de T (voir [4, 4.2.4.2]). Les produits tensoriels
internes pour ces complexes quasi-cohérents seront notés _®Iop (1T~ (voir
4.3.2). On note h_n} : @Qa7qc(5§;)(T)) — D(D;’Q(TT)) le foncteur canonique
(voir [6, 4.2.2] lorsque le diviseur est vide, mais la construction est similaire).
De plus, nous désignerons respectivement par f!T, fr+ les foncteurs image in-
verse extraordinaire, image directe par f a singularités surconvergentes le long
de T (voir [6, 3.4, 3.5, 4.3] et [12, 1.1.5]). Pour ces deux opérations cohomo-
logiques, lorsque 1’on aura affaire & des complexes de bimodules, pour préciser
quelle structure nous choisissons dans leur calcul, on mettra un indice « g »
(resp. « d ») en bas pour indiquer la structure gauche (resp. droite). En outre,
si Z est un sous-schéma fermé de P, RETZ sera le foncteur cohomologique local
& support strict dans Z (au sens de [9, 2.2.6]) et (TZ) le foncteur restriction ([9,
2.2.6]). Si T C T sont deux diviseurs de P, on notera abusivement (17 & la
place de (YT, T") (voir [12, 1.1.6.4]). Pour tout diviseur 7' de P, nous désigne-
rons par D;,T, Dp 7 ou simplement par D, le foncteur dual 'D;,(TT)Q—linéaire
(voir 3.2.1). Lorsque T est I’ensemble vide, nous omettrons de I'indiquer dans
les opérations cohomologiques ci-dessus.

Convention

Soit A un faisceau d’anneaux et £ un A-bimodule & gauche. Pour calculer les
termes de la forme — ® 4 £ ou Hom 4(—, £), on prendra par défaut la structure
gauche de £. De plus, si M est un .A-bimodule & droite, pour calculer M ® 4 —
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(resp. Hom4(—, M)), nous choisissons par défaut la structure droite (resp.
gauche) de M. De méme pour les complexes.

1. Transitivité du morphisme d’adjonction entre image directe
et image inverse extraordinaire

Nous vérifions ici que la transitivité pour la composition de morphismes
propres de l’isomorphisme de dualité relative implique celle des morphismes
d’adjonction entre image directe et image inverse extraordinaire. Cette tran-
sitivité nous permettra dans un prochain chapitre d’établir la transitivité de
I'isomorphisme de commutation des foncteurs duaux aux images inverses ex-
traordinaires par une immersion (voir 4.2.8).

1.1. Cas des schémas. — Soient S un schéma noethérien de dimension de Krull
finie, f : Y — X et g : Z — Y deux S-morphismes propres de S-schémas
lisses. On rappelle que D X est le (D(m)7 I 1D(m)) bimodule f* D(m) ou f*
désigne I'image inverse en tant que Ox-module. Pour la définition des images
inverses extraordinaires et images directes, nous renvoyons a [6, 2.2 et 2.3]. On
pourra identifier f!'Dg(m) avec Dg,mlx[dy/x].
1.1.1. — Soient Ax un faisceau d’anneaux sur X. Comme Y est noethérien,
le foncteur f, est de dimension cohomologique finie et induit le foncteur Rf, :
D(f*Ax") — D(Ax"). Pour tous £ € Dyt qc(*Ax) et F € D(f~1Ax"), on
notera
proj; : RAEF @G, & Rf(F®F a1y, f1E)

I’isomorphisme de projection ou ceux qui s’en déduisent par fonctorialité. De
méme, en remplacant f par g etc. Il pourra aussi se noter proj.

De plus, nous désignerons par ® les isomorphismes de la forme [10, 2.1.12.(i)]
ou ceux qui s’en déduisent par fonctorialité.

1.1.2 (Isomorphismes canoniques de composition). — Les images directes par
f de complexes de Dy-modules & droite (resp. & gauche) seront notés fi (resp.
ff) Si aucune ambiguité n’est & craindre, on les notera simplement f, .

Pour tout G € Dcoh(D(Zm)d), on dispose d’un isomorphisme canonique f_?_ o

93(G) = (f 0 9)$(G) fonctoriel en G. Celui-ci est le composé suivant :

14 064(9) = R (Rgu(G ®p Dy,) ek b DY y)

—’Rf*Rg*(g ®D<m> DYy ®g—1D<ym> 9_1D§/_)>X) — Rf.Rg.(g ®%<Zm> DY x)

(1.1.2.1) = (f09)$(9),
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ou lavant dernier isomorphisme découle de I’isomorphisme canonique
(m) L
DZHY ®

~

C1pg g_ng/m)X — D(Z@X. En tordant les structures de droite &

gauche, 11 en découle, pour tout G € Dmh(g'D(Zm)), I’isomorphisme canonique

~

f$095(9) — (fo9)%(9).
De plus, si £ € D®, (¥ Dg}n)), on dispose de g' o f'() = (f 0 g)'(€) via les
isomorphismes :

g'f'(€) = gDy ®H‘71D§Xm> g (r'DYY ®L—1D(m) fﬁlg)

coh

AN gD(m) _lfD _1f_15 wa _1f_15

lfD(m

= (fog)DYY @

1f 1D<m 1f 1D<m

g—lf—lp(xm) g_lf_lg ;) (f Og)(g)

1.1.3. — Soient £ € ch car D(m)) et F € DP (ngn)). D’aprés Virrion (voir

[32]), on dispose de I'isomorphisme

(F, DY) ldy] = RHom e (f5(F), DY) ldx],

coh
(1.1.3.1) fiRHomD(YM

que ’on notera ici X/f' Elle en déduit le composé suivant :

R'HomD(m) (f+(F), &)

<RHom o (f+(F ), D) @k B 8<—f+IRHom (F, D\ @k ®pom Eldy)x]

D(m)

= Rf,(RHom ) (F, D) @DW £y ®Dg;n> £ RfRHomym (F, £y ®f;g;n) £
SR (RHom o (F, £ DY) &%, oy £76)
proj s 1Dy

(1.1.3.2) —RLRHom o (F, 1),

que 'on notera

(1.1.3.3) 85+ RHom ) (f(F),E) = RERHom ) (F, £'E).
LEMME 1.1.4. — Soient & € DY y;(*D{") et F € Db, (*DY™). Le dia-

gramme sutvant :
(1.1.4.1)

coh

RHong(m)(f_,_(]:),S) R’Hong{m)(f-i-( )s (m))®D(m>g
\L‘Sf Yoy

Rf.RHom. o (F, f€) ————— RfRHomyn (F, fD(m))®D(m) £
Y oprojg Y

est commutatif.
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Démonstration. — Par construction de d; (1.1.3.2), cela découle du fait que,
pour tout G € D(f_nggz)d), le morphisme composé canonique : Rf,G ®H{)(m)
X
(m) Prois —1py(m)y _~ y . .
Dy’ — Rf.(G ®HJ;_1D<XM) f7IDYY) = Rf.G est isomorphisme canonique
Rf.G &% ., DT =5 Rf.G. 0

(m)
Dx

PROPOSITION 1.1.5. — Soient £ € Db, (*DY")) et G € Db, (*Dy"). Le
diagramme sutvant
(1.1.5.1)

R'Hong{m) (f+09+(9),€) = R’Hong(m) ((fo9)+(9),€)
~¢6go6f N{/(Sfog
Rf.Rg.RHom o (9,9 f'€) <~— R(f 0 g).RHom o (G, (£ 0 9)'E),

ot les isomorphismes horizontaux dérivent par fonctorialité des isomorphismes
canoniques de composition de 1.1.2, est commutatif.

Démonstration. — Considérons le diagramme
(1.1.5.2)
RHom 0 ((f 09)+(6),€) < RHom, ) ((f 0 )+(0), DY) &% ) €
X ® X X
| —
RHom ) (f109+(0),€) « = — RHom ) (1 9+(6) YY) ®]1Lj§(m> € 509

10 dgods
syois | R(f 0 g).RHom_(m) (G, (£ 0 )'€) < | — R(f 0 g).RHom, (m (G, (0 9) DY) & ) €
z ®oprojshg z Dx

~ —

R1-RgRHom ) (0,4 1'€) < RERg.RHom ) (6,6'F DY) &l €,
X

ou le carré de gauche est 1.1.5.1 tandis celui de droite se déduit de 1.1.5.1
appliqué a £ = Dggn). Comme les fléches sont des isomorphismes, il suffit donc
de vérifier que les carrés de droite, du haut, du fond et le composé de celui de
devant avec celui du bas sont commutatifs.

D’aprés 1.1.4.1, le carré du fond est commutatif. Par fonctorialité, celui du
haut Dest aussi. Afin de vérifier celle du carré de droite, nous aurons besoin du
lemme suivant.
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D-MODULES ARITHMETIQUES 461

LEMME 1.1.6. — Pour tout G € DP (gD(Zm)), le diagramme qui suit

coh

RHomqym (110 9+(6), DY) RHomqym (f 29)+(6), DX”)

%)
f+RHom (9+(9), DY) ldyx] Xfog
4|
s BHom (6D dzyx) < (f 0 )4 BHom ) (6,5 ldz

Rf.RHom ) (9+(9), f' DY

34
Rf.Rg.RHom,ym) (G, gDy < R(fo 9)-RHomy,m (G, (f o ) DY)

Qoproj,08 ®

est commutatif.

Démonstration. — Le rectangle du fond est commutatif par transitivité en f
des isomorphismes x’; (voir [6, 2.5.9]). Par construction de J, (voir 1.1.3), le

diagramme

(1.1.6.1)
om0 (54(6), D) ——————— Rom 0:(9) DY) e, D5
18 Xg 1
L ply(m) (m)y oL Ly(m)
Rg*RHomD(Zm)(g,g f DX ) W g+RH0mD§/m) (G,DY ) ®D§,M) f DX [dZ/Y]

est commutatif. En appliquant Rf, & 1.1.6.1, comme fi(~) = Rfi(= ®m)
Y

f!(Dg(m)))[—dy/X], on obtient le carré de gauche de 1.1.6, qui est donc commu-
tatif. Le carré du bas de 1.1.6 correspond (via 1.1.2.1) au contour de

(1.1.6.2)
fg+RHom n) (G, D) dzx] —— 1. (Rg.(RHomy) (G, D5") &) 4 DY) 8y D)
| ®oproigo® |proig
B[Ry R0 o (6,9'' DY) < RERge (RHom ) 6,057) &y ¢ 1'DK")

I f

B(f 0 g).BHom )G, (1 09) DY) <« B(f 0. (RHom ) (3. DY) Dy (70 9Dy
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Le carré du bas de 1.1.6.2 est commutatif par fonctorialité. On vérifie par
fonctorialité ou transitivité la commutativité du diagramme suivant

Ry.RHom () (G, 9Dy ® (m)fD ?‘Rg*(mom o (6.5 8, ¢DFV) ek, DY
Y

vpro_]g projy

Ry (RHom () (G, ¢D\M) @1';_1D(m) g 1Dy ~— 9 (BHom ) (G, DY) 8"y 9 flpgg"))‘
Y Z

|® ®

RgsRHom ) (0,9 DY @,y 474 FDY") Ry, (RHom ) (6,6'7DY ),
z 971Dy,

dont les termes encadrés correspondent aux sommets du carré du haut de
1.1.6.2. En lui appliquant Rf,, on obtient le carré du haut de 1.1.6.2. O

Le foncteur — @ DG & appliqué au contour du diagramme de 1.1.6 donne le

carré de droite de 1. 1 5.2, qui est donc commutatif.

Il reste & prouver que le carré de devant composé avec celui du bas de 1.1.5.2
est commutatif. Pour cela considérons le diagramme

(1.1.6.3)
RHom o (1 09+(9)€) < RHom (4 09+(0), %) &L, €
X ® Dy
¢5f |55
RERHom,_(m) (94(G), f1€) — Rf.RHom_(m)(9+(9), D)0, €
f ol ) (9+(9), £°E) o f ol ) (9+(9), £ Dx) P

o} I

Rf.(RHom_(m) (9+(9), FDYV) 8% ) F1E)  RfRHom_m(94+(9), FDY) 6L, €
Y f='Dy vy Dy

proj¢
®} M
Y. (RHom ) (9+(0), D(m))®l{)(m) ey R (RHom ) (9:(9), D (m)) gl i o) g (m)s
Y projp
% 3
Rf.(Rg.RHom_(n(G,g'DY") & | f'€) — Rf.(Rg.RHom <m><g,g’v<y oL m)f ek €
z Dy proj¢ Dy
¢/®oprojg ¢®0pr01g
Rf.Rg.RHom,_(m) (0, 9''€) Rf,Rg.RHom (M(g ¢ ') gk (m)s
zZ
can¢ can/r
R(f 0 9)BHom, (m) (G, (£ 09)'€) —__R(f 0 g).RHom_m (G, (f 09) DY) 8" . €.
z ®0projfog z Dy

Grace a 1.1.4, la fleche composée de gauche de 1.1.6.3 :
Rf.RHom o (94(9), f'&)-R f-Rg.RHom om) (G, g'1'e)

est celle induite par §, (plus précisément Rf,d,). De maniére analogue, le com-
posé de droite 1.1.6.3 :

R RHom o (94(9), f'DK") @ € — RERg.RHom ) (6.4 f DY) ©350) €
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se déduit fonctoriellement de d, (est égale a Rf.d, ® Id. Il en résulte que la
commutativité du carré de devant composé avec celui du bas de 1.1.5.2 est
équivalente & celle de 1.1.6.3. Etablissons alors cette derniére.

D’aprés 1.1.4.1, le carré du haut de 1.1.6.3 est commutatif. Par fonctorialité
ou définition, il en est de méme des trois autres. Il reste a vérifier la commuta-
tivité du rectangle. Pour cela considérons le diagramme suivant.

(1.1.6.4)
Rf.(Rg.RHom, (m)(G,6'DY") &" 1€) ____ Rf.(Rg.RHom_(m)(G,¢Dy") & fDY o- fle)
z pm T z pm) fip(m
Y Y X
|proig |proig
RfRg.(RHom(G,g DY) ©“ glf'€)  RL(Re(RHom(G,¢'DYY) & ¢lfDY) - fle)
D(Zm) g-lDy” D(Zm) g’lD(‘,m) f_lpg(m)
J/® |®
Rf,Rg:RHom (m)(g)g!f!g) Rf*(]Rg*]R’HomD(m)((],g]f!'Dgzn)) L 11
D, Z f.1»D(Xm)

J/ \l/projg
Rf:Rg.RHom(G, ¢/ DY) o glfle) Rf:Rg.(RHom(G,g'f' DY) &% ¢lfle)
oy 1 ) oy o110
b |
R(fog)*RHgg(G,g!f’D?) 8- (fog)le) R(fog)*(RH%(g,g’f!Dggm)) 8- (fog)le)
2z (fog) 10" 8 s (fog)1D{™)

|

¥
RIf 05):Rhom G, (f 05)€) ——_R(S 29)-(BHom(G, (£ 00) D) o ¥ 9
zZ A og)” X

Les deux carrés de 1.1.6.4 sont commutatifs par fonctorialité. Nous aurons
besoin des deux lemmes ci-aprés, dont les preuves sont aisées, qui établissent
deux conditions de transitivité validées par les morphismes de projection.

LEMME 1.1.7. — Soient H € D(g7'D{™?), & € Diag.qe.) (DY, F71DGV)
et & € Dtdﬁqc(f_ng}n)d). Le diagramme

L L proj L -1 L
Rg.H ®,D§/m) & ®f‘1DS;") & — g Rg*(H ®g_1D§/m) g 81) ®f_1D(Xm) &
NVprOjg NVPI‘Ojg
L -1 L L -1 L -1
Rg. H ®971D§/m) g (51 ®f71D(Xm) 82) — Rg*(H ®g,1D§/m) g & ®g*1f*1Dg{m) g 52)

est commutatif.
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LEMME 1.1.8. — Soient H € D(g~ ' f'DY) et € € Db, 4 (*D). Le dia-
gramme

Rf*(Rg*H ® (m) f~ 15) - Rf.Rg.H ®]I{)(m) &
proj X
Q/PTOJQ ' v
R *R . L —1p-—1 %R L -1
[«Rg.(H ®g*1f*1D§") g fE) broi s (fog)s (H® (fog)~ 1.D(m) (fog)™€)

est commutatif.

En utilisant le lemme 1.1.7, la transitivité des isomorphismes de la forme
®, on vérifie la commutativité du rectangle (en haut) de 1.1.6.4 ot 'on a omis
Rf,. Le diagramme 1.1.6.4 est donc commutatif.

On parvient par fonctorialité de 1.1.8 & la commutativité de rectangle du
milieu de :

(1.1.8.1)
Rf.(Rg.-RHom(G,¢'D{™) @ f'D(M &b fle) R1. (Rg-RHom(3, ¢DiM) & DY) o €
p(m) p(m) s1p(m) o plm p(m o)
zZ Y X prolg zZ Y
Joroig |proig
Rf.(Rg.(RHom(G,g'D™) @ ¢'f'DYY) @ fle) Rf*RgARHom(G D) o gy @t €
o™ 1ol F1o ey (" 1ol o
fe Ve
Rf.(Rg.RHom_(n)(G,g'f DY) & 7€) Rf.Rg.RHom_(m)(G.¢'f' DY) & €
z f-ng(m> proi z p(m)
| proig
Rf.Rg.(RHom(G,¢' DY) @ glfle)
p(m) .1f.1D(m)
z 9 X
R(fog).(RHom(G,¢' f' DY) & (fog)le) R(f 0 g).RHom(G, ¢ /' D) &" €
D(Zm) (fog)'ng(m) y Proifo, D(Z m) D(Xm)
R(f 0 g)«(RHom(G, (f o 9)' D) &% (fog)e) R(f 0 g).RHom(G, (f 0 9)'DY) & &)
p(m) (foay1p(™ ~— pm) p(m)
z X Projfog z X

On obtient des carrés par fonctorialité. Ainsi, 1.1.8.1 est commutatif.

Le composé de 1.1.6.4 et 1.1.8.1 correspond au rectangle de 1.1.6.3. Celui-
ci est donc commutatif. On a donc vérifié la commutativité du diagramme
1.1.6.3, i.e., celle du carré de devant composé avec celui du bas de 1.1.5.2. D’oul
le résultat. O
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Coh(gi)g,m)). En appliquant
RI(X,—) et HO o R['(X, —) & &¢, on obtient les bijections :

1.1.9. — Soient & € D, ,(*DY{") et F € Db

(1.1.9.1) adjs re + RHompom (f4(F),€) = RHompom (F, 7€),
(1.1.9.2) adj r e+ Hompom (f+(F),€) = Hom_ m) (F, f'E).
X Y

Si aucune confusion n’est & craindre, on les notera adj;.

Il découle immeédiatement de 1.1.5 le corollaire qui suit.

coh

COROLLAIRE 1.1.10. — Soient € € D, (*D{") et G € DY, (*Dy"). Le
diagramme

(1.1.10.1)  RHompen (f4 0 9+(9), £) <=— RHompen ((f © 9)+(9), €)
Nwadjgoadjf N\l/adjfog

RHomD(Zm)(g,g!f!E) ~ RHomD(Zm(gy(ng)!g)

est commutatif. De méme en enlevant « R ».

1.1.11. — Soit F € Dgoh(ng,m)). L’image de l'identité de fi (F) par la bijec-
tion adj; r ¢, () de 1.1.9 donne le morphisme F — i (F) noté adj; » ou

simplement adjz ou adj;.

Soit £ € DY, (*DU™) tel que f'€ € D, (*DU™). On notera adjse : fy o

coh coh

f'(&) — &, 'image inverse de I'identité de f'€ par adjy s1g ¢ ou adjg ou adjy.

PROPOSITION 1.1.12. — Pour tout G € D]é’oh(gD(Zm)) et pour tout £ €

DY (*D) tel que f(€) € DE,(*DU™) et (f 0 9)'(E) € D2, (*DY™), les

diagrammes

fradiy priey

f+9+g!f!(5) f+f!(5)
~ adjfog ¢ fadise

(fog)+(fog)(€) —————¢
et

! g!adijQ_*_g ]
99+(9) ————————= 9 [ f19+(9)
adjg,g/} adijg,g "“l/

G———(f29)(fo9)+(9)

sont commutatifs.
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Démonstration. — Notons « can » les isomorphismes (ou induit fonctorielle-

ment par ceux) de la forme ¢'f' — (fog)' ou frgy — (fog):. La
démonstration de la commutativité du diagramme de droite étant analogue,
contentons-nous de vérifier celle de gauche. A cette fin, considérons le dia-
gramme ci-aprés :

(1.1.12.1)

Hom_m) (f'€, f'€) <~ Hom_m)(f+f'€,€)
1 Y ad_]f X

S ~fadig g ~feadi e

Hom,,m) (g1€4d7€) ~ Hom ,my (9+4'f', 1'€) ~ Hom ,my (f+9+9'f'€,)
adlg adjy
Can/}’\/ Can/}’\/ Can/PN

Hom,,my (£ 0g)'€,g'f'€) < Hom,m(g+(f 0 9)'€,1'€) i Hom ) (F19+(f 09)'€,€)
adlg adyy
Can/}’\/ Can/PN

Hom ) ((f 0g)'€,(fog)'€) - Hong(m((f09)+(f09)!5,5)7

adjfog

dont les bijections horizontales sont les isomorphismes d’adjonction de 1.1.9.2.
Il dérive de 1.1.10 la commutativité du rectangle du bas de 1.1.12.1. Par fonc-
torialité en le terme de droite f'€, il suffit de vérifier celle du triangle pour
lidentité de f'E, ce qui est immédiat. Enfin, celle des carrés s’établissent par
fonctorialité. Le diagramme 1.1.12.1 est donc commutatif.

Or, la fleche Hong(m) (fr9+9'f'€,E) — HomD;m)((f 09)'E,(fog)€) de
1.1.12.1 passant par le droite puis par le bas (resp. par le haut puis par la
gauche) , envoie adj,, ¢ o can (resp. adj; ¢ o (fradjy s1(¢))) sur identité. [

1.2. Cas des schémas formels

1.2.1. — Soient &, F € Dgc(gl/)\;m)). Pour tout entier ¢ > 0, on pose &; :=
Os, ®H@S &= Dg?:) ®]%¥"> & (de méme pour F). On dispose de I’isomorphisme
de changement de base suivant :

(1.2.1.1)

Os, ®65 RHomzm) (€, F) — RHomzm) (€, Fi) <— RHom.wm) (&, Fi).
x x

(m)
D¢

Celui-ci est transitif en i, i.e., pour tout 1 < ¢/ < 7, on construit de maniére ana-

logue des isomorphismes Oy, ®H(5s,., RHong:,) (&, F)) = RHong(m) (Eiry Fir),

ceux-ci étant compatibles avec 1.2.1.1. ' !
On remarque enfin que le composé

(1.2.1.2)

RHomzm (£, F) — Os, ®p, RHomzom) (£, F) = RHom_ ) (&, Fi),

(m)
’DXi

dont lisomorphisme est 1.2.1.1, est le morphisme canonique Og, ®H(98 -
RHomzm (€, F) — RHompen (i, ).
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1.2.2. — Soient f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses,
£e Db, (gﬁgem)). Par construction de I'image inverse extraordinaire définie pour
les complexes quasi-cohérents (voir [6, 3.4.2.1] et aussi [6, 3.2.2]), on dispose
de l’isomorphz’sme de changement de base de l’image inverse extraordinaire
Os, % f () = fl(&:). Lorsque € € Dcoh(gﬁ(m)) on identifiera f'(€) avec

b\g)@»x ®H‘ 1B f71€[dy/x]. On bénéficie alors, pour tout £ € DV (* Z/D\gem)),

de l’isomorphzsme de changement de base via les isomorphismes :
(1.2.2.1)

Os, ®o, f'(€) : JHED)

b - L -1
05, 8 (DY), ®H}718(m)f 15)[dy/X]T>D§,TLXi® o F €l D ok ®f Lot F v x).
x 1
Comme pour 1.2.1.1, celui-ci est transitif en 4, i.e., on en tire un isomorphisme

entre les systémes projectifs (Og, ®g, f'(€))ien et (fi(&:))ien.
De plus, pour tout M € Dgc(i/?\g,m)d), on dispose tautologiquement de

Visomorphisme de changement de base de limage directe (voir [6, 3.5.1.1]) :

fEM) ®p, Os, — [ (M;). De méme, lorsque M € Dcoh(Dg,m)d), celui-ci
est défini via le diagramme commutatif :
(1.2.2.2)

FLM) @5, O, == (RL-(M 85 DY 1)) 85 Os. 22 RE. (M@0 Dy 85, 05.)
N ~

Y
L (m) m
£ (M) =———=RE(M: &) Dy x) RL (M85 D ).

Comme pour 1.2.1.1, I'isomorphisme de gauche de 1.2.2.2 est transitif en 4, i.e.,
induit un isomorphisme entre les systémes projectifs (f{ (M) ®% s Os,)ien et
( er(Mi))ieN. De méme, en remplacant dans 1.2.2.2 le symbole « d » par « g ».

1.2.3. — Soient f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses,
£ e Dcoh(D(m)) et F € DP (Dg,m)). Comme pour 1.1.3.1, on dispose d’un
isomorphisme canonique

(1.2.3.1)

X f+]RHomA(m>(.7-'D Ndy] = RHomag{m)(f_%(?—'),ﬁgem))[dx].

coh

Ce dernier s’inscrit dans le diagramme commutatif ci-aprés :
(1.2.3.2)

Os, @b, (/IRHom s (F, Dy")dy]) —= Os, @, (RHomaim (££(F), DY”)ldx])
~ , ~
FiRHom o (Fi, DY) [dy] Y RHompyon (£, (F), DY)ldx],
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dont les isomorphisme verticaux sont induits par les isomorphismes de change-
ment de base de 1.2.1 et 1.2.2.

De fagon analogue & 1.1.3.3 (pour le morphisme de projection, nous utilisons
la cohérence de &), on construit grace a X} I’isomorphisme :

(1.2.3.3) 8 + RHomgm (f+(F),€) = R f.RHomzm (F, f'e).

Il dérive de 1.2.3.2, le diagramme commutatif suivant :
(1.2.3.4)
Os, @6, (RHompm (f+(F), €)) ——= Os; ®bs (Rf*RHomA<m> (F, 1'€))
- 5 -
RHomD(X@ (fi_,_ (.7:1), Ei) Nfl Rf*RHomDS;TL) (.7:1', f;gl),

ol les isomorphisme verticaux se déduisent des isomorphismes de changement
de base de 1.2.1 et 1.2.2.

Avec la remarque de 1.2.1.2, on déduit de 1.2.3.4 par application du foncteur
HOoT(X,-), le diagramme commutatif suivant :

(1.2.3.5) Homg i (f+(F),€)) “— Homgen (7, £€))

f f
adj;.
Hompg(w (fir (F2), &) J*Nf> Homp;r_n) (Fis i&3),

dont les morphismes verticaux sont ceux induits fonctoriellement par Og, ®H@S

Si on a seulement £ € Db (Y/D\gem)), on construit 'isomorphisme d’adjonction

adj; : HomA<m>(f+(.7:) 8)) — Homgm) (F, f'€)) via la commutativité du
v

diagramme ci- dessous

adj
(1.2.3.6) Homgn (f4(F),€)) ™ A ~ Homgn (F, f'€))
N\l/ %1_!11 adjy, ~Y
lim Hom ;o) (fig (F2), &) ¢ lim Hom ,(m) (F3, f1£5),

i i

dont les isomorphismes verticaux sont dus & l’équivalence de catégorie ([6,
3.2.3]). Grace a la commutativité de 1.2.3.5, les deux constructions de l’iso-

morphisme d’adjonction adj; sont compatibles.
Pour tous morphismes propres g : Z — Yet f:Y — X de V-schémas
formels lisses, pour tout £ € D (D m)) et tout G € DP (Dg,m))7 on obtient

coh
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par complétion (voir 1.2.3.6) de 1.1.5.1 le diagramme commutatif suivant

(1.2.3.7) Homgom (f+ © 9+(G), &) <=— Hompem ((f © 9)+(9), €)
N\l/adj oadj; ~¢adjfog
Homﬁ(zm (G,d'f'E) Hom/\(m)( ,(f09)€).

1.2.4. — Soient f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses,

m’ > m deux entiers, £ € Dgc(Dgem)), & e Dg/c(Dgem )), € = € un morphisme

DY-linéaire, F € Db, (DY) et F' := DY) @k, F. On bénéficie, via le
Y

diagramme commutatif ci-dessous, du morphisme de changement de niveau,

noté niv :

(1.2.4.1)
RHomzon (£ (F),€) RHomzgm (1" (F), €')
yniv /}N
RHomz (£ (F'), €) ——~ RHomg i (DY) @y, 117 (F), €,

coh

dont l’isomorphisme du bas découle de [6, 3.5.3.(ii)]. On vérifie ensuite la com-
mutativité du diagramme

(1.2.4.2)
Os, &, (RHomm (1) (F), €)) == Os, 8%, (RHomzz (™) (F'),€"))
~ ~t
RHom o (£7 (), €:) miv RHom o (1 (F)), €D,

dont le morphisme de changement de niveau du bas se construit de maniére
analogue & 1.2.4.1 et dont les isomorphisme verticaux se déduisent des isomor-
phismes de changement de base de 1.2.1 et 1.2.2. Il en résulte celle du suivant :

(1.2.4.3) Hom ) (/1" (F), €) —~ Hom g (" (F), €)

! !
Hom o (£} (F), &) 2 Hom, (F7(FD), €.

On a aussi le morphisme de changement de niveau suivant :
(1.2.4.4)
v REEHomg (F, ¢ ~ RfRHom o (7, ey Rf*RHom8<ym/)(F', 7.
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De plus, le diagramme

(1.2.4.5)
Os, 8, (Rf.RHomzen (7, £7E) Ve 05 95 (R S RHomg g (F', Fen)
N¢ ~|
Rf.RHom ym (Fi, £ &) niv R f*]RHomD(m/) (FL 1€,

dont le morphisme du bas se définit comme dans 1.2.4.4 et dont les isomor-
phisme verticaux se déduisent des isomorphismes de changement de base de
1.2.1 et 1.2.2, est commutatif. On obtient ainsi la commutativité du suivant :

(1246) HOmA(m) (f f'(m)g) *) HomA(m/) (]_-/ f!(m/)g,)
| y
HomD@) (Fis f'(m)é') HOHID(m/)(]:’ f'(m )5¢)~

Considérons enfin le diagramme
(1.2.4.7)

dj m
adj ¢ HomA(m/) (.7:/ fv )E )

~

(m")
Homg (14" ()€

adjy ‘

m (m)
Homgn (1" (7),€) N l Homn (%, /7€)
’ djf. m')
Hom,_n (£ (FD), &) — Hom_r, (L, £ €]
. X ) y’
niv y
m adjy, (m)
Hom_on) (£ (F:), &) el Hom o) (Fi f &),
X;

i

Par 1.2.4.3 (resp. 1.2.4.6, resp. 1.2.3.5), le carré de gauche (resp. de droite, resp.
de devant et de derriére) sont commutatifs. La commutativité de I’isomorphisme
de dualité relative de f; au changement de niveau implique celle de d¢, puis
celle de adjy,. Le carré du bas est ainsi commutatif. Or, en passant a la limite
projective sur i, les fleches verticales de 1.2.4.7 deviennent des isomorphismes.
Il en résulte la commutativité du carré supérieur de 1.2.4.7.

1.2.5. — Soit f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses.
Pour tous £(*) ¢ LDb (D(')), F) e LD@ Coh(Dg,')), par construction des

catégories de la forme LDQ qc(D(x))’ de la commutativité au changement de
niveau des isomorphismes d’adjonction de 1.2.3.6 (i.e. commutativité du carré
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supérieur de 1.2.4.7), Pisomorphisme canonique d’adjonction suivant :
(1.2.5.1)

adjy : HomEBE,qc(Bg))( J(r')(}“('))’g@)) . Hom F©), fleg®),

Loy (B

Pour tout morphlsme propre g : Z — Y de V-schémas formels lisses, pour
tout £ € LD (DY) et tout G € LDY (DY), il dérive de 1.2.3.7 le
diagramme commutatlf
(1.2.5.2)

HOm (D(.))(f+0g+(g( )) 5(.)) HomiDQ’ (a(x.))((fog)+(g(.)),g(0))

N\l/adjgoadjf N\l/adjfog
Hom, p, e (6, 9'f1€) Hom, e (6, (F 0 9)'€®)

1.2.6. — Soient f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses,
£ € LDY (DY), F® € LDY, (DY), € := imE®) et F := imF(®) (le

foncteur lim est celui défini dans [6, 4.2.2]). On bénéficie & nouveau de ’isomor-

phisme : : fiRHome (.7-' ’Dy o)ldy] — R'Hompf (f+(.7-") Q)[dx]

(voir [‘%2]) On construit ensulte de maniére analogue a 1.1. 3. 3, I'isomorphisme

0 RHomDT (f+(.7-') £) = Rf*RHomDT (F, f'€), puis I'isomorphisme
y.0

d’adjonction : adjf : HomD;n(er( ),E) — HomD;Q(}',f!E).

Le diagramme suivant

(1.2.6.1)
Hom, p (3¢ (Fi(F®), ey 2D HomL (D(.))(ﬂ-), FlOg®)
\l/hm lim
Hompy o (f+(F), €) = Homp, (., f'€),

ou l’isomorphisme du haut est 1.2.5.1, est commutatif.
En effet, quitte a comphquer les notations, supposons que £ ¢
D]COOh(D( )) le morphisme D( ) ®IL , Em) — (") est un isomorphisme et

de méme en remplagant £ par F. On dlspose du diagramme commutatif :
(1.2.6.2)

m)d m m X] m m m
7 RHom o (7 ), D§)dy] @pim Dhyg %RHOWD;M(A 8(Fm), DY) [dx] @pim Dhyg

~} , ~y

X
f{RHomy (F, D}, ,)ldy] ! RHom: (1% (7), Dk o)ldx],

dont les isomorphismes verticaux se déduisent de [6, 3.5.3.(ii)] et de la com-
mutation des foncteurs duaux & l’extension des scalaires. Il en dérive le carré
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commutatif suivant :
adj
(1.2.6.3)  Hom o (£ (F(m), g0m) 20 HomD;m(]-'(m)’ Flm) g(m)y
x

~| . ~f
Homp (f+(F),€) — 20 Homp, (F,f€).

~

Avec les notations de [6, 4.2.2], il en découle, pour tous A € L, x € M, le

diagramme commutatif suivant :
(1.2.6.4)

i
Ho ))(fJ(rO)(]-‘('))’)\*X*g(-)) gHomD(’D('))(]_—(o)’f!(-))\*x*g(o)) _H (f<'),>\*x*f!(')5('))
~ v <

m (o om (o)
D(DY, D(Dy")

{/ lim lim lim

— N — —
Hom (nmfi')(f(')),1imA*X*5('>)jHome (Flimf N x"€@) __ Hom_; (F,lim\"yx"f*e®)
xQ — — ~ y,Q - ~ y,.Q -

~ o -l /
Hom_; (f+(F),€) 1 Hom_; (F,f'€),
Pz ~ Py

ou lim est le foncteur de [6, 4.2.2] (ou [6, 4.2.4]).

En passant & la limite inductive sur A € L, x € M, on déduit de 1.2.6.4 le
diagramme 1.2.6.1.

1.2.7. — Soient f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses,
T un diviseur de X tel que T” := f~1(T) soit un diviseur de Y.

D’aprés [12, 1.2.10], pour tous £ € DY, ("D (TT)q) et F € Db, (DI,(1T")g"),
on dispose de I’isomorphisme canonique d’adjonction :

(1.27.1)  adjpp : Hompt gy (fre(F),€) = Hompy iy (F fr€).

Il en découle comme d’habitude le morphisme d’adjonction : adjsr z :
F — fhfri(F). De méme, si fr€ € Dé’oh(D;(TT’)Qd), il en dérive le mor-
phisme d’adjonction : adj; 7 ¢ : fry () — £. Lorsqu’aucune confusion n’est
a craindre, on les notera simplement adj -, adj; etc. Lorsque le diviseur est
vide, on ne l'indiquera pas. Le morphisme d’adjonction adj; de 1.2.6 est le
méme que 1.2.7.1.

ProPOSITION 1.2.8. — Soient g : Z — Y et f : Y — X deux morphismes
propres de V-schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que T' := f~1(T)
(resp. T" := g=*(T")) soit un diviseur de Y (resp. Z).

Pour tout G € Dgoh(gDTZ(T")Q) et pour tout £ € Dg’oh(gD;(T)@) tel que

Fr(€) € DL (*DL(T")q) et (f 0 9)(E) € DEL(*DL(T")q), le diagramme

coh coh

(1.2.8.1)  Hompi 7 (fr4 0 9174.(9), &) <=— Hompt iy ((f © 9)+(9),€)
~ {adjg roadjs p ~Yadjfog
!

HOm’D;(T”)Q(g’ g'f'g) <N— Hom'DTZ(T”)Q (g7 (f © g) 8)7
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ot les isomorphismes horizontaux sont induits par les isomorphismes cano-
niques de composition (1.1.2), est commutatif.

Démonstration. — Par [6, 4.3.12], on peut supposer le diviseur T vide. Cela
découle alors de 1.2.5.2 et 1.2.6.1. O

REMARQUES 1.2.9. — Avec les notations et hypothéses de 1.2.8, ’hypothése
« fir(€) € D2, (*DY,(T")q) et (f 0 9)r(€) € DY, (*DL(T")g) » est toujours sa-
tisfaite lorsque f et g sont, en plus d’étre propres, lisses. De plus, ces hypothéses
sont aussi validées lorsque 1'on travaille avec des complexes surcohérents (voir
[9]) etc. Dans ces conditions, il découle de 1.2.8 que I'isomorphisme canonique
de composition des images directes utilisé ici (voir 1.1.2.1) est le méme que

celui construit dans [12, 1.2.15]. On a ainsi obtenu une unification.

LEMME 1.2.10. — Soient f : Y — X un morphisme propre de V-schémas
formels séparés lisses, T un diviseur de X tel que T' := f~1(T) soit un diviseur
deY, et F € DY, (*D1,(T")q).

Alors, f3 o fr,+(F) € Dy, (“DY(T")qg).

coh

Démonstration. — Quitte & compliquer les notations, supposons le diviseur T’
vide. On note 6y = (id, f) : Y = Y x X, € =054 (F),p: Y xX = X la
deuxiéme projection, g = fxid : YXxX > XxXetd : X — X xX
Iimmersion fermée diagonale. D’aprés [19, 5.3.7], le carré suivant

(1.2.10.1) Vxx—-xxx
a5} Y5}
y f\‘x

est cartésien. Comme g (£) = g4 0054+ (F) — d10f(F), g+(E) est a support
dans X (via §). Comme le carré de 1.2.10.1 est cartésien, g'og, (£) est & support
dans Y (via &7). Or, p' o p, () = p' 08 064 0py(E) = g¢' 0 gy (E). Ainsi,
p' o pi (&) est a support dans Y. Or, p, () == f.(F) € D‘goh(gDTx’Q) (car
comme f est propre, la cohérence est préservée par image directe). Comme
p est lisse, il en découle que p' o p, (€) € Dfoh(ng,Xx’Q). D’aprés I’analogue
p-adique de Berthelot du théoréme de Kashiwara, il en résulte que 6}(1)! )

p.(€)) € D? (EDL’Q). On conclut en remarquant : 6}(;0’ opi(€)) = 5} op'o

coh

Pt 005 4+(F) = flo fi(F). O

PrOPOSITION 1.2.11. — Soient g : Z2 — Y et f : Y — X deux morphismes
propres de V-schémas formels séparés et lisses, T un diviseur de X tel que
T = f~Y(T) (resp. T" := g=Y(T")) soit un diviseur de Y (resp. Z).
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Pour tout G € DP (g’DTz(T")Q) et pour tout & € DP (gD;rE(T)Q) tel que

coh coh
Fr(€) € DEL(DL(T")g) et (f o g)(E) € DB (*DL(T")q), on dispose des
diagrammes commutatifs :
(1.2.11.1)

adj, 7/ adjs ,

fr49r 290 f1r (&) —— fr f1(€) et grgr +(G) — gh frfr+97 +(9)
N\L \Ladjf,T adjg’T/¢ f\w

(f o 9)7,+(f 0 9)(€) (fog)r(fog)r+(9)-

adjroq 1 adjfoq 1

Démonstration. — Par [4, 4.3.12] et via 1.2.10 (pour le diagramme de droite),
on se raméne au cas ou le diviseur 7" est vide. En reprenant la preuve de 1.1.12
(qui utilise 1.1.10), cela dérive alors de 1.2.8. O

REMARQUES 1.2.12. — L’hypothése que X soit séparé est inutile pour vali-
der la commutativité du diagramme de gauche de 1.2.11.1 car celle-ci n’uti-
lise pas le lemme 1.2.10. Il en est de méme pour le diagramme de droite
lorsque f est une immersion fermée ou lorsque les termes de ce diagramme sont
DTZ (T"")g-cohérents.

2. Foncteur sp, associant un D-module arithmétique
a un isocristal surconvergent. Cas lisse

Nous adopterons les notations suivantes : si f : P/ — P est un morphisme
de V-schémas formels lisses, on notera fx : P'x — Pk le morphisme d’espaces
analytiques rigides associé a f, tandis que sp : Px — P (ou sp : Pp — P’)
sera le morphisme de spécialisation (voir [3] ou [28]).

Sij:Y < X est une immersion ouverte de k-schémas de type fini, telle qu’il
existe une immersion fermée X — P, avec P un V-schéma formel lisse sur un
voisinage de X, alors j! signifiera le foncteur faisceau des germes de sections
surconvergentes le long de X \'Y ([3, 2.1.1]).

2.1. Isomorphismes de recollement : cas formel

2.1.1. — Considérons le diagramme commutatif de morphismes de Z)-
schémas
f g
X—Y ——7
b v v

S——T—U
dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. De plus, on
suppose que les schémas S, T et U sont munis respectivement pour un entier m
donné de m-PD-idéaux quasi-cohérents m-PD-nilpotents (as, bg, as) C Og,
(ar, b, ar) C Or et (ay, by, ay) C Oy de telle maniére que les morphismes
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S — T et T — U soient des m-PD-morphismes. On note Xy, Y; et Zg les réduc-
tions respectives de X, Y et Z modulo ag, ar et ay. On désigne ensuite par fj :
Xo — Yy et go : Yo — Zy les morphismes induits par f et g. Soient respective-
ment Hx, Hy et H; des diviseurs de X, Yy et Zy induisant les factorisations
fal(Hy) — Hx et gal(Hz) < Hy. En désignant par n,, > m un entier,
avec les notations de [21, 2.1], on dispose alors de morphismes f *B§," m) (Hy) —
B (Hy) et g*BY™) (Hy) — B&m)(Hy) ([21 2.1.2]). On en déduit le fonc-
teur fa, myt : DT(BY™ (Hx) @0, DYJs) — D™ (BY™ (Hy) ®0, DY)
«image directe par f a singularités surconvergentes le long de Hx et Hy » et le
foncteur f}fx,Hy : D‘(Bg,"’”)(Hy) R0y Dg:%) — D~ (Bg?’”)(HX) ®0x 'Dg{"/L)S)
« image inverse extraordinaires par f a singularités surconvergentes le long de
Hx et Hy » (e.g., voir [12, 1.1.6,1.1.7]).

En notant X, Y et Z les espaces annelés (X, BY™) (Hy)), (Y, B 71’”)( Hy))
et (Z, B(nM)(H 7)), on obtient des morphismes d’espaces annelés f : XY

et g: Y — Z Leur reductlon modulo a donne des morphismes que l'on notera
fo: Xo—>Yoet901Y0—>Zo

On pose Py = BX™ (Hx) ®0x Ph/s(my Pyyrimy = By (Hy) ®o,
Py rtm) © Pjuimy = Bz (Hz) ®02 Pyi(m):

Le faisceau P& /8(m) €St muni de deux structures canoniques (& droite et a
gauche) de Bg?"‘)(HX)—algébres (de méme pour 5’}/T(m) et 5}/U(m)). Lors-

qu’aucune confusion n’est & craindre, on omet d’indiquer la base (S, T ou U).

On notera Dg?}g B(""‘)(HX) ®ox Dgg)s, D§/77)T Bg,n’")(Hy) ®oy D( v €t

f':D- (D§/77)T) — D~ (Dg?;)s) le foncteur image inverse extraordinaire.

D’apres [4, 2.1.5] et avec les notations de [4, 2.1.2], pour tout S-morphisme
f'+ X — Y ayant la méme restriction Xg — Yj que f, on dispose, pour n assez
grand, de la factorisation 6?’f, X — A?,/T(m) (grace a la m-PD-nilpotence de
(as, bg, ag)) rendant commutatif le diagramme

2.1.1.1 Xo&——
( ) 0 . XW)
¢ 540 s P1
y¢ AV ) —=Y xp Y —=Y,
P2

ol p; et po désignent respectivement les projections a gauche et a droite et
sn, est le morphisme canonique. La structure de Dg, /)T—module de Bg," m)(Hy)
compatible a sa structure d’algébre donne l’'isomorphisme de OAa;/T—algébres

(p2 © 82)"(BY™ (Hy)) > (p1 0 s,)*(BY"™ (Hy)). Via 67 ,,%, on obtient
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f’*(Bym)(Hy)) - f*(Bgf"‘)(Hy)) s’inscrivant dans le diagramme commu-
tatif

(2.1.1.2) £ (B (Hy)) - F*(BY™) (Hy))
\ /
BE?M)(HX)»

dont les fleches obliques sont les morphismes canoniques ([21, 2.1.2]).

Soit A% /() V'espace annelé (A% g\, O%, 5% s )) avec OA?(/S(W) = (p1 o
sn)*(BgLM)(HX)). On note p; : A}/S(m) — X le morphisme induit par 'ap-
plication continue p; o s, et par le morphisme d’anneaux canonique (p; o
sn)_l(Bg?m)(HX)) — O+, et P2 : A% g,y — X dont le morphisme

X/8(m)
d’espaces topologiques est ps o s, et dont le morphisme d’anneaux est (ps o
52) 7 (BY™ (Hx)) = (p2 0 50)"(BY™ (Hx)) = (p1 0 )" (BY™ (Hx)) =
O~ . De méme, lorsque ’on remplace respectivement S et X par T et Y
X/S(m)

oulU et Z.

On désigne par 67 X — Z?,/T(m) le morphisme induit par 6}1,]” et

fif
n ok __ sn % * (nm) ~
Ky, = O OF, )= 87" (0 sa) (B (Hy)) <

T(m)
f*(B(n’")(Hy)) — Bg?"‘)(HX). Via 2.1.1.2, on vérifie f = p1(5f 7 et =
P20

par 5?,]”_ (0

i
Pour tout complexe F de Bg/n m>(H v) oy D;ﬂ};—modules borné supérieure-
ment, via le diagramme commutatif suivant valable pour n assez grand

(2.1.1.3) X, X 7
1 UEATIRN
y —— Ay/T(m) = Y,
I'isomorphisme 5’;/71( ,-linéaire 5§/T(m) Dpem (1) & = F Dpem) (1)

Py T (m) induit un isomorphisme DX / S—hnealre canonique fonctoriel en F

Tff, : f/!(]:)l’ f!(]:)a

tel que 7'f~ ;= =1d, et que, si f/ : X — Y est un morphisme dont la restriction
Xo — Y coincide avec celle de f, on ait la formule de transitivité Tf =
Tf-f PO Tf-f, e Si aucune confusion n’est & craindre, nous noterons simplement

. F voi
T§§ Ou T’ volre T.
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2.1.2 (Changement de niveau) — Soient n,y > m' > m deux entiers,
D;’?T B(" =) (Hy) R0y D( /T et F un complexe de Dy/T—modules borné su-
périeurement. Lorsque Y a des coordonnées locales 1, .. .t4, avec les notations
de [4, 2.1.2], le morphisme canonique P;’(/S(m,) — ;L{/S( ) envoie 7k

sur g!/g’!z{ﬁhm) tandis que le morphisme Dg,/gp — Dl /T) envoie §<E>m

sur Q!/g’!Q<E>(m’>. Grace a la formule [10, 1.1.16.1], il en découle, en notant
oubyy, e D(ﬁ;n;;)) — D(ﬁgf%),) le foncteur oubli, la formule :

709Pm,m' (F) = oub,, T

2.1.3 (Compatibilité aux images inverses extraordinaires)
Soit ¢’ : Y — Z, un second U-morphisme ayant la méme restriction Yy — Z
que g. Pour n assez grand, il découle respectivement du diagramme commutatif

de droite et de gauche suivant
(2.1.3.1)

32

X
| A
?0 y —— Y/TW§Y
¢ Ly \; ¢ e e vgv
Z

Z AZ/U(m) — Z - AZ/U(m)’ *> Z

~! £l —
que l'on dispose de I'égalité 7,7 -7 = 75 71 0§ et f o553 =T, 505
Ainsi, les isomorphismes 7 sont compatibles avec la composition des images

inverses.

2.1.4 (Changement de base). — Considérons le diagramme commutatif

S/ N T/

v v

S——T
de m-PD-morphismes. On note X' = X xgS", Y =Y x7T',get ¢’ : X' - Y’
les morphismes induits respectivement par f et f’. Il découle de la propriété
universelle des enveloppes & puissances divisées partielles ([4, 1.4.1]) que l'on
dispose d’un morphisme AT, T m) Ay/T(m) rendant commutatif le dia-
gramme

n

’ p

(2141) X'’ LN A?/’/T’ l> Y’ X ! ; Y’
p2

St g / Sn J/ P1 J/

Y xpY —=

X ——Ay;p
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En notant respectivement Hx: et Hy s les images inverses de Hx et Hy, X' =
(X',B "’")(HX/)) et Y/ = (Y’,Bg’")(H)j)), les morphismes g et ¢’ induisent
canoniquement des morphismes X’ — Y’ notés g et §’. On déduit ensuite de
la commutativité du diagramme 2.1.4.1 celle de

6T, ~ p

(2.1.4.2) X2 AL g ;:2 v
| Y ph |

XHAY/T?Y

Il en résulte, notant 6 : X' = X le morphisme canonique, TF fo = T4,/ Au-
trement dit, les isomorphismes de la forme 7 sont compatibles aux changements
de base.

REMARQUES 2.1.5. — Avec les notations de 2.1.1, soit s le morphisme cano-

nique Ay 7 — Y x7Y. On obtient Ay /7 (m) 'espace annelé (Ay /7 (m), 0% . ))
Y/T(m

- e * (nm) A 3 .

en posaT OAY/T(m> = (p1 0 8)"(By ™" (Hy)). De méme, on construit 67 7 :

X - Ay/r(m), celui-ci s’insérant dans le diagramme commutatif 2.1.1.3
ot on a enlevé les indices m. Si p est localement nilpotent sur U (et donc
sur T et S), pour tout complexe quasi-nilpotent (voir 2.4.4 et 2.4.5) F de
Bg," m)(Hy) Q0y Dg,"/lT—modules borné supérieurement, on en déduit, de ma-

niére analogue & ceux de 2.1.1, des isomorphismes T]? 7 ceux-ci vérifiant les

1)

conditions de transitivité, de changement de base et de commutation & la
composition des images inverses.

2.1.6. — Avec les notations et hypothéses de 2.1.1 (nous omettons d’indiquer
la base), on pose

5?:,)1/ fr (D §/ ) et D™ )XZ :}‘(D( ) @0y wy') ®oy wx — wx ®oy f (D™ @0y wyh).

Supposons S = T, S noethérien et de dimension de Krull finie, f et f’ quasi-

~

compacts et quasi-séparés. Les isomorphismes Ti 5(";), — 5(mf) et

X5Y X=Y
TR D(W;? AN D(mf) fournissent, pour tout complexe de Dg(m)—modules 3
’ P Y&~X
gauche (resp. & droite) borné inférieurement £ (resp. M), les isomorphismes
055t Ty, met () = fuy mx+ () et a5 5 ¢ foy et (M) == [y, et (M)).
De plus, pour tout morphisme f” : X — Y dont la restriction Xq — Y coincide

avec celle de f, on a la formule de transitivité o i =OF OO -

TOME 137 — 2009 — N° 4



D-MODULES ARITHMETIQUES 479

REMARQUES 2.1.7. — Soient F € D~ (5§,m)), ﬁl*NQ(m) (resp. ﬁg*f’{/(m)) le
faisceau 5@ m) VU comme Bgfm)(Hy)—algébre pour la structure gauche (resp.
droite). Considérons les diagrammes

g ~(m = Dn A(m) - ~
PPy oy ))®5§,’") e ®B§,m)(Hy)]: b ®]}_1g(m>f Fldxpyl—— )
Y

7
Xf—tY
F

m) ®B§/m)(HY)
S(m) . ) .
Y gia ”W ~|77, 1 ®id NLTf,f’

- Bn Sm)y o 51 Pn " ~(m) _ ~
(Pl*Py(m) ®B§,m)(Hy) Dy )®D§/m) .7:?)171 PY(m) ®B§, )(HY> F, DXLY ®?715§/m)f lf[dx/y] > f!(]:)7
ol &, désignent les m-PD-stratifications relatives a Bg,m)(Hy) (voir [10, 1.1]).
Via un calcul utilisant la formule [10, 1.1.16.1], on obtient la commutativité du

diagramme de gauche. Il en résulte celle de droite.
LEMME 2.1.8. — Awvec les notations de 2.1.1, les isomorphismes

—

pim)  ~  5(m) —-1x(m)  ~  (m) L —155(m)
Dx_z — Dxly ®papem f 'Dy”; — DX’y Dpapom f "Dy,

Hm)  ~ e 175(m) Hm)  ~  e—13(m) L Bm)

Dyix — [T Dzly ®f715§;"> Dy x — T Dziy ®f715§,m> Dy.’x
sont compatibles aux isomorphismes de la forme T.
Démonstration. — La construction des isomorphismes est analogue a |[7,
V1.6.3]. Pour la premiére ligne, la compatibilité aux isomorphismes 7 est une
conséquence de la remarque 2.1.7 et des formules 7, 7.5 = T; 5 © g et
flo T4, = Tgof,5/0f PrOUVées via les diagrammes 2.1.3.1. Ceux de la deuxiéme
ligne s’en déduisent. O
PROPOSITION 2.1.9. — Awvec les notations de 2.1.1, on suppose S =T = U,

S noethérien, de dimension de Krull finie, f, ', g et g’ quasi-compacts et
quasi-séparés. Les isomorphismes de la forme o sont alors compatibles a la
composition des images directes, i.€., gH, Hy+ © Of,f/ = Ogof,gof’ €t 0gg ©
foy Hxt+ = Ogofgrof-

Démonstration. — La commutation & la composition des foncteurs images di-
rectes se prouve de maniére analogue a [7, VI.6.4]. Par construction de celle-ci,
cela découle du lemme 2.1.8. O

2.1.10. — Maintenant, soient f : X — )Y un morphisme de V-schémas
formels lisses, Ty un diviseur de Y, Tx D fy 1(Ty) un diviseur de X. On
se donne un deuxiéme morphisme f' : X — Y tel que f} = fo. Donnons-
nous une suite croissante d’entiers (n,,)men telle que n,, > m et posons
Y/)\gem)(TX) = Bgenm)(TX)@ongem). De méme, en remplacant X par ).
Comme pour [6, 3.2.1], on définit la catégorie des complexes de Z/)\gem)(TX)—
modules & gauche & cohomologie bornée et quasi-cohérente et qui sera noté
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Dgc(ﬁgn)(TX)). Avec les notations [12, 1.1.6,1.1.7], on dispose des fonc-
teurs images inverses extraordinaires de niveau m (définis comme dans [6,
3.4.2.1)) : fi"h et fAU: DE(DYY(Ty)) — Di(DYY(Tx)). Les iso-
morphismes de la forme 7 (voir 2.1.1) commutant aux changements de base,

on obtient, pour tout F € D (D(m)(Ty)), des isomorphismes T;}T%X,TY :

fql)((m%y( ) = fqlw(;nzwy( ). En procédant a deux localisations (correspondant
a la tensorisation par Q et au passage a la limite sur le niveau), on obtient
de maniére analogue a [6, 4.2.1] les catégories de la forme LDQ qc(Dg,' )(Ty))
(ces derniéres ne dépendent pas du choix de la suite d’entiers (n,;,)men). Il

découle des isomorphismes T;,—J(:?%X,TY avec m variable, pour tout objet F de

() ; . " ~ ! N
LD% qc(Dy STy)), le suivant Tff,)TX,TY S (F) — Iremy (F), ou
fi et f sont les foncteurs images inverses extraordinaires définis
Tx,Ty TX7TY

comme pour [6, 4.3.2.1]. On pourra le noter plus simplement 75 ¢ ou '

voire 7. De la méme fagon, pour tout £ € LDQ qc(Dg)(Tx)), on construit
I’isomorphisme fTY’TXJr(é’) —  fry 15 +(E), que l'on notera o ¢ 1y 1y (0U
oy ¢ voire o si aucune confusion n’est & craindre). Les isomorphismes de la
forme 7 (resp. o) vérifient aussi la formule de transitivité et celle de leur
commutation a l'image inverse extraordinaire (resp. image directe) décrites
ci-dessus dans le cas des schémas.

PROPOSITION 2.1.11. — Awec les notations de 2.1.10, pour tout objet F de
@Qg’qc(Dg)), on a les diagrammes commutatifs :
Tf’.!l‘x,Ty(TTY)(f) —— (1Tx) f}(F) . F 0Ty ) (F) —— (1Tx) f'(F)
,EJT,YT’;’;Y A~ ()T ) ] ~ ! TY:”% (*Tx>(rf,f,>¢~'
Fre 1y (Ty)(F) —= (1Tx) f1(F), 'Oy )(F) — ("Tx) ' (F).
Démonstration. — Notons f; et f/ : X; — Y; les réductions modulo

mtl de f et f/, et f; et f’ les morphismes d’espaces annelés cano-
niques (Xi,Bg?im)(TX)) — (YZ,BQM)(Ty)) induits par f et f’. Pour tout
Fie D™ (ng’")(Ty) ®oy, Dg/:n)), le diagramme

FUBE (Ty) @, Fi) — BY (Tx) @, f(F)
TF L F ¢ id®‘rfi*f£¢
f"( (nm)(Ty) ®Héyi Fi) — B(nm)(TX) ®H{9xi fz,' (F3)

est commutatif. Il en résulte celle du diagramme de gauche de 2.1.11. De
plus, comme chacune des fleches du morphisme composé f'(1Ty)(F)
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(Tx) f Ty ) (F)&=(Tx) f/(F), qui correspond & la fleche du haut du dia-
gramme de droite de 2.1.11, commutent par fonctorialité aux isomorphismes
T, on obtient la commutativité de celui de droite. O

REMARQUES 2.1.12. — Avec les notations de 2.1.11, supposons f~1(Ty) =
Tx. L’isomorphisme fj, — f' (on a omis d’indiquer les foncteurs oublis) com-
mute alors aux isomorphismes de recollements 7. En effet, celui-ci est construit
de la fagon suivante :

i ((TV)F) = 1, (T )(TY)F) = () (1) F) = FIT)((Ty)F)= £ (1 Ty)F).

2.2. Morphisme d’adjonction associé a un carré

2.2.1. — Soit le diagramme de V-schémas formels lisses :
(2.2.1.1) pr 4 L p
!’ o /} u/}

X ——x X,

ol f, g, a et b sont lisses et ot u, u’ et u” sont des immersions fermées. On
suppose que le diagramme 2.2.1.1 est commutatif au niveau des fibres spé-
ciales (mais non nécessairement commutatif au niveau des schémas formels).
De plus, on se donne Tp un diviseur de P tel que Tp: := f~1(Tp) (resp.
Tpn := g_l(Tpl), Tx = ’U,_I(Tp), Tx: = UI_I(TP/) et Txn == U”_I(T N)) soit
un diviseur de P’ (resp. P”, X, X' et X").

PROPOSITION 2.2.2. — Awvec les notations de 2.2.1, on dispose d’un mor-
phisme, dit d’adjonction, fonctoriel en £ € DEOh(DTx(TTX)Q), #(&)
uy o d' (&) — f'oup(€). Sila réduction au niveau des fibres spéciales du
carré de droite de 2.2.1.1 est cartésien, alors ¢(E) est un isomorphisme. Le
morphisme d’adjonction entre foncteurs, u!, o a' — flouy, sera noté ¢.

(i) En notant ¢’ : u/_;_ob! — g'ou!, (resp. ¢" : u:_o(aob)! — (fog)'ouy)le
morphisme d’adjonction du carré de gauche de 2.2.1.1 (resp. du grand rectangle
de 2.2.1.1), le diagramme

1 ! " ! |
v/ o(aob) ——=ulob oa

Ve” Y (g'op)o(¢0a")
(fog)ouy —=g'oflouy,
est alors commutatif. Ainsi, avec des abus de notations, on dispose de la formule
de transitivité ¢"" = (g' 0 ¢) o (¢' 0 a') (pour le composé de deux morphismes

lisses) de lisomorphisme de changement de base par un morphisme lisse de
l’image directe par une immersion fermée.
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(it) Soit o' : X' — X (resp. f' : P' — P) un morphisme dont la réduction
X' — X (resp. P — P) coincide avec celle de a (resp. f). Le diagramme
ci-dessous

¢
upal —— flou,
w (Tq ar)h~ Trpr U~

! 1
v a” —— fouy,

ot 1 désigne le morphisme d’adjonction du diagramme de droite de 2.2.1.1
lorsque a et f ont été remplacés respectivement par a’ et f', est commutatif.

Démonstration. — Construisons d’abord le morphisme ¢(£). Comme & €
DEOh(D&(TTX)Q), en appliquant le foncteur u’+a! au morphisme d’adjonction

de u en € ([12, 1.2.11]), on obtient : v/ a'(€) — v/ a'u'uy(€). Or, comme
(fou) = u"f' et (uoa)' = a'u', on a l'isomorphisme w, Tfou’ uoatis (€) :
uiaulug () = ' fluy(€) (notations de 2.1.10). Ensuite, puisque
flui(€) € D2, (DL, (1Tp)g) et u' fluy (€) € D, (DL (ITx)g), il résulte de
[12, 1.2.12] que I'on dispose du morphisme d’adjonction de u’ en flu, (€) :
uwiu flug (€) — flug(E). En composant ces trois morphismes, il vient :

O(E) =, a'(€) — [us(E).

A présent, établissons que le morphisme #(£) est un isomorphisme lorsque
le diagramme de droite de 2.2.1.1 est cartésien. D’abord, comme u est une
immersion fermée, la premiére fleche dans la construction de ¢(£) est un iso-
morphisme. En outre, ’hypothése cartésienne implique que le faisceau f'u. &)
est a support dans X’ et donc que le morphisme d’adjonction de v’ en flu, &)
est un isomorphisme (voir [12, 1.2.12]).

Prouvons a présent la formule de transitivité de (i). Pour cela, considérons
le diagramme suivant :

(2.2.2.1)
adj, / adj, i
u'_{_(aob)! u'_{_b!a! “ u’_(_bu wla —>u”u”'g'u’ a! —u>g!u’+a!
vadju ¢adju . J/adju J/adju %adju
" 1 PRI adiy/ ! won Lo 1 adj,
u+(aob)uu+*>u bavuy ——ulbu u+auu+*>u uguly auu+*>gu a'utuy
I , b b I
1 plott f! adivs o 1o g adjyrr / o
u+ufu+‘>u+buu fu+‘>uugu Ffluy — gl u fluy
T H \l/adj, ’ \l/adj ’ adi, \Ladju
uxb!u'!f!u+ u'frb!u”f!u+ — T s u"'g flug —>g fluy
I I [
1", m ! 1", m 1" 1" adj, H
ulu (fog)u+‘>uugfu ul g flus ul g flus ———g'fluy
{/adju” Vdd]uu \l/&d_]ur/ \l/&d_]ur/ H
! 1l I pl I pl 1l
(fog)up ————g fuq g fug g fup =————g fuq.

TOME 137 — 2009 — N° 4



D-MODULES ARITHMETIQUES 483

La commutativité du rectangle (le « seul » rectangle : & gauche et au milieu)
de 2.2.2.1 se déduit de toutes les propriétés, données dans 2.1.10, des isomor-
phismes de la forme 7, ainsi que du diagramme suivant

b a u

X / x P
e e
%// x/ 'P/ ’P
fr s s
%Il 'P// 'PI ’P'

: oo adie g adiy g
De plus, on remarque que le morphisme composé v —= u"u/,u” — u" est

I'identité. En effet, cela résulte de I'isomorphisme d’adjonction de bifoncteurs
6 : HomD;/(TTP/)(u’JF(—), -) — HomD;/(TTX,)(—, u"(—)) (on n’utilisera que

la fonctorialité a droite), et du fait que le morphisme identité u’ v’ 1, u :

s'envoie via 6 sur u/! 2 u’!uﬁru’! tandis que u;u’! 2w 14 genvoie sur ! -
u’. 11 en résulte la commutativité du carré de gauche de la troisiéme ligne de
2.2.2.1.

On vérifie ensuite, par définition ou par fonctorialité, la commutativité des
autres carrés de 2.2.2.1. Ce diagramme est donc commutatif.

Or, on constate que le morphisme composé de gauche de 2.2.2.1, u:L o(ao
b)! = (fog) ouy, n'est autre que ¢”, tandis que celui construit en prenant
le chemin qui passe par le haut puis par la droite du contour de 2.2.2.1, u/| o
b'oa' = g'o flou,, correspond a (g' o @) o (¢’ 0 a'). Dot (i).

Démontrons maintenant (ii). Grace a 2.1.10, le diagramme ci-aprés

adj Uy T ou! oo Ut adj
w,a'(§) —— v a'u'uy (€) I fowmen w ' flug (€) —— ful(€)
“;(Ta,a’)/T‘ u;Tuoa,uoa’"+¢ ﬁu;Tfou’,f’ouu+ Tf,f’“+¢
!, a"® — vl "ty (E) ——— v v fuy (6) —— i (€).

adj,/

u Uy Tlou! uoa’ U+

est commutatif. On conclut en remarquant que son contour correspond au
diagramme de (ii). O

2.3. Isomorphismes de recollement : cas rigide

2.3.1. — Considérons les diagrammes commutatifs

(2.3.1.1) v e xSy
¢b ] \i/a . \‘/’u, \i/b/ S/ ¢a/ .7 \i/u/
Yy —=X =P, Y/#>XI#>'PI,

ot u (resp. u') est un morphisme de V-schémas formels lisses, j, 5’ et 5 sont
des immersions ouvertes de k-schémas, ¢, ¢’ et 3"/ sont des immersions fermées.
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En notant ¢ = (u, a, b), on définit le foncteur image inverse extraordinaire
par ¢ d’un jTD]X[P—module E en posant ¢4 (F) := j’T’D]X/ QL

w31 Dixp
u At Eldp ol dp//p est la dimension relative de P’ sur P. Si aucune confu-
K P'/PJ P'/P

[‘P’

sion n’est a craindre, on écrira u'K au lieu de qS’K. En désignant par u}, I'image
inverse usuelle (notations de [3, 2.2.16]), on obtient la relation : u% (E) —
U}(E)[dp//P]-

D’aprés [3, 2.2.17.(i)], si v : P’ — P est un morphisme dont la restriction
a X' se factorise par a, alors on dispose d’un isomorphisme €, , : v} —
u}, de foncteurs de la catégorie des jT(’)] x[p-modules & connexion intégrable
et surconvergente dans celle des j'f O)x[,,-modules & connexion intégrable et
surconvergente, tel que €, , = Id, et que, si w : P’ — P est un troisiéme
morphisme coincidant avec u et v sur X', on ait la condition de transitivité
€u,w = €u,v9€y, . S1 v’ est un morphisme dont la restriction a X’ se factorise par
a’, avec un raisonnement analogue a 2.1.11, on prouve les formules €uou’ wou! =
U 0 €y et €y O UN = Eyons you -

Dans le diagramme (de gauche par défaut) 2.3.1.1, supposons que l'on
ne dispose que d’'un morphisme ug : P’ — P rendant commutatif le dia-
gramme 2.3.1.1 ol u a été remplacé par ug (on suppose toujours que P et
P’ se relévent en des V-schémas formels lisses P et P’). De maniére ana-
logue & [5, 2.1.6], on construit alors, par recollement, le foncteur uy., de
la catégorie des jTO] x[p-modules & connexion intégrable et surconvergente
dans celle des j’TO] X'[p,-modules & connexion intégrable et surconvergente.
Précisons sa construction. Choisissons une application surjective p : A’ — A,
deux recouvrements ouverts affines (Py)aca de P et (Pl )aen de P’
tels que wug se factorise par P, — P,). On note alors X, := X N P,,
Xap = X N P, N Pg et de méme en rajoutant des primes. De plus, choi-
sissons des relévements uo: : P, — P,y des factorisations induites par

ug. Si E est un jT(’)] x[p-module & connexion intégrable et surconvergente,
on lui associe 1'objet ((“Z'KEth(a/)[pp(a,))a’eA’a(n;'ﬁ')a/ﬂ’eA’)v ol Nypg

* ~ *
(UB/KEth(ﬁ/) [’PP(B,) )|]X¢;’ﬁ’ [p;/ ﬂP;a’ (ualKEth(a/) [Pp(a,) )|]X¢;’ﬁ/ [P;/O‘P;/
sont les isomorphismes de la forme €. Ils résultent de la condition de transiti-
vité des isomorphismes de la forme € ainsi que de leur comptabilité & 'image

inverse que la famille (u}, ,El|x Jarens (Margr)ar,prenr) se recolle en

un j’TO] X'[p,-module & connexion intégrable et surconvergente, celui-ci étant
par définition uf (E). On vérifie ensuite que ce foncteur est indépendant des
choix effectués.

p(a’) [Pp(a’)

Lorsque g se reléve en un morphisme u : P’ — P, ul, est canoniquement
isomorphe & u}. Enfin, si uj : P” — P’ est un morphisme rendant commutatif
le diagramme de droite de 2.3.1.1 lorsque u’ a été remplacé par uy, on dispose
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d’un isomorphisme canonique (ugouy)l — uly o ud, celui-ci étant transitif
(pour la composition de diagrammes de la forme 2.3.1.1).

Soit Y7 (resp. Y{) un ouvert de Y (resp. Y’) tel que b(Y{) C Y;. En notant
j1: Y7 — X et j]: Y/ — X' les immersions ouvertes déduites, pour tout
jTO} x[p-module E & connexion intégrable et surconvergente, on a le diagramme
commutatif de gauche :

(2.3.1.2) U*I‘(JIE - - ]QTU}E u}(EV) . (u}((E))V
cud AL cuw et
Vil By — jilo B, Vk(EY) —— (v (E))".

De plus, on vérifie par construction celui de droite. En effet, I’isomorphisme
p5(EY) — pi(EY), modulo les isomorphismes (transitifs par rapport a la
composée de deux morphismes) de commutation de 'image inverse au dual, est
par définition I'inverse du dual de p3(E;) — p}(E1).

2.4. Comparaison des isomorphismes formels et rigides de recollements. — Les
deux propositions ci-aprés seront ensuite étendues, en 4.1.2 et 4.1.8, au cas
non relevable.

La premiére partie de la proposition qui suit est due & Noot-Huyghe ([29,
1.5.3]). Cependant, nous donnons ici une démonstration plus formelle qui fait
intervenir la quasi-cohérence sur les schémas formels et nous nous assurons de
sa transitivité.

PROPOSITION 2.4.1. — Soient f : X' — X un morphisme de V-schémas for-
mels lisses, H un diviseur de X, H' D fo_l(H) un diviseur de X', j : X\ H —
X (resp. j' : X'\H' — X') 'immersion ouverte, E un j1Ox, -module cohérent
muni d’une connexion surconvergente V et £ :=sp,(E), le D;Q(TH)-module
cohérent associé. On désignera par fj; le foncteur image inverse de la caté-
gorie des jTOx, -modules cohérents a connexion surconvergente dans celle des
j’J‘(’)x/K -modules cohérents a connexion surconvergente.

11 existe un isomorphisme j'TDx% -linéaire, fisp*(€) — sp* fi (E)[—dxr/x],
et un second DL, (T H')g-linéaire, sp, fi (E) — Fir P (E)[—dx/x].
En outre, ces derniers sont transitifs, i.e., si g : X" — X' est un second

morphisme de V-schémas formels lisses, si H" D gy '(H') est un diviseur de
X", alors le diagramme

(2.4.1.1)
P9k fi(E) —— 9IH~,HISP*ff<(E)[—dX”/X'] — gIH”,H’fJ!LI’,HSP*(E)[_dX”/X]
~ ~
sp.(f 0 9)k (E) = (f © 9)gr, g5pu (B)[~dxrx]
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est commutatif. De méme, on obtient un second diagramme commutatif en
remplagant dans 2.4.1.1 sp, par sp*, E par £, — par +, en inversant le sens
des fleches et en intervertissant les symboles en haut * et !.

Démonstration. — Nous noterons abusivement f', g' et (f o g)' a la place de

fl!LI',H, g!H”,H’ et (f Og)!H”,H' On pose f*(€) := Ox'(TH/)Q Qf-10x(tH)g e
Le foncteur £ — fr(E) — jTOx/K ® 110, fx'(E) est une image in-
verse de sites annelés, de méme pour f* et sp*. Grace a la transitivité de
I'isomorphisme de commutation & la composition des images inverses de sites
annelés, on obtient l'isomorphisme fjsp*(£) — sp*f*(£) commutant aux
stratifications respectives (induites par celle de £ qui provient de sa structure
de Oz(TH)g ®0,., Dx,g-module).

Soit £(*) ¢ LfﬂD&COh(ﬁg)(T)) tel que lim(£(®)) = £. On dispose, de ma-

niére analogue a [6, 4.3.2], de I'isomorphisme canonique :

£1(€) = lim((BE) (HNE: | .0y FEM) men)dxr x].

— fIBYY (H)
De plus, puisque que & est un Ox (" H)g-module cohérent, grace au lemme [20,
1.7.1] sur les foncteurs way-out, le morphisme canonique O (TH')g ®0 o

Dx/ , Q—linéaire
Ox("H' ) ®-10x (1) [ '€ — lin((gggl)(H')@;,lgxm(H)f_lg(m))mew)

est un isomorphisme. Il en résulte un isomorphisme fjsp*(€) — sp*f !(5)[—(1 X1/x]-
En outre, la transitivité de cet isomorphisme est immédiate. En effet, il suffit
d’invoquer la transitivité de ’isomorphisme de commutation & la composition
des images inverses de sites annelés (et d’ajouter les isomorphismes de la forme
F(E) = F(E)l=dxr/x)).

Prouvons a présent le deuxiéme isomorphisme. D’aprés [4, 4.4.2], les fonc-
teurs sp, et sp* sont des équivalences quasi-inverses de la catégorie des jTOx, -
modules cohérents munis d’une connexion intégrable dans celle des Ox (T H)qg-
modules cohérents munis d’une connexion intégrable (de méme en rajoutant
des primes). Il existe donc un unique isomorphisme Ox/(TH/)Q R0y o Dx'. o

linéaire, sp, f5(E) — f*sp,(E), s’inscrivant dans le diagramme canonique

(2.4.1.2) sp* f*sp,(E) =<— fisp*sp.(E) —— f&(E)
A |
sp™sp, [ (E) ~ fk(E).

Via Pisomorphisme Oz (1H')g ®0, o Dx,g-linéaire, f*(sp,(E)) = f!(sp*(E))[—dX//X},
on construit le suivant sp, f5(E) — f'(sp,(E))[—dx/x]. Ce dernier, étant
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un morphisme Oy (TH’ o ®0y o Dy, g-linéaire entre deux isocristaux surcon-

vergents (ou plutot DY, (TH')g-modules cohérents dans I'image essentielle du
foncteur sp, de [4, 4.4.5]), est 'D; (tH')g-linéaire.

Vérifions maintenant sa transitivité. Le diagramme 2.4.1.1 est commutatif,
si et seulement si le suivant (qui correspond globalement & l'image de 2.4.1.1
par le foncteur sp*) lest.

(2.4.1.3)
sp"g'sp, [ (E)[—~dxr/x1] = 0" f'sp..(E)[—dxr x]
M /FN \
sp*sp, gy i (B) ———sp*g*sp, f3c (E) ————sp*g* f*sp, (E) — = sp*g'f'sp, (B)[—dxr x]
| - -
sp*sp,(f 0 9)k (E) N sp*(f 0 9)*sp.(E) ——>sp"(f 0 9)'sp.(E)[~dx/x]-

La commutativité des deux carrés et du triangle est aisée. Il reste & démontrer
celle du rectangle en bas & gauche de 2.4.1.3. Or, celui-ci s’inscrit (& gauche)
dans le suivant :

(2.4.1.4)
sp*sp,(f 0 9)% (E) < sp*sp.g95 [ (E)
~) _
~ 8p*9"sp, [ (E) < 955P™sp, ¢ (B) ——= 95 [} (B) ——=— (f o 9)k (E)
~ ~f I~ A~

sp*(f ©9)*sp.(E) < sp" 9" *sp.(E) < 955P" f*5P. (E) < g5 fc5p*5D, (E) = (f 0 9)55p"p..(E).

Le deuxiéme carré de droite et le triangle de 2.4.1.4 sont commutatifs par
construction (voir 2.4.1.2), tandis que les deux autres carrés sont fonctoriels.
Or, la fleche composée du bas de 2.4.1.4 est 'isomorphisme canonique sp*(f o
9)*sp,(E) — (f o 9)%sp*sp,(E). De plus, par fonctorialité de sp*sp, — Id,
le morphisme composé du haut de 2.4.1.4 correspond au morphisme canonique
sp*sp, (fo9)i(E) — sp*(fog)*sp,.(E). Il en découle que le contour de 2.4.1.4
est le diagramme canonique ci-dessous

sp*sp.(f 0 9) i (E) ——=— (fo9)k(E)
Nw /T\N
sp*(f © 9)*sp.(E) =—=— (f © 9)ksp*sp.(E),

qui est commutatif d’aprés 2.4.1.2. Le rectangle de gauche de 2.4.1.4 est donc

aussi commutatif. O
REMARQUES 2.4.2. — Avec les notations de 2.4.1, le diagramme canonique
suivant

sP.SP* i g€ ~—=— P fisp* (E)ldx+/x] —= fips ysp.sp*(E)
p~ A
Firr u(E) Fir 1 (E)

est commutatif.
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Démonstration. — Considérons le diagramme suivant
(2.4.2.1)
adj adj
$D* figr (€)= 3D*5D,80" figr 1 (€) < sp*sp.. f5p* (€)ldxr x| = f5p™()[dxrx]
| adj N{/ adj/rN
sp* fizr 1 (€) s D" Fizr 5sPsP" (€) <—— ficsp™sp,sp" () ldx/x];

ou le rectangle a gauche est I'image par sp* de celui de 2.4.2. Grace a que 2.4.1.2,
le carré est commutatif. De plus, on dispose du diagramme commutatif :

sp”* fir 1 (€) SN Sp*sp,Sp” [ 1 (E) == sp*sp..ficsp™ (E)[dx ) x]
H ~Jad < Jadi
sp* fiyr 11 (€) === D"y 5 (€) ~——<—— ficsp™(E)ldx/x].
I en résulte que lisomorphisme composé du haut de 2.4.2.1,
sp*f}l,)H(E)@f}Qsp*(5)[dX//X], est le morphisme canonique. De la méme
maniére, en utilisant le diagramme commutatif suivant

adj
Ficsp* (E) <= ficsp*sp.sp™(€) —== P" iy yysp,sp™ (€)[—dx/x]
H adﬂN adj} ~
Ficsp* (£) === f{sp"(§) — = D" flz uw(€)[—dx/x),

on établit que le morphisme fjsp*(€)[dx:/x] — sp* fi x(E) de 2.4.2.1 pas-
sant par la droite puis en bas est le morphisme canonique de commutation
(construit en 2.4.1). Le diagramme 2.4.2.1 est donc commutatif. O

PROPOSITION 2.4.3. — Soient f : X' — X un morphisme de V-schémas for-
mels lisses, Hy C Hy deuz diviseurs de X, H{ C H} deuz diviseurs de X' tels
que, pour i =1,2, H D fy'(H;). On note, pouri=1,2, j; : X \ H; — X et
ji s X'\ H] — X' les immersions ouvertes. Pour tout isocristal Ey sur X \ Hy
surconvergent le long de Hy, en notant et &1 = sp,(E1), on dispose des isomor-
phismes jlsp* (&) — sp*(THy)(&1) et sp,jl(Er) = (THj)osp, (Ey). Ceua-ci
commutent aux images inverses extraordinaires, i.e., le diagramme canonique

(TH3)sp, [ (Bv)ldxr/x] — (THé)fI!{LHISP*(El) — f}{ész(THQ)Sp*(EO
o~ A~
sp,Ja F1(B)ldx/x] —= sp, f1zd5 (E)ldx ) x] —— f}lé,stp*j;(E&%

est commutatif.

Démonstration. — Cela découle de la transitivité de 2.4.1. En effet, les fonc-
teurs de la forme j' (resp. (7)) sont aussi des images inverses (resp. des images
inverses extraordinaires). O
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Afin de prouver que les isomorphismes de la forme € et 7 se correspondent
via les foncteurs quasi-inverses sp, et sp* (voir 2.4.6), nous aurons besoin de
quelques compléments & propos de la notion « topologiquement nilpotent ».

LEMME 2.4.4. — Soient f : X — S un morphisme lisse, B une Ox-algébre
munie d’une structure compatible de D(};n/)s—module et £ un BQo, Dg}n/)s-module.
On suppose que p est localement nilpotent sur S, et qu’il existe sur X un systéme
de coordonnées locales t1,...,tq. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute section e de £, il existe localement un entier N tel que, pour
tout k € N? tel que |k| > N, 9<E>e = 0.

(i1) La condition (i) est satisfaite pour tout systéme de coordonnées locales
sur un ouvert de X.

(iii) Il existe un isomorphisme de B ®oy Px/s,(m)-algebres

€ : (B®ox Px/s,m)) @8E — €@ (BRoy Px/s,(m))
vérifiant la condition de cocycle, et induisant par réduction sur les B ®oy
P%/s,m) la m-PD-stratification de & relative a B (voir [10, 1.1.15]). De plus,
cet isomorphisme est alors unique et déterminé, pour toute section locale e de
&, par la relation e(1®@ 1) @ e) = Y 3500 e ® Tk on 7B = 1 @ 71k} et
o<k> .— 1 ® §<k>, -

Démonstration. — On calque [4, 2.3.7]. O

2.4.5. — On étend, de maniére analogue & la suite de [4, 2.3.7], les no-
tions de quasi-nilpotence, nilpotence et topologiquement nilpotence. Soient X
un V-schéma formel, H un diviseur de X, n,, > m deux entiers et £ un
E;"M)(H)@?oxﬁ;m)—module qui soit E;"M)(H)—cohérent. Notons X; la réduc-
tion modulo 7+ de X et &; := Ox, ®o, €. On déduit par complétion de 2.4.4
que les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) Le faisceau &£ est topologiquement nilpotent ;

(ii) 11 existe un isomorphisme de B\g“")(H @0 Px,(m)-algebres

= . A(nm) N ~ A("'Lm) o

€ : (BaE (H)®ox73x,(m))®g(xnm)(H)5 — 5®§(;m)(H) (Bx (H)®0x7)x7(m))

vérifiant la condition de cocycle, et induisant par réduction sur les Bg?im) (H)®o %
Px. (m) (pour tous entiers i et n ) la m-PD-stratification de &; relative a

Bg?:”)(H ). De plus, cet isomorphisme est alors unique et satisfait, au dessus

d’un ouvert possédant des coordonnées locales ¢1,...,t4 et pour toute section

locale e de &, la relation (1 ® 1) ® €) = Y 350 0E"e® 7k}, Cette relation

caractérise €.
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THEOREME 2.4.6. — Awvec les notations de 2./.1, pour tout morphisme f' :
X' — X tel que f§ = fo, les diagrammes suivants

Sp*(e R /) " « " € , 1 % "
sp. 1 (B)ldx x] ——sp. fic(E)ldxr/x] frisp*(€)ldx/x] — = fiesp* (€)ldx/x]
~ ~) ~y . ~y
Tt f H! H Sp (Tf,f',H',H>

18P (B) ———= fi g0 (E), 0" fip g (€) ——— fiar yop. (),

ot les isomorphismes verticaur résultent de 2./.1 et ceux horizontaur sont
construits dans les sections 2.1.10 et de 2.3.1, sont commutatifs.

Démonstration. — L’assertion étant locale en X et X’, on se raméne au cas ol
X = Spf A et X’ = Spf A’ sont affines et possédent des coordonnées locales et ol
H (resp. H') est ensemble des zéros modulo m d’un élément g de A (resp. ¢’ de
A’"). Nous prenons les notations de [3, 1.1.8 et 1.2]. Pour tout 1 > A > |x|, on a
ainsi Uy :Z]X[:{—]H[x)\z {l‘ € Xk; |g(sc)| > )\}, U, :Z]X/[x/—]H,[x/)\z {IE, S
weilg ()] = A} (Uhypothése A > |«| implique que ceux-ci ne dépendent pas
du choix des sections g et ¢’ définissant H et H'). Pour tout m € N, on écrira
Am OU fim pour p~/?""" On remarque que I'(x, ggem)(H))Q =T'(Uy,,, Ox,)-
Soit mo suffisamment grand tel qu’il existe un O, -module cohérent

~

Ey, muni d’une connexion intégrable Vj, et un isomorphisme (E, V) —
j1(Eo, Vo). Pour tout m > myg, on note (E,,, V,,) la restriction de (Eg, Vo) &
Uy, , £ = sp,(Eo) et £™ =sp,(E,,), ot sp est le composé Uy, C Xx — X
induit par le morphisme de spécialisation.

Notons respectivement p; et ps les projections | X[x2— Xk & gauche et a
droite, Z I'idéal définissant 'immersion diagonale X — X%, P" = Ox2 JIn Tt
et €y : 73"|UAmo ®0Uxm0 E, = E, ®OU}\m0 P"|Uxm0, les isomorphismes de la
stratification associée & V. Comme la connexion V est surconvergente, d’aprés
[3, 2.2.6], il existe un voisinage strict V' de |X \ H[x2 dans |X[¢2, contenu
dans pl_l(UAmO) ﬂpz_l(UAmD), tel que € soit de la forme € = jT(ep), ou € :
P5(Emy)|lv: — pi(Em,)|v, est un isomorphisme de Oy--modules, induisant
pour tout n, par réduction modulo Z"*!, la restriction & V/ N Xk des isomor-
phismes €q .

Comme fo_l(H) C H', il existe des sections a’ et b’ de A’ telles que ¢’ =
a' f*(g)+mb'. Si X > |x|, il en résulte, pour tout ' € U}, que A < |f%(g)(2')| =
l9(fx(2"))|. Ainsi, lorsque X > ||, fx induit le morphisme Uj — Uy. De méme

en remplagant f par f’.
D’apres [4, 4.4], il existe une suite d’entiers (n,)men telle que n, >

max{m, mo} et telle que £) soit muni d’une structure de Bge"m)(H )@5&’%-
module cohérent topologiquement nilpotent. Via [4, 4.4.7], il existe un
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~ ~

B;RM)(H)§§;m)—module cohérent €| cohérent sur B;"M)(H) et sans
p-torsion, et un isomorphisme B\;nm)(H )@Z/)\;’%—linéaire :‘i’((@nm) = g,

Comme 1 > Ao > 0 > |7|, [X]x2,, NP7 (Ur, ) = [X]x2,, N
p5'(Ux,. ) =t Vi a. - Notons b = (f, f') + X' — X xs X. Puisque f et
f’ coincident sur X', h*(r;) € mA’. On en déduit que pour tout =’ € X',
hi(z') € [X]x2|x C [X]z2y,,. Il en découle que le morphisme hx induit la
fleche U &n — Viu An,, » DOtée abusivement hy, qui s’insére dans le diagramme
commutatif

n

/
A

e
Pl Vi e

Uy

nym o V"]m Anm .

p1

Via [3, 1.2.2], quitte & augmenter n,,, on peut supposer V, , C V’'. On
note alors €m, : p3(En,) — pi(Ey,,) Visomorphisme €oly, An,, - Pour tout
n, la restriction a Uy, = des réduction modulo Z"*1! des isomorphismes ¢, est
e()n|UM et correspond donc aux isomorphismes de la stratification de E,,_,
induitempar Vi -

En considérant X? comme X-schéma via la projection a gauche, notons ¢ :
¥? - Xx 1&% le morphisme de X-schémas formels défini par 7, ..., 74. Puisque
X posséde des coordonnées locales, il résulte du théoréme de fibration fort [3,
1.3.7] qu’il existe des voisinages stricts V' de | X \ H[x2 dans |X[x2 et V" de
12X\ H[aexX$, dans ]X[xxX‘()

Par construction de ¢, ¢ (U, X D(0,n,%)) = Vi, .. - De plus, quitte a
accroitre n,, et grace a [3, 1.2.2] (et & [3, 1.2.3.(iii)| pour la deuxiéme inclusion),
on peut supposer Uy, X D(0,n, ") C V" et V, ., C V'. L’isomorphisme

tels que ¢ induise I'isomorphisme V! — V.

nm

ér : V! =5 V" induit alors le suivant
VnmA - U>\nm X D(O,T]m+).

Grace a [3, 2.2.12], il en dérive que l'isomorphisme €, est déterminé, pour toute
section e de E,, , par la formule ¢,(1 ®¢e) = > k>0 Q[E]e ® 75, En passant a

nm

la limite sur m lisomorphisme hi(€,) : fr(En,) — fi(En, ) (ou en lui
appliquant le foncteur jT), on obtient €y, 4.

Notons Px,m) = Um Px,(m), Prm = T Pzxm) Pxm =

{iLni E(;’")(H) ®ox, Px;(m) et P\%’(m) = T'(%, ﬁlx,(m))' Désignons par f;
et f! les morphismes d’espaces annelés (X;,Bg?f")(H’)) — (Xi,Bg?i’")(H))

induits par f; et f/, et par 0f fr ¢ (X{,Bg?f”)(H’)) — in(m) le morphisme
déduit (notations de 2.1.5). En passant a la limite inductive, on obtient le
("m)

morphisme d’espaces annelés 5f7f, (X, By (H)) — le(m) (ou Z.’f(m)

~
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désigne la limite inductive des A X,(m); 1-€., 'espace topologique est celui des
Ax,(m) tandis que le faisceau d’anneaux correspond & la limite projective des

faisceaux structuraux des A Xi(m)) s’inscrivant dans le diagramme commutatif :

!, BEm ) |
e ~
(&, By (H)) = Asmy-
P1
I dérive de 2.4.5 que la structure de By BLrm) (H)® D(m) module topologlquement
nilpotent de £(n) induit un isomorphisme €, : p5 gﬁ' (nm)y =, (é’ (nm)), En
lui appliquant 6 Iz il en découle le suivant : f’*( (nm)y =, f (E(m)). En
tensorisant par Q, puis en passant & la limite inductive sur m, on obtient
(modulo le décalage [dx/x]) 'isomorphisme 77, .

Or, on dispose dun homomorphisme canonique d’anneaux
L([Xx2 9, Ox) 40 nm) — Px (m)q (voir le début de la preuve de [1, 3.1.2]). Ce
dernier est A ®, K-linéaire pour les structures droite et gauche et envoie 7;
sur 7;. Il en résulte un morphisme I'(V;,, x,..» Ov, . ) = Px (m)g- Via cette
extension, les €,, : p5(E,, ) — p}(E,, ) induisent alors (modulo les foncteurs
quasi-inverses sp, et sp*) les isomorphismes Nm © D5 (2’ (m)yg = pi (2’ (rm)yq.
Puisque €,(1 ® €) = Zk>0 Ele @ 7B et que €ng est caractérisé par la
relation €,0((1 ® 1) ® e) = Zk20Q<E>e ® 7 (cela découle de 2.4.5),
Nm = €mg- 1l en dérive que les deux isomorphismes fi(E,, ) — f5(En,)
et f* (é’ (rm)yg f*(é (nm))q se correspondent (modulo les foncteurs quasi-
inverses sp, et sp*). On conclut en passant & la limite sur m. O]

2.5. Construction de sp,. — D’aprés une remarque de Berthelot, la procédure
de recollement de la section [8, 2] est incorrecte. Avec les notations de [8, 2], cela
vient du fait que les schémas formels de la forme X, xp Xg ne sont pas plats
en général. Nous donnerons ici une procédure améliorée et nous vérifierons par
la suite avec celle-ci (voir 4) les résultats de la section [8, 2].

2.5.1. — Nous garderons, sauf mention explicite du contraire, les suivantes :
on se donne P un V-schéma formel séparé et lisse, X un sous-schéma fermé
k-lisse de P et T un diviseur de P tel que Tx := T N X soit un diviseur de
X.Onnote  :==P\T,Y := X\Tx et j: Y — X l'immersion ouverte.
En notant ISOCT(Y, X/K) la catégorie des isocristaux sur Y surconvergent
le long de TN X et Coh(X, P, T) celle des D;,(TT)Q—modules cohérents a
support dans X, nous allons maintenant construire le foncteur spx..p 7 4 :
Isoc! (Y, X/K) — Coh(X, P, T). Pour cela, il ne cofite rien de supposer X in-
tégre. En effet, X est la somme directe de ses composantes irréductibles notées
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[a=3

X,. On bénéficie des équivalences canoniques de catégories : Isoc’ (Y, X/K)
[1. Isoc' (Y N X, X,/K) et Coh(X, P, T) = [], Coh(X,, P, T). Si E est un
objet de Isoc' (Y, X/K) et E, sont les objets induits sur Isoc’ (Y N X,, X,/K),
il suffit alors de poser spy.,p 1 4 (E) := @,spx, ,p 1+ (E£r). On remarque en-
fin que dans le cas o X est intégre, ce que ’on supposera dans la suite de cette
section, soit T D X (les catégories Isoc' (Y, X/K) et Coh(X, P, T) sont alors
nulles) ou soit T'N X est un diviseur de X. Cette derniére hypothése est donc
superflue mais nous la conserverons afin d’éviter de jongler avec les cas.

On fixe (Pa)aca un recouvrement d’ouverts de P. On note P, := P, NPg,
,Palgfy = PaﬂPgOPﬂ,, Xo:=XNP,, Xag = XaﬂXg et Xagfy = XaﬂXgﬂX,y.
De plus, on notera Y, l'ouvert de X, complémentaire de T', Y3 := Y, NYp,
Ya,@’y = YaﬂYﬁﬂYW, Jo Yo = Xo, Jap : Yag — Xap et Jagy - Yvalg7 — Xa,g,y
les immersions ouvertes canoniques. On suppose de plus que pour tout o € A,
X, est affine (par exemple lorsque le recouvrement (P, )qca est affine). Comme
P est séparé, pour tous o, 8,7 € A, X3 et Xog, sont donc affines.

Pour tout triplet («, B, v) € A3, choisissons X, (resp. Xag, Xagy) des V-
schémas formels lisses relevant X, (resp. Xo5, Xagy), p’fﬂ t Xop — Xo (resp.
P3P i Xop — %) des relévements de Xo5 — X, (resp. Xog — X3). Rappelons
que grace a Elkik ([18] de tels relévements existent bien.

De méme, pour tout triplet (c, 3, ) € A%, on choisit des relévements p‘fg 7

Xapy — Xap, pgfv t Xapy = Xpy, pif’y : Xapy = Xays p?g’y t Xapy = Xa,
P3P Xapy — X3, pgﬂw t Xapy — Xy, Ua t Xo  Pa, Uap @ Xap — Pag et
Uagy : Xapy — Papy induisant les morphismes canoniques au niveau des fibres
spéciales. Sauf mention du contraire, tous ces relévements seront supposés fixés

par la suite.

Via les isomorphismes de la forme 7 (2.1.10), on remarque que l'on dispose
des diagrammes commutatifs de foncteurs suivants

(2.5.1.1)
P = pP " o pPt pg® T 2P o plPt pg® T 2 o pg!
[ ~r [ ~yr [ ~yT
afBy! T afy! ay!  aBy! T afy! Byt afyl T afy! B!
Y20 ——~ P13 ©°p1 , Py —~ P33 ©OD7 , D3 T~ D23 ODy .

DEFINITION 2.5.2. — Pour tout o € A, donnons-nous &,, un D;a (TNXa)o-
module cohérent. On appelle donnée de recollement sur (€y)aeca, la donnée
pour tous a, 8 € A, d’un isomorphisme D;aﬁ(TT N Xop)o-linéaire 6,4

57" (&5) = pP(E,), ceux-ci vérifiant la condition de cocycle : 6997 =

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



494 D. CARO

0577 0 0557, on 6957, 0577 et 9757
tatifs

sont définis par les diagrammes commu-

afBy! «a N
(2.5.2.1) p5y"'p5" (€5) —== 15" (€p)
vaaﬁ’y (Oap) \:/e(lxzﬁ’y
aBy! aB! T afy!
1’1257 P1B (Ea) ?plﬁw (€a);

Py s (&) —— P3P (E,)
NW"’ '(057) VoS

af~y! %

pas P () —== 157 (Es),

| T |
Py Dy (&) —p57" (&)

Nd/pmfh (0ar) V‘g(l)‘sﬁ’Y

| T |
ptll:iﬂ’y pl (ga) ~ p?ﬂ’y (Ea)-

On construit la catégorie Coh(X, (Pq)aca, I') de la maniére suivante :

— un objet est une famille (€,)qen de D;a (T N X,)g-modules cohérents,
Ea, munie d’une donnée de recollement (6048)q gen,

~ un morphisme ((Ex)aca, (Bap)asen) — ((EL)ach, (Phas)asen) est une
famille de morphismes f, : £, — &, commutant aux données de recollement,
i.e., telle que le diagramme suivant soit commutatif :

(2.5.2.2) 9P (&5) %paﬁ'(g )
wa‘*'(f%g, P (foo)
57 (€p) —= pi'(£L).

Lorsque T est vide, on omettra comme d’habitude de I'indiquer.

REMARQUES 2.5.3. — Pour tous a,8 € A, soient f, : & — &/ un mor-
phisme de DI, _(IT'N X,)g-modules cohérents, o5 P57 (&) = pPl(E,) et
wp "‘5'(8’) = p2P(€!) des isomorphismes D;aﬁ(TT N X, 3)g-linéaires.
On suppose en outre que les morphismes f, et les isomorphismes 6,3 et 9’043
induisent le diagramme commutatif 2.5.2.2.

Alors, les isomorphismes 6,3 satisfont & la condition de cocycle si et seule-
ment s’il en est de méme des isomorphismes 0’ af En effet, en transformant, via
2.5.2.2, les carrés 2.5.2.1 en trois cubes commutatifs, on obtient les trois carrés

TOME 137 — 2009 — N° 4



D-MODULES ARITHMETIQUES 495

commutatifs suivants :

aB'y!
« (fﬁ) Ot !
pzﬁ‘y (5 ) P2 2 By (gé)
N#/ ExB’v NVQ/Dtﬁ’Y

o] P77 (fa) ool ) o
Py (Ea)*>p1 (&2

afBy!
DP3 (fw) Oéﬁ’)’!(gl)

~ V /aﬁ"/

p5"(E)
N¢ aﬁ'y s
o "(f8) o
e (E5) L p3 (&),

)
paﬂ’Y! (57) 173*) 04/3’)’! (g/ )

N¢/GQB‘Y QB'Y!(f ) N\‘/elaﬁv
P (Ea) 2 p 0 EL).

PROPOSITION 2.5.4. — On dispose d’une équivalence de catégories entre
Coh(X, P, T) et Coh(X, (Pa)aca, T)-

Démonstration. — Construisons d’abord le foncteur canonique
Loc : Coh(X, P,T) — Coh(X, (Pa)aca, IT'). Pour tout ’D;,,Q(TT)—module

~

cohérent £ a support dans X, on définit I'isomorphisme 0,3 : pS"B !u!ﬁ (Elps) —
! . . .

p‘fﬁ ‘u!, (€]p,), comme étant I'unique fléche rendant commutatif le diagramme

suivant

(2.5.4.1) P57 (Elp,) —= s (Elp,)P.s)
v0as I

PPl (Elp,) —= b (ElP.)1Pus)-

B!

Via l'isomorphisme 7 : p7) aﬂ((8|pa)|pa5) — uam((8|pﬁ)|paﬁ7) en appli-

quant le foncteur p, O qu carré 2.5.4.1 et avec 2.5.2. 1, on obtient le diagramme
commutatif :
5" (uy(E]p,y)) —= tiapy (E1p)|Pas,)

~ oo I
PSP (W (E]p,)) ——= Uiy (E1P)|Puss )

ou les isomorphismes horizontaux sont de la forme 7, grace a la for-
mule de transitivité et & la commutation aux images inverses extraordi-
naires des isomorphismes de la forme 7 (2.1.10). De méme, on construit
les deux autres diagrammes analogues. Avec ces trois-ci, on vérifie que
Loc(E) = ((u)(Elp,))acr, (Bap)a.pen) satisfait & la condition de cocycle et
est ainsi un objet de Coh(X, (Pyn)aca, T).
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En outre, si f : £ — &’ est un morphisme de D};(TT)Q—modules cohérents &
support dans X, alors, par fonctorialité en £ de 2.5.4.1 (on transforme le carré
2.5.4.1 en cube), la famille (ul,(f|p, ))aca commute aux données de recollement.

Construisons & présent un foncteur quasi-inverse canonique Recol
Coh(X, (Pa)aca, T) — Coh(X, P, T).

Soit (£4)aca une famille de 'D;Q,Q(TTHXQ)—modules cohérents munie d’une
donnée de recollement (6,8)a,sca. Prouvons que la famille (uq+(Eq))aca se
recolle en un ’D;B,Q(TT)—module cohérent a support dans X.

Pour cela, notons ¢ (resp. $°) le morphisme d’adjonction (voir 2.2.2) du
carré de gauche (resp. de droite)

(2.5.4.2)
Pap P., Pap Ps
vap ) B ua} vas ) ap ug |

as %aﬁ —_— xg

On construit pour tous a, 3 € A un isomorphisme 7,5 : (ugy(Es))|P.s =
(tat(Ea))|P,s comme étant I'unique morphisme rendant commutatif le dia-
gramme suivant

af! d’?ﬁ(s")
(2.5.4.3) UaBt O D] (Eo) ———=— (ua+(6a))|7>aﬁ
a 0o ~ A:To‘
uapt(Bap) ) 43% (£) ATap

Uaps 0 Py (Ep) — = (up4(€5))|Pas-

Il reste maintenant & établir que les isomorphismes 7,3 vérifient la condition
de recollement. A cette fin, notons ¢$2” (resp. (bg‘g 7 et gb;)‘?’)g 7) le morphisme
d’adjonction (toujours 2.2.2) du carré de gauche (resp. du centre et de droite)
suivant
(2.5.4.4)

Pasy Pas Papy ————— Ppy Papy —————Pay
B IR Ty e R

p p
Xapy Y X, Xapy — Xpy,  Xapy o Xay,

et ¢?’6 7 (resp. ¢g"6 7 et (;Sg‘ﬁ 7) celui du diagramme de gauche (resp. du centre et
de droite) :

(2.5.4.5) Papy —= Pq Papy — Pg Pagy — Py
u“’/j'y/} ptlxﬁv “a/f uaﬁ'y/} paﬁ’v u[,A u“’/j'*/} aBy “M

Xapy — Xa, Xapy —— Xg, Xapy - Xy
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Considérons le diagramme commutatif suivant

(2.5.4.6)
Loy Uasy(T) L 8 () |
“aﬁ'y+p(1lﬂ7 (€a) ~ Uaﬂ'y+ Op%ﬁw (p‘fﬁ (€a)) ~ ua5+(p‘f’6 (Sa))|PaE7
Uapy+ (075" 4\'“ ua;awu‘*”’”plz " (0ag) |~ ” aﬁv(pgﬁ'(g ) NMQH «8)|P g

uaﬁw+P2 (85) “aﬁv+°p12ﬂ (py" (€p)) Euaﬂ+(p2 (Sﬂ))h’am

Grace a 2.2.2.1) et 2.2.2.ii), on obtient alors

(2.5.4.7) (63 (Ea)lPas,) © 587 (937 (Ea)) © tapy+ (7) = 6577 (Ea),
(2.5.4.8) (657 () Pus,) 0 035 (057 (€5)) 0 apys (1) = 8577 (E5),
(2.5.4.9) <¢ﬁ”(&a>|pm) 557 (" () 0 tapys (1) = 6577 (€s),
(2.5.4.10) (057 (ENPasy) © 855 (P37 (€5)) © tapyt (1) = 6577 (E,),
(2.5.4.11) (657 (E)Poy,) © 6557 (37 (Ea)) © tayr (1) = 6377 (Ea),
(254.12)  (657(E))|pus,) 0 8557 (057 (€5)) © tapss (T) = 8577 (E,).

En composant 2.5.4.3 restreint a P,g, et 2.5.4.6, via les égalités 2.5.4.7 et
2.5.4.8, on obtient le carré commutatif :

aﬂ’v
o (Ea)
(2.5.4.13) UaBy+DP1 p! (ga) ﬁ‘ (ua+(8a))|77a57
uOt/3’Y+(012 )4’\‘ o N/T\To‘ﬂlpaﬁ"/
o 377 (Ep)
uaﬁ7+p267!(€5) 2—~> (up+ (Eﬁ))|PQB7'

De fagon analogue, en utilisant 2.5.4.9 et 2.5.4.10 (resp. 2.5.4.11 et 2.5.4.12) on
obtient les diagrammes commutatifs suivants :

(2.5.4.14)
71(€s) 77 (Ea)
Uagyt 0P (5ﬁ) = (g (E)lPas,  tapys 0077 (Ea) == (Mot (€a))lPas,
Uagy+ (03574~ By (g Nq\rﬁ"’lpaﬂw a4 (6757) )~ B (g N/MM‘P&BW
Uapy+ © Pg (E'y) — (u"H-( ))Ipaﬂ'\ﬂ UaBy+ O P3 (g'y) — (u’)’+( ))|Paﬁw

De ces trois derniers diagrammes, comme le foncteur uqag+ est (pleinement)
fidéle (pour les modules cohérents), il en dérive que les isomorphismes 6,3
vérifient la condition de cocycle si et seulement si les isomorphismes 7,5 se
recollent.

Soit f = (fa)aea : ((Ea)aen; (Bap)aper) — ((Eq)ach, (0hs)a,pen), un
morphisme de Coh(X, (Py)aca, T). On lui associe la famille Recol(f) :
(ta+(fa))aea- En notant 7.5 (resp. 7/5) 'isomorphisme rendant commutatif
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2.5.4.3 pour €y (resp. 0,5), on obtient le cube

(2.5.4.15)
077 el)
afl /ol 1 @ /
ap! Uap4 © pl (ga) (uﬂt+(£a))|77aﬁ
uqg40p; (f
‘ /”‘) T 68 (£4) Tt (fa))lP )
Uaps 0PI (Ea) (tat (&a))lPag Tap
et (Oyg) ‘
“ af! /
ap+(0ap) “Ww Uapt 03" (Ep) ey | (up+(Es))Pas
af! ugt (Fp))lP, g
Uags 0 P57 (Ep) (4 (€8))Pas

637 (€5)

dont les carrés de devant, de derriére, du bas et du haut sont commutatifs par
fonctorialité ou grace a 2.5.4.3. Comme celui de gauche V'est (via 2.5.2.2), il en
résulte qu’il en est de méme du carré de droite. Les morphismes uq+ (fo) se
recollent donc.

On a donc construit le foncteur Recol. Prouvons maintenant que celui-ci est
quasi-inverse de Loc. Soit ((£q)aen; (0ap)a,gen) un objet de Coh(X, (Pa)aen, T)-
Dans un premier temps, il s’agit d’établir un isomorphisme fonctoriel
Loc o Recol((Ea)aen; (0ap)a,pen) — ((Ea)acn, (0ap)a,sen)-

Notons £ := Recol((Eq)ach, (0ap)a.pen), Loc(E) = ((u;(5|pa))a€A, (Ggﬁ)a’lge,\)

et 7o : Uat(Ea) — E|p, les isomorphismes canoniques vérifiant 7,5 =
T8 Pay © T8|Pay> OU Top a été défini via 2.5.4.3. Considérons le diagramme
suivant

(2.5.4.16)

o i ou(Elp,) Uap((E1Pa)IPas)

B! 1
P; ou, (

o / T¢
P 0 Ug(tat(a))

A %as

s (ralp,y)

Unp (Uat (Ea)lP, )

ro B! ! !
Oap pgw Py oug(€lpy) Wl (ap) “aﬁ((5|735)|7’a5)
: | w5 (malp, )

U (Ut (Ep)|p,s), *° 707

s o us(upy (€s))

ot la fléche 07, ; est par définition celle rendant commutatif le carré de devant.
Les carrés du fond et de droite sont commutatifs par définition et ceux du haut
et du bas le sont par fonctorialité. Grace la remarque 2.5.3, on en déduit que les
isomorphismes ¢/, s vérifie la condition de cocycle et on se ramene a prouver que

I'isomorphisme d’adjonction &, —— u!, 0 uy, (E) est compatible aux données
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de recollement respectives, i.e., que le carré de gauche suivant
(2.5.4.17)

adjua
PP (L) ————= P ot 0 gy (En) ——— U5 (Uay (E)|P,,)
aﬁ¢~ adj olaﬁ/T‘N "!aﬁ('raﬁ)/T‘"’
uB
PP (Es) = P3P o uly o ugy (E5) — = ubg(upi(Ep)|Pas)

est commutatif. Or, en appliquant le foncteur u,p4 au diagramme 2.5.4.17 et
en composant avec le diagramme commutatif

Uap
uaﬁ+u!o¢ﬁ(ua+(8a)|7>aﬁ) - uoc+(ga)|73a5
ua5+u!aﬁ(7'aﬁ)4~ adj,, . Taﬁ¢\~
1 @
U Bt (Us+(E8)|Pos) ———<— s+ (E8)|Pas

on obtient 2.5.4.3 (par construction de la fleche d’adjonction de la proposition
2.2.2), qui est commutatif. Le foncteur uog4 étant fidéle, on démontre ainsi la
commutativité du contour de 2.5.4.17. Puisque le carré de droite de 2.5.4.17 est
commutatif (il correspond au carré de devant de 2.5.4.16), il en découle celle
du carré gauche.

Réciproquement, si £ est un D;g (TT)@—module cohérent & support dans X,
vérifions que I’on dispose d’un isomorphisme Recolo Loc(€) — & fonctoriel en
. Notons (0ap)apen, la donnée de recollement de (u!,(€|p,))aca définie dans
2.5.4.1 et (Tap)apen, la donnée de recollement de (uqiu', (E|p,))aca déduite
de celle de (u!,(€]p,))aca Vvia 2.5.4.3. Prouvons maintenant que les isomor-
phismes d’adjonction uaul (€|p,) — E|p, sont compatibles aux données de
recollement respectives, i.e., que le carré de droite suivant (la commutativité
des deux autres est tautologique)

(2.5.4.18)

" aB ! adju,
o s (E1r) 2 Dt 5 E1m ) S g €l Bl
H rapstol~

aB | "aﬁ/PN H
aﬁ+( ) ¢2 (“5(8‘735)) adJu@|p
Uagt O Ung(ElPay) = tags 0 P27 (U (Elpy)) —— = (ug w3 (Elpy))|Pag —o EIPas

est commutatif. Or, on dispose du diagramme commutatif suivant :
(2.5.4.19)

adjug, af+T adju, g
e p2u! (5|73Q)‘>Uag+p1ﬂu Ul (g|’Pa)‘>ua,3+ua5(uﬂ+u ElPu Py —= tat+us(Elpy )Py,

H N{/adlua "‘{/adlua adJu N\Ladlua

| af+T
U P (€1, ) = a2 (€, ) e Ut (Elpy) —— > Elp,

En effet, les deux carrés de droite de 2.5.4.19 sont commutatifs par fonctorialité,
tandis que celui de gauche ’est pour les mémes raisons que celle du deuxiéme
carré de gauche de la troisiéme ligne de 2.2.2.1. Or, le morphisme qﬁf‘ﬁ (ul,(&]p.))
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est, par construction (voir la preuve de 2.2.2), égal au morphisme composé ho-
rizontal du haut de 2.5.4.19. Via la commutativité du diagramme 2.5.4.19, il
en découle que le morphisme composé horizontal du haut de 2.5.4.18 est le
. s qe . | o L.
morphisme d’adjonction uaptu,s(Elp.,) — €lp.,. De méme, on vérifie que
morphisme composé horizontal du bas de 2.5.4.18 est égal au morphisme d’ad-
jonction par uag. O

REMARQUES 2.5.5. — Nous avons en fait prouvé mieux que 2.5.4 : nous avons
construit un foncteur canonique Recol quasi-inverse du foncteur canonique
Loc : Coh(X, P, T) — Coh(X, (Pa)aca, T). Cela correspond & une exten-
sion de ’analogue p-adique de Berthelot du théoréme de Kashiwara (voir [6,
5.3.3]) qui correspond au cas ou X < P se reléve en un morphisme v : X — P
de V-schémas formels lisses. Le foncteur Loc (resp. Recol) étend d’une certaine
maniére u' (resp. uy).

DEFINITION 2.5.6. — On définit la catégorie Isoc'(Y, X, (Pa)aca/K) de
la maniére suivante : les objets sont les familles (E,)aca, de jlOx, k-
modules cohérents E, possédant une connexion intégrable surconvergente,
ces familles étant munies d’une donnée de recollement, i.e., d’isomorphismes,
Nap pg‘f(!(Eﬁ) — pff(!(Ea), jlﬁDxaBK-linéaires et vérifiant la condition
de cocycle : P97 = 7 0 5P ot PPV, 5PV et 7YY sont définis par les

diagrammes commutatifs

(2.5.6.1)
81! af! € By 811 B! € ! 891 a! € apy
Pron Pok (o) == ok (Bs) asg pokc (By) —= pig (By) Pisg pog (By) = w3 (E5)
~ VR (1as) iy ~ w35k (n5-) Vs ~VPTER () vy

1 ap! € ! 1 B! € ! 1 any! € !
it (Ba) = pi (Ba), D3sn phge (Es) —= 05 (Eg), pisn pig (Ba) == it (Ba)-

Les morphismes f = (fa)aen : (Ea)ae, (Map)a,en) = (By)aen, (Mog)a,sen)
sont les familles de morphismes f, : E, — E/, commutant aux données de
recollement.

On remarque enfin que, comme p; ik est une immersion ouverte, les foncteurs
p?f(! et pT‘I'B(* sont égaux. De méme, pour pg‘f(, pi‘é@}z, pgf;} et p?flz De plus,
lorsque A est réduit & un élément, Isoc' (Y, X, P/K) est égale a Isoc! (Y, X/K).

PROPOSITION 2.5.7. — Il existe un foncteur Loc : Isoc!(Y, X/K) —
Isoc’ (Y, X, (Pa)aca/K) canonique et induisant une équivalence de catégorie.

Démonstration. — On associe a chaque jT(’)] X[p-module cohérent, E, muni
d’une connexion intégrable surconvergente, la famille (u},; (Elx, (5, ))aca, OU
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u} ; est 'image inverse correspondant au diagramme commutatif suivant (voir
les notations de 2.3.1) :

YQHXOCHPQ

| ] ua

Y, — X, — X,

De maniére analogue au début de la preuve de 2.5.4 (on remplace T par ¢),
cette famille est munie d’une structure canonique de donnée de recollement.
De méme, si f : E — E’ est un morphisme de Isoc‘L(Y, X/K), la famille de
morphismes (u}, g (f])x.[p,))aca commute aux données de recollement. On a
ainsi construit un foncteur Loc : Isoc' (Y, X/K) — Isoc' (Y, X, (Pa)aca/K).

Grace & [3, 2.3.1] (qui implique que les foncteurs uy, ;- et uy, 5z sont pleine-
ment fidéles pour les isocristaux surconvergents) on vérifie que ce foncteur est
pleinement fidéle.

Prouvons a present son essentielle surjectivité. Soit ((Ea)aca, (MaB)a,gen)
un objet de Isoc' (Y, X, (Pa)aca/K). D’aprés [3, 2.3.1], il existe un it O1x. [py "
module cohérent E’, et un isomorphisme ¢, : ul ,(E,) — E,. Il existe alors

. . . 12 . ’ ~ i 9e .
un unique isomorphisme 7.5 : Ejljx — E|ix., slp,, Sinscrivant dans

aﬁ[PaB
le diagramme commutatif :

* € afBx paﬁ*( 8) %
(2571) uaﬁK(Elﬁthﬁ[?’aﬁ) — p2]€' ’U‘ZK(E,%) 2K_~> o (E,B)
vul 5 (Ths) ~yNap

V¥ask (Tap P2 (10) aﬁ*\l/

Uapr BaliXaslr,,) —S= piR ulh (BL) — = pi (Ba).

Vérifions & présent que les isomorphismes 7/, s se recollent. Considérons le dia-
gramme commutatif suivant

(2.5.7.2)
* / afyx *_afx
Uk Xl ) DR Vask Bolixoplp, )~ p;*f,z P () o 2 30 ()~ w30 (),
~¢/u2671{(7;6‘]xaﬁy[?a67) ARSI g (7L ¢pff}*(naa> J,nff”
) e afyx

afyx af* ot (E'/) o afyx aﬂ*(Ea) € Ctﬁ’Y*(Ea)y

* U
uaﬁ’YK(Eal]Xaﬁ‘([Pag.Y — Pk aﬂK(Eal]Xaﬂ[PaB) ~ Pk Pik Yok ‘>le

~ Piek P1k

Bry=
ot le rectangle du milieu se déduit de 2.5.7.1 par application du foncteur p7y "

On remarque que la fleche composée du bas de 2.5.7.2 est indépendant du
chemin suivi, i.e., le diagramme suivant est commutatif :

* J aﬁ'y* €
uaﬁvK(Ea| 1Xap~ [P ﬁ'y)N Pk ZﬂK( &']XQE[Paﬁ) p?f}???;ﬁ: * (E/)*O‘)p(fzﬁg*p?}i*(Ea)QPTQV*(EQ)
H e o~ |~ |
* ! € Bryx €
Ui Ball s oy, ) S IR Wi (Bl ) 5 PSR DR e (Bl) 5 Do P (Ba) 5 P (Ea)-

De méme pour la fléche du haut de 2.5.7.2. En écrivant les deux autres dia-
grammes analogues & 2.5.7.2, on établit que la famille (E’,),ea se recolle en un
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j TO] x[»-module cohérent £’, muni d’une connexion intégrable surconvergente.

En outre, les isomorphismes ¢, induisent Loc(E') — ((Ea)ach, (Nas)a,gen)-
O

DEFINITION 2.5.8. — Avec les notations de 2.5.7, soient ((Eqa)aca, (Ma8)a,en)
un objet de Isoc'(Y, X, (Pa)aca/K) et E € Isoc'(Y, X/K). On dira
que ((Ea)aer; (Map)a,gen) se recolle en E, s'il existe un isomorphisme
Loc(E) — ((Ea)aeh, (Nag)a,sen)-

PROPOSITION 2.5.9. — Les foncteurs sp, et sp* induisent des équivalences
quasi-inverses entre la catégorie Isoc' (Y, X, (Pa)aca/K) et la sous-catégorie
pleine de Coh(X, (Pa)aca, T') des objets ((Ea)acn, (0as)a,pen) tels que, pour
tout a € A, &, soit Ox, o('T N X,)-cohérent.

Démonstration. — 1) Construisons d’abord le foncteur sp, : IsocT(Y, X,
(Pa)aeA/K) - COh(X7 (Pa)a€A7 T) Si ((Ea)a€A> (naﬁ)a,ﬁGA) S ISOCT(Ya X7
(Pa)aeca/K), il suffit de vérifier que ((sp,Fa)ach; (0ag)a,pen), 00 O4p est
I'unique morphisme rendant commutatif le diagramme suivant

(2.5.9.1) sp,0ig (Bo) —= 05%'sp.(Ea)
SP.Nap | ~ O
af! E af! E
sP.Pox (Eg) —== 13" sp.(Ep)
dont les isomorphismes horizontaux découlent de 2.4.1, est un objet de

Coh(X, (Pa)aea, T), i.e., que les isomorphismes 6,4 vérifient la condition de
cocycle. Considérons le diagramme commutatif suivant :

(2.5.9.2)
I 5P« (€) ! By! ap! T !
50,050 (Ba) — 50,0500 0} (Ba) ——>= 035 50,055 (Ba) —— 050 "'p%%'sp, (Ea) —— p3*" (sp. ()
spa(ne ) |~ b, 020" (105 | ~ P07 b (nag) |~ P07 0050}~ 07~

spy (€

! B! ] I af! r B!
sp,05" (Bg) —— s, 05 pon (Bs) ——> 3y "'sp,pape" (Bp) —— 033" p5™'sp. (Ep) —— p3?" (s, (Es)).

Or, il découle de 2.4.1 et de 2.4.6 que le morphisme composé du haut (resp. du
bas) de 2.5.9.2 est I'isomorphisme ‘canonique sp, (P9 (Ey) = p2'sp, (E.)
(resp. sp*(pgfg)*(Eﬁ) =, p3®"'sp,(Ep)). En écrivant les deux autres dia-

grammes analogues, on conclut que la condition de cocycle est validée.

En outre, si f = (fa)aea : (Ea)aea, (Nap)a,pen) = ((Eo)aen, (n;ﬂ)a7B€A)
est un morphisme de la catégorie Isoc' (Y, X, (Pa)aca/K), on vérifie, par fonc-
torialité de 2.5.9.1, que la famille sp, (f) := (sp,(fa))aea commute aux données
de recollement.

ii) Réciproquement, on construit un foncteur, noté sp*, de la maniére sui-
vante : soit ((a)ach, (0ap)a,ser) est un objet de Coh(X, (Py)aca, T) tel que

TOME 137 — 2009 — N° 4



D-MODULES ARITHMETIQUES 503

Eq soit Oz, o(TT N X,)-cohérent. En notant 7,5 I'unique morphisme rendant
commutatif le diagramme suivant

(2.5.9.3) Sp*pfm(ga) Tp?é*sp*(ga)
Sp*eag/’\’\/ Nag A

* ! *

sp°ps " (€5) <= pox 5" (€9),
on pose sp*((€a)acn, (Bapla,per) = ((5P"Ea)aehs (Map)a,pen). De ma-
niére analogue a létape i) (en utilisant 2.4.1 et 2.4.6), on établit que
((Sp*ga)OéEA7 (Waﬁ)a,ﬁeA) € ISOCT(}/’ X, (Pa)aeA/K)' Enﬁn, si f = (fa)aea :
((Ea)aen, (Bap)a,en) — ((Ea)aca, (0hs)a,pen) est un morphisme, par foncto-
rialité de 2.5.9.3, la famille sp*(f) := (sp*(fa))aca commute aux données de
recollement.

iii) Soit ((Ea)ach, (Ma)apea) un objet de Isoc'(Y, X, (Pa)aca/K). No-
tons fap (resp. 1,3) les isomorphismes de recollement canoniques induits sur
sp,(Ea) (resp. sp*sp,(Ey)). Démontrons maintenant que les isomorphismes
d’adjonctions sp*sp, (E,) — E, commutent aux données de recollement, i.e.,
que le carré de droite du diagramme suivant

(2.5.9.4)
PR (Ba) =<—sp"sp,piR (Ea) —<> sp"py”'sp, (Ba) << Py sD"sp, (Ea) — pi% (Ea)
ap )~ Sp*sPuTlap " (Bap) ]~ Mg )~ Map )~

pon (Ep) << sp"sp,pap (Es) —=sp"ps”'sp, (Es) << p3pe sp"sp, (Es) — pon (Egs),

est commutatif. La commutativité des deux carrés du milieu découlent respec-
tivement de 2.5.9.1 et 2.5.9.3, tandis que celle du carré de gauche se vérifie par
fonctorialité. Or, il dérive de 2.4.1.2 que les morphismes composés du haut et
du bas de 2.5.9.4 sont les morphismes identités. Comme toutes les fléches sont
des isomorphismes, le diagramme 2.5.9.4 est commutatif.

iv) Soit ((Ea)ach; (Pap)a,pen) un objet de Coh(X, (Py)aca, T) tel que &,
soit Ox, o('T N X,)-cohérent. On vérifie de fagon similaire a I’étape iii) (on
utilise 2.4.2 au lieu de 2.4.1.2), que les isomorphismes d’adjonctions &, ——
sp,.Sp* (€4) commutent aux données de recollement. O

THEOREME 2.5.10. — On dispose d’un foncteur canonique pleinement fidéle
SPX P, T + :Isoc' (Y, X/K) — Coh(X, P, T). Son image essentielle est consti-
tuée par les D;, (TT)@-modules cohérents £ o support dans X satisfaisant 'une
des conditions équivalentes suivantes :

(*) pour tout ouvert P’ de P tel que l'immersion fermée X N P’ — P’ se
releve en un morphisme v : X' < P’ de V-schémas formels lisses, le faisceau
v'(E|pr) est Oxr (1T N X')-cohérent,

(**) pour tout owvert P’ affine de P, pour tout reléevement v : X' — P’ de
X NP — P, le faisceau v'(E|p:) est Oxr o('T N X')-cohérent.
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Si T est vide, on le notera spx.,p . Si aucune confusion n’est 4 craindre,
on écrira simplement sp .

Démonstration. — Il découle de 2.5.7, 2.5.4 et 2.5.9 et avec leurs nota-
tions, la construction d’un foncteur canonique pleinement fidele spy.,p 74 :
ISOCT(K X/K) — Coh(X, P, T) défini en posant spy.,p 1, := Recol o
sp, o Loc. A présent, caractérisons son image essentielle. La condition (*)
implique (**). De plus, soit £ un 'D;r,(TT)Q—module cohérent & support dans
X satisfaisant la condition (**). Avec les notations de la preuve de 2.5.4,
soit Loc(€) = ((u)(Elp,))acr, (Bap)a.per)- Via 2.5.9, comme ul (E|p,) est
Ox. o('T N X,)-cohérent, il en résulte que £ est dans I'image essentielle de
SPx—p, 1+ Réciproquement, donnons-nous un objet ((a)ach; (0as)a,sen)
de Coh(X, (Pa)aca, T) tel que, pour tout a € A, &, soit Ox,_ o({T N X,)-
cohérent. Posons & := Recol((Ea)ach, (0as)a,pea) €t prouvons que & vérifie la
condition (*). Soit P’ un ouvert de P tel que I'immersion fermée X N P’ — P’
se reléve en un morphisme v : ¥’ — P’ de V-schémas formels lisses. Il s’agit
de prouver que v'(£|p/) est Ox o(fT N X')-cohérent, ce qui est local en X’
et P’. On peut donc supposer que X’ est affine et qu’il existe ag € A tel que
P’ C P,,. Choisissons p,, : ¥ — X,, un relévement de X’ C X,,. On conclut

via 'isomorphisme v'(€|p/) —= pLul (E|p,) - O
REMARQUES 2.5.11. — Avec les notations de 2.5.10, grace a la description

de Berthelot des isocristaux surconvergents énoncée dans [12, 2.2.12], v'(€|p/)
est Ox/,o(TT N X')-cohérent si et seulement si, en notant )’ ouvert de X’
complémentaire de TN X', v'(E|p:)|yr est Oy g-cohérent.

PROPOSITION 2.5.12. — Le foncteur spx.,p 14 ne dépend que de X — P et
deT.
Démonstration. — 1l s’agit de prouver que le foncteur spx.,p 7 est indé-

pendant du choix des recouvrements ouverts de P, ni de celui des reléve-
ments qu’il induit. Donnons-nous un deuxiéme recouvrement d’ouverts affines
P = Uy ep Por- En remplagant respectivement «, 3, v € A par o', 3/, v € A/,
on prend pour ce recouvrement les notations analogues & 2.5.1.

Dans un premier temps, supposons qu’il existe une application surjective p :
A" — A telle que, Por C Ppyary €t Po = Ugrep—1(a)Par- Pour tout (o, 8/, ') €
A/?’, on choisit alors des relevements en : Xov — Xjya); €arp @ Xarpr —
Xpapp) et €arpiyr + Xargryr — Xpan)p(8)p(r')- On construit alors un fonc-
teur

LOC(PQ/)O(/EA/V (Pa)aen : COh(X, (PQ)QGA, T) — COh(X, (Pa’)a’eA’, T)
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de la facon suivante : pour tout objet ((£a)aca;(fap)a,ser) de Coh(X,
(Pa)aen, T), on définit  Locip,,) ./ (Pa)acs ((Ea)ach; (Bap)aper) =
(Ea)arenr, Barg)ar,prenr), ot Eor = €, (Epary) €t Oorpr est Punique mor-
phisme induisant le diagramme commutatif :

a/ /! T Ot/ ’ !
(2.5.12.1) PP e (Engary) = b g1 PN E o)

Oarpr A €arpr Optaryper)) A~
o B’ T
ps el (Epgary) —— 62/5/135( e8! (Ep))-

On vérifie que les isomorphismes 6,3 satisfont & la condition de cocycle. En-
fin, en transformant le carré 2.5.12.1 en cube, on obtient la fonctorialité de
Loc

(Pa’)a'eA’a (Pa)aea®

De maniére analogue (en remplagant £ par E, 6 par ) et T par €), on construit
un foncteur

‘COC(PQ’)Q’GAM (Pa)aEA : ISOCT(K X7 (PQ)QEA/K) - ISOCT (Y7 X7 (Pa/)a/GA’/K)'

Pour ces deux foncteurs, on dispose de l'isomorphisme Locp o

oc’)a’eA’v (Pa)aeA
Loc —5 Loc. Il reste alors & prouver la commutation suivante : sp* o
LOCP,1)scnr) (Po)oen = LOC(P,,) s cnr)(Pa)aes ©SP™, Ol sp* désigne le fonc-
teur de 2.5.9. Soit ((Ea)aca, (6ag)a,pea) un objet de Coh(X, (Pq)aca, T) tel
que, pour tout a € A, &, soit (’)me(TT N X )-cohérent. Avec les notations
analogues & 2.5.9.3, considérons le diagramme

| " ! / l
B e € SP*PT e Eytar) e th PV (E )
.
narﬁ// 9 '0/ L Gp(a;)W
)
e "speg, (€ ' e () —————sp*é L D e a0
! / * N « « ’ / %
le ‘e ;KSP /ﬂ/KplfKa o) sp <£p(a/)> EalﬂrKSp p‘l)(a (8 <£p(a/))
7
gy o At ) g i Cyian i)
* € * * *
p;Kﬁ ' o P "(E(a) ea’ﬂ’KngI? e 5" (Ep(a) € P pz( ) Ene));

ou les carrés horizontaux sont commutatifs par définition. Il découle de 2.4.1
et de 2.4.6 que les rectangles de devant et de derriére le sont aussi. Comme il
en est de méme par fonctorialité du carré de droite, il en dérive que le carré de

gauche est commutatif, i.e., que 'isomorphisme canonique sp*e;,(f;p(a/)) —
€4 58P (Ep(ary) commute aux données de recollement respectives.

N

Passons & présent au cas général. En utilisant le troisiéme recouvrement
P = U(a, a’)eAxrPa N Pyr, on se raméne au premier cas. O
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3. Comparaison des foncteurs duaux des isocristaux surconvergents :
compatibilité aux images inverses (extraordinaires) par une immersion ouverte

On désignera par f : X’ — X une immersion ouverte de V-schémas formels
lisses, T un diviseur de X et 7" := f~!(T) le diviseur de X’ correspondant. On
note Y l'ouvert de X complémentaire de T et on désigne par E un isocristal
sur Y surconvergent le long de T. Le dual de E sera noté EV. De méme pour
tout Ox("T)g-module £, £V sera son dual Ox(1T)g-linsaire.

Nous avons construit dans [10, 2.2.12], I'isomorphisme canonique de commu-
tation aux foncteurs duaux suivant : sp,(EY) —— D}sp*(E). Nous vérifions
dans cette section que celui-ci commute aux images inverses (extraordinaires)
respectives par f, i.e., que le diagramme 3.3.13.1 est commutatif. Notons que
lorsque f n’est pas une immersion ouverte, le foncteur dual ]D)TT ne commute
pas a priori au foncteur f' (mais lorsque f est lisse, & un décalage prés, cela
reste conjecturalement vrai).

Comme le cas de la restriction & un ouvert est immédiat, sauf pour 3.3.13,
on supposera pour simplifier que f est un isomorphisme.

3.1. Images directes et images inverses extraordinaires
dans le cas d’un isomorphisme

3.1.1. — On note Dx("T)g = Ox('T)g ®ox, Px,q (de méme avec des
primes). Le morphisme Dy (1T")g-linéaire a4 gauche canonique Dy (fT")g —
f*Dx(1T)q (voir [5, 2.1.3.1]) est un isomorphisme. On note ¢, 'isomorphisme
composé : f~1Dx(1T)g = f*Dx(1T)g <= D (1T")g.

PROPOSITION 3.1.2. — L’isomorphisme v : f1Dx(1T)g — Dz (1T")q est
un isomorphisme d’anneaut.

Démonstration. — Pour tout entier n, on écrit Px , := Oxxx/I" L, on T
désigne I'idéal de I'immersion diagonale de X. On posera ﬁ/xn = Ogg(TT)@ R0x
Px,n et 53571 son dual Ox(TT)g-linéaire pour la structure gauche (de méme en
rajoutant des primes).

On remarque d’abord que ’isomorphisme ¢ envoie f ’1535,n sur 53@’". En
effet, cela dérive du diagramme commutatif :
(3.1.2.1) ['Dx("T)g —= f*Px(1T)g == D (1T")g

f_lpf,n ~ f*Df,n D%’,na

dont la fleche en bas a droite découle par dualité du morphisme canonique
f*Px,n - P.’f’,rr
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Soient m, n’ deux entiers, P € f‘lﬁxyn, Q € f‘lﬁx,n/. En notant
1® P : f*'ﬁ/x’n — Ox ('T")g l'image de P par fflﬁx’n AN f*f)/x’n =
Homox,(fT/)Q(f*ﬁx,n, Ox/(1T")q), via 3.1.2.1, on obtient tautologiquement le
diagramme commutatif :

(3.1.2.2) Prin = *Pxn FPxom
V1eP 1224

L(P)
Ox/(1T")g == f10x("T)q.

Considérons maintenant le diagramme suivant :
(3.1.2.3)

~ g~ - Q ~ P,
F P — [ Prn @10, (11)y £ Prnr — = [ Px — [10x(1T)g

J N h J w
~ ot~ ~ @~ up) L
Pxt gt —— Pxrn ®0,, (11)g P Px/ Ox ("T")q,

dont les isomorphismes 5™ sont ceux analogues a [10, 1.1.10]. Par définition,
le composé du haut (resp. du bas) donne P - @ (resp. ¢(P) - ¢(Q)). Ainsi, par
3.1.2.2, il s’agit d’établir la commutativité de 3.1.2.3. On déduit de 3.1.2.2 la
commutativité des carrés du milieu et de droite. Quant & celle du carré de
gauche, cela dérive d’un calcul immeédiat (on utilise la caractérisation de onn’
" (a®b) = (a®1) ® (1®b)). D'out le résultat. O

3.1.3. — On remarque que le diagramme

f710x("T)g —= O (TT")g
v v
fDx('T)g —== Dz (1T")g
est commutatif. On dispose ainsi, pour tout £ € DP | (*Dx(1T)q), de I'isomor-
phisme canonique f*(€) = Oz (1T")® 10, (11),€ — P ("T")o® -1, (1T)q
£. De méme en remplacant D par DF.

En voyant Dy ('T')g comme un (D (TT")q, f 'Dx(T)g)-bimodule,
on obtient l'isomorphisme canonique Dx/(T7")g — Dax—z((T)g de
(D (1T")q, f'Dx(TT)g)-bimodules. Dans la suite, on pourra identifier
canoniquement Dx/_,x (TT)Q et Dx/(TT,)Q.

PROPOSITION 3.1.4. — Les isomorphismes canoniques

(3.1.4.1) flwx @10, Px(1T)g — wr ®o,, Dx(1T)g,
(3.1.4.2) Dx (1T ®f-10, frwy' — Dx(1T)g ®0,, wi',
(3.1.4.3) wx' ®o,, Dz (1T")g ®o,, wz' — Dxex (1T)q,
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sont 1D« (TT)g-bilinéaires pour les deuz premiers et
(f'Dx(1T)q, Dz (1T")q)-bilinéaire pour le dernier.

Démonstration. — La proposition a bien un sens. En effet, en considé-
rant le faisceau D/ (TT")g comme un (f~1Dx(TT)g, Dx/(1T")g)-bimodule,
f_lch}j Qf-104 Dx/(TT/)Q devient un (f_le(TT)Q,Dxl(TT’)Q)—bimodule a
droite et donc, grace & ¢, un Dy (1T")g-bimodule & droite. De méme, pour les
deux autres isomorphismes 3.1.4.2 et 3.1.4.3.

La proposition est locale. Supposons donc X affine muni de coordonnées lo-
calesty,...,tq. Notonst], ..., les coordonnées locales sur X’ correspondantes,
O1,...,04 et 07,...,0] les dérivations associées. On peut alors identifer wx &
Ox grace ala base dt1 A- - -Adtg, et w; a Ox grace a la base duale. De méme en
remplagant X par X’ et ¢ par t’. Ces identifications sont compatibles car I'image
de dt; A --- A dtg par Iisomorphisme canonique flws ®f-10, Ox/ = wa
est dt) A--- Adt), (de méme en passant au dual).

Avec ces identifications, l’action par la structure tordue se calcule avec
Padjoint (voir [5, 1.2.2.1]). En effet, cela découle de la formule essentielle [5,
1.2.3].

La fleche ¢ envoie 9% := orr .. -85‘1 sur &' .= A -6:1’““1 et >y (LEQ[M sur
Se1® aE)Q/M, ol 1 ® ay, est I'image canonique de ay € f~10x(TT)q dans
Ox (TT’ )o- Puisque ¢ est un homomorphisme d’anneaux, on calcule que pour
tout P € f~'Dx(TT)q, t(P) = 1(tP), ot « t » désigne 1’adjoint.

O

3.1.5. — De maniére analogue & 3.1.2, on prouve que ’isomorphisme composé

~

ST S D) S
Il en résulte, avec les notations de [12, 1.1.2], par complétion et passage a
la limite sur le niveau, que f_lD;(TT)Q A D;_}x(TT)@ & DL (T
est un isomorphisme d’anneaux. Les isomorphismes de 3.1.4.1 sont encore va-
lables en remplacant D par Df. Ainsi, I’isomorphisme canonique wy: ®0 4/
DL (1T o®0,, we! —= Dk ((T)gest (f'DL(TT)q, DL, (1T")g)-bilinéaire.
Par la suite, on identifiera D;,_}x(TT)Q aDL, (1T et 'D;(_x,(TT)@ Awx ®o,,
D;,(TT/)Q Q04 w;,l.

Dg??) (T") est un isomorphisme d’anneaux.

NoTATIONS 3.1.6. — Pour alléger les notations, on pose 535 = 0x(1T)g
wx = wx 0, 535, 535 = D;(TT)@ (par défaut) ou Dx(TT)q, 535/_>35 =
lim @T)(T’)@o%,ﬁgglx@ (par défaut) ou Ox ('T")q ®o,, , Dx—xq- De
méITInle en rajoutant des primes.

On notera (Dx @5, ¥z'): le bimodule déduit de Dx ®5 ' via liso-
morphisme de transposition S de [5, 1.3.4.3] (en d’autres termes, la structure
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gauche est la structure droite et vis versa). De méme, (0x ® 5x 535% désignera
le bimodule déduit de wx ® 5x 535 via I'isomorphisme de transposition 0 de [5,
1.3.4.1]. De cette facon, les isomorphismes 3 : Dx ®5, Wy (Dgg®~ @F e
et § @ wWx ®5, Dy (Ox ®5, 535% sont bilinéaires.

3.1.7. — Soient M € D, (DL(IT)g"), M’ € D, (DL (T)g"), € €
Db, (*DL(1T)qg), & € Db, (*DL. (1T")g). Via les deux identifications de 3.1.6,
on obtient :

7€) =D% (T ® 1t 1y, £,

) =
fr(M) =f"'M ®f-1p1 (11)q (wzr ®o,, Dx'(TT Jo ©05, Wy ol
Ir+(€) =f((wr B0y, Ph('T)a @0y, wx') @i (17, €1):
fr+ (M) =fo(M).
On dispose des isomorphismes :
(3.1.7.1)
wx ®o,, fr(&) = frlwx ®ox €), fr(M)®o,, wg' — fr(M®o, wr'),
(3.1.7.2)
/ ~ / ! -1 / -1
wx ®oy fr+ (&) — fri(wy ®oy,, &), fr4(M) @0, wy — frr(M ®o,, wy)

(pour le passage de droite & gauche, on pourra consulter [31, 1.2]). Décrivons
localement ces isomorphismes. Supposons donc X affine muni de coordonnées
locales t1,...,t4. Notons ¢,...,t, les coordonnées locales sur X’ correspon-
dantes et identifions wx & Ox grace a la base dt; A--- Adtg, et w;1 a Ox grace
a la base duale et de méme avec des primes.

Avec ces identifications, on calcule d’abord que l’isomorphisme canonique
(voir sa construction dans [31, 1.2.1.2]) (Dx ®5., 0x e ®5. (@x ®5. Dx)t =
Dgg envoie PR Q) sur QP, avec P et () des sections locales de Dgg En partlcuher
1®1 s’envoie sur 1. Il en découle que I'isomorphisme canonique de [31, 1.2.2.(i)]
M ®5. E = (02 ®5, £) ®5. (M ®5, wx') expédie z ® e sur e ® z, olt
x et e sont des sections locales respectives de M et £. Or, l'isomorphisme
wx ®o,, fr(€) = fr(wx ®o, E) est le composé suivant :

1

Wx! ®Ox/ (Dx’ ®f_1535 f_lg) = Wx! ®Oxl (f_l(&;x ®5x 5) ®;7153€ (DX’ ®53€’ &;;’ )) =

(3.1.7.3) = [T @x 85, )8, 15, (W ®oy, Dy 95, x)s

ou le symbole « d » signifie que 1’on a pris, pour calculer le produit tensoriel,
la structure droite (i.e. la structure tordue) de Dx/ ®~ Wx' et ol le premier

isomorphisme découle de [31, 1.2.2.(i)]. Le composé 3.1.7.3 envoie P/ ® z sur
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z®P’, ou P’ et x sont des sections locales respectives de 535/ et £. On bénéficie
de descriptions analogues pour les trois autres isomorphismes de 3.1.7.1 et
3.1.7.2.

De plus, on définit les opérations analogues en remplacant « Dt » par « D ».
Si un risque de confusion est & craindre, on notera fq'j (resp. f:Tp 4) pour fr
(resp. fr ). Pour tout & € DP | (*Dx(TT)g), on dispose d’un isomorphisme
canonique

T ~
(3.1.7.4) 1 (P (T)e ®py 11y, €) = DL ('T)g @, (177)q f7(E).

53;1.8. — On dispose dei isomorphismes canon}gues f%g(’Dx ®5, @;1) AN
'Dxl ®5:{/ &};/1 et f/llw,d((Dx ®5$ a;l)t) — (Dx/ ®5g/ &53_6,1%. De pluS, on
bénéficie du composé suivant :
D ~—1\ _ 7 dd -1/ ~—1y "~
fT,d(Dx ®53€ Wx ) = Dx/ ®f*15x [ (Dx ®5x Wy ) —
(3.1.8.1) = f1Dy @?‘ilﬁx (Dx ®5_, ) = (Dx ®5., Gt
ou les symboles « d » signifient que ’on choisit dans le calcul des produits

tensoriels les structures droites des bimodules respectifs, et ou le premier iso-
morphisme découle de [31, 1.2.2.(i)]. De maniére analogue & 3.1.8.1, on construit

f1.((Dx ®5, @x')t) — Dz ®5., @Dy

Par un calcul local, on vérifie que les diagrammes

(3.1.8.2)
~ ~1, B ~ ~ ~ ~_1y\ B ~ ~
frg(Dx®g 6x') —> frg((Dx @5 &x')) fra(Dx®g 6x')) —= fr.a(Px®5 &%)
o o o o
Dx/ ®5x/ &;,1 p— Dx/ ®5x/ (:};,1, (Dx’ ®5x/ 5;,1% (Dx/ ®5x/ (:;;,l)t,

sont commutatifs. Lorsque f est I'identité, les fléches de gauche des deux carrés
sont égaux a l'identité et celles de droite s’identifient a g.

3.2. Sur la commutation des foncteurs duaux aux images inverses par un isomor-
phisme

NoTATIONS 3.2.1. — Commencgons par quelques notations et rappels sur les
foncteurs duaux.

Pour tout £ € Dpart(*Dx(1T)g), le complexe dual Dz (TT)g-linéaire de £ au
sens de Virrion (voir [31, 1.3.2]) est défini en posant :

(3211) ]D)x’T(g) = RHOTan(TT)Q(g,’D:{(TT)Q ROk w;l)[dx].
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De méme, pour tous £ € Dparf(gD;Q(TT)), M e Dparf(D;:,Q(TT)d), leurs

complexes duaux D;’Q(TT)—linéaires sont définis comme suit :
DY (&) = RHomg (€, Dx ®F wx')ldx],
DY 1(€) := RHomz (€, (Dx ®5_@x")o)ldx];
Dk (M) = Gx ©5_RHomg (M, Dx)[dx] = RHomz_(M, [@x ®g, Dx):)ldx],
DY 7 (M) = RHomz (M,&x ®5_Dx)ldx]-
Le foncteur dual commutant & lextension des scalaires ([31]), si €& €
Dparf(gDi{(TT)Q)v
(3212) DL . (DL(IT)g @y (im)y &) — DL('T)o ®p.(i1), Dar(E).

Si aucune confusion avec 3.2.1.1 n’est & craindre, on omettra d’indiquer le
symbole « T ».
On dispose des isomorphismes canoniques :

(3.2.1.3)

k(M) ®g, Gy — RHoms (M®g @y, Dx) @5, @y ldx] — Dxr(M®5 G'),
(3.2.1.4)
wx ®53€ Dlx7T(€) = Ox ®53€ ]RHOmExd(@x ®53€ &, Dyx)[dx] = Dx r(@x ®53€ &).
Les isomorphismes 3.2.1.3 et 3.2.1.4 n’utilisent pas celui de transposition, ce qui
facilite les calculs locaux. En effet, supposons X affine et muni de coordonnées
locales t1,...,t4. Notons ¢,...,t, les coordonnées locales sur X’ correspon-
dantes et identifions wx & Ox grace a la base dt; A --- A dtg, et w%l a Ox
grace a la base duale et de méme avec des primes. Les isomorphismes 3.2.1.3
et 3.2.1.4 s’identifient alors a l'identité.

Enfin, on remarque que dans le lemme 3.2.3 I'isomorphisme de transposition
n’apparait pas non plus.

NoOTATIONS 3.2.2. — e Pour tout M’ € Dparf(D;,)Q(TT')d), l’isomorphisme
de dualité relative ([12, 1.2.7]) fr 4 oDx/ 7/ (M’) — Dz 1o fr 1 (M’) sera noté
X- En fait, via les isomorphismes de transposition § de [5, 1.3.4.1], nous avions
d’abord construit I'isomorphisme fr, 4 0 Dy, 7 (M') = Dk 10 fr 4 (M'), que
I’on désignera encore par x.

e Pour tout £ € Dparf(gD;Q(TT)), on notera :

proj’ : f4 (@) @5, € = .(Bx) 85, € > (@) O, Lo(Dx @, 5 [7E)
(3.2.2.1)
= fu(@x ®5,, Px®, 15, F718) = f(@x 9., fr(€)).
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On obtient en particulier proj’ : f.(@x/) ®5, Dx =5 f.(0x 3., Dx/), ce

dernier étant par fonctorialité 5x—bilinéaire. On vérifie par un calcul que cet
isomorphisme proj’ correspond bien & I’isomorphisme canonique lorsque f est
un morphisme quasi-compact et quasi-séparé quelconque (pour la construction
dans le cas général, voir [9, 1.2.27] ou [16, 1.4.1]).

e Le morphisme trace : f,(@x/) = f1(@x') — Wx sera noté Tr.

LEMME 3.2.3. — Pour tout M’ € Dparf(D;/ Q(TT’)d), avec les notations 3.2.1
et 3.2.2, le diagramme ci-aprés

——— ot oDl (M)

(32.31)  fRHomz (M',Gx ®5 Dx)[dx/]

Dx
N\‘/ B
fRHom 5 (M, Gx ®5_ Dx)dx']
~ Y fa
RHomz (feM', fo(@x ®5  Dx))ldx'] ~x
proj’ 4 ~
RHomz (feM', fo(Wx) ®5 Dx))ldx’]
N{/Tr
RHomz (fM',6x ®5_Dx)ldx] === Dk r° fr+(M"),

ot l’isomorphisme & droite en haut dérive de [l’identification entre ’535/ et
Dx/_.x, est commutatif.

Démonstration. — Modulo 'identification entre 535: et 535/135, le morphisme
[12, 1.2.7.8] est égal au morphisme Troproj’ ~* : f,(@x ®5., Dx') = Ox ®5,
x/
Dx. De plus, le composé de [12, 1.2.7.2] correspond & fRHomz (M, @39@5
x/ x/
Dxl)[dX/] AN R?’(O?’I’LE3€ (f*M/,f*(&xl ®5 'Dx/))[dxf] de 3.2.3.1. D’ou le ré-
x/
sultat par construction de 'isomorphisme y de [12, 1.2.7]. O
3.2.4. — Dans ce paragraphe 3.2.4, supposons f seulement propre. Pour
la commodité du lecteur, rappelons que l’on dispose, pour tous M’ €
Dparf(DTx/ Q(TT’)d), PSS mef(gDT3€ Q(TT)), de l’isomorphisme composé :
Rf.RHomz (M, fr@x®5_ &) — Rf.RHomz (M',Gx @5 (&)
= Rf.RHomz | (M, B ®5,, Dx—x ®I;,15x FE)dx x|

~ - ’ ~ D. / H:/ ’
Ef (Rf*RHome,(M ,Wx ®03€’ Dx—x)) ®D35 E[dX /X]

= @ (BHoms (Mo 05, Be) o Bo-x) o, £lb
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= RHom~ (fT _t,_(./\/l/),a’jx ®5 5};/) Lk ¢
X x 'D;{
(3.2.4.1) ? RHomz (fr+(M'), 0z ®5. ).
En lui appliquant H%oT'(X, —), on obtient I'isomorphisme d’adjonction suivant :

(3.2.4.2)

adj : Homgxl (M, fr(@x ®5. £)) — Homgz (fr,+(M'),&x ®5, €).

Lorsque f est un isomorphisme, on notera adj~ 8 e Tt f/}(a% ®5.,
E) — wx ®5., &, Pimage de identité de fi(wx ®5, 8) par 3.2.4.2. Comme

fre fr(@x ®5, &) = ox ®5., fr4 fr(E) (voir 3.1.7.1 et 3.1.7.2), on obtient
le morphisme d’adjonction adjg : fry fr(€) — €.

LEMME 3.2.5. — Pour tout £ € Dparf(gD;,Q(TT)), le morphisme composé
(3.2.5.1)

o~ ~ ~ ! ~ ~ ~~
fT+fT(LUx ®53€ 5) — f*(w%/ ®53€/ fT((C/')) E’ f*((.dxl)®5xg E) Wx ®53€ 5,
ou le premier isomorphisme est 3.1.7.1, est égal a adj

3E®gx5

Démonstration. — Pour tous M’ € Dparf(D;,,Q(TT’)d), e mef(nge’Q(TT))7
le diagramme ci-aprés

(3.2.5.2)
LRHoms (M, [(Bx 5 €)) L RMoms (fM L fr B2 05, 6))
) )
fRHomz (M',&x &5 fr(€)) RHomz (f.M', fu(@x &5, fr(€)))
proj; f~ B proj’ | ~
(f*Rﬂomevx/(M',C)x/ 2., Dx)) ®H§x £ RHomz (fM', fu(Gz) 85 €)
~f B i/Tr
]RHom53€ (f M| fi(@x ®5x/ Dx1)) ®%X & RHomgx(f*M’,@x 85, £)
s |

RHomzs (f. M f.(@x) @5, Dx) @ € —=""~RHomg (f.M',0x &5, ),

ou le morphisme de projection proj; en haut a droite est I'isomorphisme de la
troisiéme ligne de 3.2.4.1 et dont les deux isomorphismes proj’ sont induits par
3.2.2.1, est commutatif. En effet, cela est local en X. On peut donc supposer que
M’ posséde une résolution bornée par des 5x/—modules localement projectifs
et de type fini. En résolvant platement £, la commutativité du rectangle du bas
de 3.2.5.2 résulte d’un calcul. Enfin, celle du carré se vérifie par fonctorialité.
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Or, grace a 3.2.3.1 (et via l'identification f. = fry), la fleche

(fRHomz (M',ox ®5 Dx')) ®% € "> RHomg (fuM',Gx®5 €)

de 3.2.5.2 (passant par la gauche puis par le bas) est ® o x de 3.2.4.1 (qui
s’identifie d’ailleurs & ® o x o ®). Il en résulte que I'isomorphisme

f*RHomﬁx/(M’, fr(@x ®5, €)) — RHomz (fM',6x @5 €)

passant par la gauche puis par le bas de 3.2.5.2 est le compose de 3.2.4.1. Pour
M = fi(ox ®5. ), en appliquant H® o RT'(X,—) & 3.2.5.2, il en dérive le
diagramme commutatif

(3.2.5.3)

Homz 1@z @5 €), fr(@x ®5_€)) - Homs rifr(@x ®5_ &), frifr@z ®5_¢))
$ ~$
Hom (fT+fT(Wx ®5, &), wx ®5, &),

dont le morphisme de droite se déduit du composé de droite de 3.2.5.2 (qui dé-
coule fonctoriellement de 3.2.5.1). On conclut en calculant I'image de 'identité
de fi(ox 5. ) via les deux chemins de 3.2.5.3. O

3.2.6. — Soit F un Dx-bimodule & gauche. On obtient le (f~1Dx,Dy)-
bimodule f}’d (F). Via l'isomorphisme canonique ¢ : f “1Dy 5 Dy, f}’d (F)
est ainsi muni d’une structure canonique de 5x/—bim0dule & gauche. De méme,
en remplagant « & gauche » par « a droite » ou le symbole « d » par « g » ou en
passant aux complexes.

Pour tous £ € D(*D% o(1T)) et F € DT (*D, o(1T), D} (('T)), on obtient
ainsi les deuxiémes isomorphisme des composés :
(3.2.6.1)
frRHomz (€, F) = RHom 5 ('€, fr.aF) = RMomz_ (f1(€), f1,4(F)),
(3.2.6.2)
fraRMomg (€,F) = RHom .5 (f*€, f14F) = RHomg_ (f2(€); Fr.a(F)).

De méme, pour tous £ € D~ (*D o (IT)), F € D~(*D% ('T),*D} o (1)),

(3:2:6.3) fraE®g F) = [THE)@ 5 fralF) = f1(E)&F  fra(F)

On remarque que la structure gauche de £ ®H5 F étant celle du produit ten-
x
soriel, f.,(€ ®H(f5 F) = fn(€) ®Hé~ f1.4(F) (pour ce dernier isomorphisme,
. . o 0T
I’hypothése que f est un isomorphisme est superflu, mais il faut ajouté le dé-

calage [dx//x]).
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3.2.7. — Soit £ € Dpar(*Dk o(1T)). On note & : FRDR(E) = D f1(E)
I'isomorphisme défini comme suit

¢+ frDip(€) = RHomg  (f1(E), fra((Dx ®5, &% ")))ldx]

x/

(3.2.7.1) > RHomz (1€, (D ®5,, ox )oldx] = Dp fr(E),

x/

ou lisomorphisme de la premiére ligne (resp. deuxiéme ligne) est 3.2.6.1

(resp. 3.1.8). Il en découle l'isomorphisme : fLDz(&) % fADL(E) ~

D%, f1(E) % D f1-(€), que I'on notera & nouveau &.

Grace & 3.1.7.1 et 3.2.1.4, on obtient le composé :

!

fr oDr(@x 83, &) = fr(@zx ®3, D7 (€)) — war ®53€, fr(Dr(E)) %’ Wy ®5x/ D7 (fr(€))

(3.2.7.2) — D (@x ®5_ fr(€)) = Dyv o fr(wx @5 €)
x/ x

encore noté £. Pour tout M € Dparf(’DTxQ(TT)d), on a ainsi I'isomorphisme ¢ :

frDr(M) = Dr f3(M).

REMARQUES 3.2.8. — Gréce au diagramme de droite de 3.1.8.2; avec les no-
tations 3.2.7, on aurait pu définir £ comme suit :

¢+ frDr(€) = RHomg (fr(€), fr.a(Dx @5, 8x")ldx]

x/

(8281) 5 RHomg (f7(€),Dx &5, x)))ldx] —> Dr fr(€)-

x!

Avec la remarque de 3.1.8, on vérifie que lorsque [ est I'identité £ est I’identité.

PROPOSITION 3.2.9. — Soit M € Dparf(*D;Q(TT)). Le diagramme

(3.2.9.1) Froa FyDr(M) —= fr Dy fo(M)
adjp ., (m) |~ ~{x

Dr(M) Dr fr+ fr(M)

Dradj

est commutatif. De méme, en remplacant D par D'.
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Démonstration. — Comme les carrés de droite, de gauche, du haut et du bas
du diagramme
(3.2.9.2)
3
5 fr+ frDp(M) 5 D (M)
fr+ frDr(M) fr 4Dy f1 (M) X
ade{T(M) \L

i X

ading. (m) 5 Dr(M) — 5 D frs fr(M)
TadJm
/
Dy (M) Dr fr,+ f1(M)

Dradj

sont commutatif, il suffit de prouver la proposition pour I)’. De méme, grace a
3.1.7.1,3.1.7.2, 3.2.1.3 et 3.2.1.4, on vérifie que le cas ou * = g se déduit du cas
* = d. Traitons donc ce dernier. Pour tout F € Dparf(gD;: Q(TT)), notons « le
. L ~ ! ~ ~ _ ~ ~ _

morphisme composé f.(@x: ®5., fr(F)) o fu(@x/) ®s, F - Yx®5, F,
ou proj’ a été défini en 3.2.2.1.

Soit £ € Dparf(gD;7Q(TT)) tel que M = wx ®5, E. D’aprés 3.2.5, par
fonctorialité en I'isomorphisme D/ (0x ® . E) = 0x® 5x Dz (&), le composé

de gauche du diagramme ci-dessous
(3.2.9.3)

1 1pD Gx 85 €) : 10, Gx e €)
~y

fefplwx 85, Dr(©)
~}

f@v 85 fiDr() S fu(Ow @ Drfp(E) = F-DpCx 85 S7(E) = LDy fp(Gx 05 €)

NW

wx ®53€ Dr(€) ~|x ~|x

~

D (we 95, &) ~ Dy fa (w3er 5., F1(©) —= Dy fuflp (0 8, ©)

]D)fra

est égal a ade,T £) Avec 3.2.5, le composé du bas est ID)’Tadj;

(wx®g x®g £
Ainsi, le contour de 3.59.3 correspond a celui de 3.2.9.1. Le rectangle du h;ut
est commutatif par définition (3.2.7.2), celui en bas a droite l’est par foncto-
rialité. Enfin, via 3.2.3.1 et 3.2.8.1, on établit par un calcul local (ou f, est le
foncteur oubli et ou on identifie Wy & 535 grace a la base dty A --- A dty ete.)

celle du rectangle en bas & gauche.

O
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REMARQUES 3.2.10. — Avec les notations de 3.2.9 et dans le cas a gauche, il
résulte de 3.2.9 et de 4.2.2.2 que I'isomorphisme £ est égal & 1’isomorphisme
ef,T,M défini en 4.2.1.

3.3. Preuve de la compatibilité aux images inverses par une immersion ouverte
3.3.1 (Convention). — On pose ici 535 = 0x(1T)g Ox = wx ®o, 535, 535 =
Dx(T)o. De méme en rajoutant des primes.

Soient £ un 5x-m0dule a gauche et F un '535-bimodule a gauche.

Pour calculer le produit tensoriel G; := F ® 5y &, on prend}“va la structure
droite de F. Par fonctorialité, G; est muni d’une structure de Dx-bimodule a
gauche. Par convention, la structure gauche de G; sera celle induite fonctoriel-

lement par la structure gauche de F et la structure droite sera celle induite par
le produit tensoriel.

Lorsque 'on choisira d’inverser ces deux structures, on notera G, := F ®t E.

Ainsi, Go = G sauf que la structure droite de Gy est la structure gauche de G-
et vice versa.

Pour calculer Gz := £ ® Bx JF, on prendra la structure gauche de F. Par
convention, la structure gauche de G3 sera la structure induite par le produit
tensoriel et la structure droite sera celle déduite de la structure droite de F.

On définit de méme & ®t F comme étant le 535 bimodule & gauche égale

4 G3 modulo un mversement de ses structures gauche et droite.

Afin de prouver la proposition 3.3.9, établissons d’abord les lemmes qui
suivent.

LEMME 3.3.2. — Soient £ € D‘(gﬁx), F € D+(g5x,g5x) et G €
Di4¢(*Dx). Le diagramme

(3.3.2.1)
fr(RHomB, (€, F) & ) _ fr®Hom, (€, F &5 0))
N\i/ N‘i/
Jr(BHomB. (€, F)) ®5  J7(9) RHom3,, (7€, I1.4(F ®_9))
N\i/ N‘l/

RHom,, (1€, 5 F) ©5  11(9) —~ RHoms,, (fy€, fra(F) ®5  $7(9)),

dont les isomorphismes 53g-lméaires horizontauz sont les isomorphismes (|10,
2.1.26]) et dont deux des fleches verticales sont 3.2.6.1, est commutatif.

Démonstration. — On résout F injectivement et G platement. La commutati-
vité de 3.3.2.1 découle alors d’un calcul local. O
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LEMME 3.3.3. — Soient £ € D=(*Dx), F € D~ (*Dx) et G € D*(*Dx, "Dx).
Le diagramme

(3.3.3.1)
frRHomp, (€ ®%x F,6) ca frRHom, (€, RHomg _(F,G))
~y ~}
RHomp,, (f1(€ ®%x F), f1.49) RHom5., (f1€, 1. aRHomz (.7-' g))
~f ~

RHomﬁx,(f}é‘@L fT]: deg)HRHome/(ng ]R’Hom~ (fT]: deg))

ot les isomorphismes 535-linéaires horizontaux sont les isomorphismes de Car-
tan ([10, 2.1.34]), od les isomorphismes verticaux du haut (resp. en bas & droite)
découlent de 3.2.6.1 (resp. 3.2.6.2), est commutatif.

Démonstration. — On résout F par ﬁx—modules a gauche plat et G par des
Dx-bimodules a gauche injectifs. O
LEMME 3.3.4. — Soit £ un 5x-module a gauche. Avec les notations de 5.5.1,

on dispose du diagramme commutatif :

(3.3.4.1) (Dx®g, ¥z') @5, gt 5. Dz 05 %))
N ~\8 ~is
(Dx ®53€ a;l)t ®53€5 (Dx ®"’ wxl)t

| |
Qw ™
8®t5 (D= ®5, bz hE= (Dx ®5, Ox )®t536 £.

Démonstration. — En utilisant les caractérisations de [4, 1.3.1 et 1.3.3] des
isomorphismes de transposition, on calcule que 'image de (1 ® w) ® e, avec e
(resp. w) une section locale de £ (resp. &;1), ne dépend pas du chemin suivi.
On conclut par Dx-linéarité. O

Afin d’établir le diagramme commutatif 3.3.7.3, nous aurons besoin des deux
lemmes ci-dessous.
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LEMME 3.3.5. — Soit G € D(gﬁx). Le diagramme ci-apres
(3.3.5.1)
fra((Dx ©05") ©5. G) ———— fr4(G 95, (Dx ®Tx"))
~ Yo ®w ~y
fra(Px@3xY) ©5  f1(G) 1) ®5_, fra((Dx@3%"))
~y ~

(Dx @5z ) 5, f1(9) :NT 1(9) @5, (Dx ®Gx) )
AN

dont la fleche en haut o droite est 3.2.6.3 et dont les fleches horizontales dé-
rivent fonctoriellement de celle du bas de 3.3./.1, est commutatif.

Démonstration. — Cela se vérifie par un calcul local. O

LEMME 3.3.6. — Soient £ € D(*Dx), F € Dgf"(gﬁx,gﬁx). On bénéficie du
diagramme commutatif ci-dessous :

(33.6.1) Fha(€¥ &5 ) fh (RHom5, (£, F)
~
FHE S fra(F) -
~y
IHEY 85 fra(F) —— RHoma, (Fh(E), fig(F),

dont la fleche en haut o gauche est 3.2.6.3 et celle de droite est 3.2.6.2.

Démonstration. — On résout F platement et 535 injectivement puis on conclut
via un calcul local immédiat. O

3.3.7. — Soit £ € D(gﬁx). En appliquant 3.3.5.1 4 G = £V, on obtient le carré
supérieur du diagramme :

(3371)  fra((Px 08z 05, £) === fra(E" 95, (Px©5z'))
~y ~y
(D ©52)): 85, 1) =" f1(E") 85, (Dx @5z
YRw
~y ~y
(Dx/ ® &;Ht ®53€’ f%(g)v % f’}‘((‘:)v ®53€' (D%’ ® a;})t.
YW
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Le carré du bas est commutatif par fonctorialité. Le diagramme 3.3.6.1 utilisé
pour F = (Dx ® @3 ')y donne le carré du haut de :
(3.3.7.2)

Tra(€ & (Dx @x")) ———— f (RHomg, (€, (Dx © 55 ")))
~ ~
7€) @5 fra((Dx @0z ) ——~ RHomg, (F£(E), fr.a(Dx © &5 ')
~ ~|
17(6)" @5  (Dx ® Wz )i ———— RHoma, (£4(€), (Dx ® G5/ )0).

On bénéficie par fonctorialité de la commutativité du carré du bas et donc
celle 3.3.7.2. En composant 3.3.7.1 et 3.3.7.2, on obtient ainsi le diagramme
commutatif :

(3.3.7.3) f1a(Dx @@z ) 85, €¥) —= fho(RHomG, (£, (Dx ® 0y "))
N ~ ~
(D @53 ) @5, [1(£)Y —— RHomg, (f4(€), (Dxr ® G5 )0)-

3.3.8. — On rappelle que E est un isocristal sur Y surconvergent le long de
T. On notera par la suite £ := sp,(E), f*(F) I'image inverse de E par f (voir
3, 2.3.2.2]) et f*(€) := Ox/(1T")g @ p-104(11), f*E. On vérifie & la main la
commutativité du diagramme ci-dessous :

(338.1)  sp,fH(EY) —z= f*sp.(EY) —= f*(sp. E)Y == f*(£Y)
~Y ~Y
P (f*E)Y —== (sp.f*E)Y —= (f*sp.E)Y == (f*€)".

~

Avec 3.1.3, on a les isomorphismes canoniques f*(£) —

17(€) = f().
Il résulte alors de I'isomorphisme canonique f*(£Y) — f*(£)V les suivants

FR(EY) 25 fh(E)Y et p: fr(EY) =5 (€)Y,

PROPOSITION 3.3.9. — Avec les notations 3.3.8, le diagramme
(3.3.9.1) Fh (D (0x(T)g) ®oy (11, £Y) —=— fHD}(E)
~{
I DE(Ox(1T)o) ®o (111, F7 (€) ~ e
~|é@u

t T
D} (Ox (1T")g) ®o., (111 f1 (€)Y —== Dk, f1 (£),
ot les isomorphismes horizontauz dérivent de [10, 2.2.1], est commutatif.
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Démonstration. — Le carré

fr D} (DJr ('T)q @D (iT)y €) —=— D;/ (MT")q QD (1T7)g frDr(E)
~|€ ~|E
Dk £ (DL (TT)q ®p(iT)e ) —= DL ("T")g ®p..,(117)y D1 fr(E),

ol 'isomorphisme de droite se construit de maniére analogue & 3.2.7, est com-
mutatif. On se raméne ainsi & prouver la commutativité de 3.3.9.1 sans f.
Rappelons que les isomorphismes horizontaux de 3.3.9.1 sans t sont construits
dans [10, 2.2.1].

D’aprés 3.3.2, on bénéficie de la commutativité du deuxiéme carré du haut
du diagramme :
(3.3.9.2)

fr(RHomD, (Ox, Dx ®wy ') 8, £Y) — = fiRHomp, (0%, Dx @y " 8, £v)
“Jo “Je
fy(RHomB(Ox, (Dx 853" )) 85 €Y) —————— [1RHomd (O, (Dx 13 )i 0 £¥)
RHom , (f10, f1.4(Dx 853" )0) 85 [1(€") ——RHomD, (110x, 11 (D2 055 )) &5 fr(E"))
RHom,., (Oxr, (D 8 53 )t) ®5 (€)Y ———RHomp,, (Oxr, (Dxr @03 o5 f(6))
x/ x/
“Jo “Jo
RHomb,, (Ox, Dxr @05 85 fh(€) — = RHomB,, (Ox, Dy @by, @ fr(€)Y):
x/ ~ x/

o o

Celle des autres carrés se vérifient par fonctorialité (pour le deuxiéme du bas, on

dispose des isomorphismes : f%r’d((ﬁxé@&gl)t) — (535/@@;1% et fH(EY) =
fH(E)Y). Ainsi, 3.3.9.2 est commutatif.

D’aprés 3.3.4, le carré de gauche du diagramme :

(3.3.9.3)
Dr 0z ey, £ 120 &V 05 D@ RHomg (€,Dx ®3%")
~{8 NW ~VB
(Dx@&%l)t ®53€ 8V$€v R (Dx@u)x )t%RHom (5 (Dx@wx )t)

est commutatif. Comme le carré de droite de 3.3.9.3 est commutatif par fonc-
torialité, il en résulte la commutativité de 3.3.9.3. On dispose du diagramme
analogue & 3.3.9.3 en remplagant £ par f5.(€) et X et X’. On construit foncto-
riellement a partir de 3.3.9.3 (resp. de son analogue), le carré du haut (resp.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



522 D. CARO

du bas) du diagramme :
(3.3.9.4)

mwm@w%m®@%%fw44749ﬁmmﬁgwﬂm%yam®@w
~ |8 ~y8
gmm@4m4m®@m@@gwgﬁf»@mmﬁgaﬂmm@wﬂ%®@m»
RHomp, (Ox, fi. 4(Dx @0y ')e 85, &Y)) ——= RHomp , (Ox/, f’T,d(R?LfrmgjE (€, (Dx @wg' )
RHomp , (Oxr, (Dxr ® w;,l)t ®5x’ ) ——RHomp,, (Ox/,RHom5x1 (fr€, Dy ® w;,l)t))
~8 ~8
RHomp,, (Ox, Dy ®wy, ®5x, fr(&)Y) — = RHom3p (Oxr,RHom 5 (fr€,Dxr @ W)

x/

On déduit de 3.3.7.3 que le deuxiéme carré du bas de 3.3.9.4 est commutatif.
Comme les deux autres carrés le sont par fonctorialité, il s’en suit la commu-
tativité de 3.3.9.4.

Comme f%,q’d((ﬁx ® ")) — (Dx ® @) et f}(ax) 5 Oy, il dérive
de 3.3.3 le carré du milieu de

(3.3.9.5)
frRHom3, (Ox, RHom 5., Dz ®0z)) o fyRHomp, (€, Dx ®b5")
~|8 ~|8
fyRHom3, (Ox, RHomg (€, (Dx @ B3" W) < fyRHomp, (€, (Dx ® 53')1)
I “
RHoms,, (O, RHomgs_ (f1€, (D ® 55 )) <o RHom,., (f1€, (Dx ® Ty )y)
~\8 ~|8
RHoms,, (535: , RHomax/ (f+€, D ® &%) cNa RHom3p ., (f1€, Dy ® G;,l),

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de Cartan ([10, 2.1.34]).
Comme les carrés du haut et du bas sont commutatifs par fonctorialité, le
diagramme 3.3.9.5 I’est donc.

On constate que les isomorphismes du haut et du bas de 3.3.9.2 (resp.
3.3.9.4, resp. 3.3.9.5) correspondent a [10, 2.2.1.5] (resp. aux compositions de
[10, 2.2.1.2] avec [10, 2.2.1.4], resp. & [10, 2.2.1.3]). On aboutit alors, en com-
posant 3.3.9.2, 3.3.9.4 et 3.3.9.5 et en ajoutant le décalage [dx]|, au diagramme
3.3.9.1 sans 1. D’ou le résultat. O
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3.3.10. — Soient £ € D(Oxg) et F € D*(*DL (,*Dk ;). De maniére ana-
logue & 3.2.6, on dispose des isomorphismes :

fr(RHomo, 4(€,F)) — RHoms-10, ,(f '€, f1.4(F)) — RHomoy, ,(f*E, f1.4(F))
(3.3.10.1)

F(DL g ®0x 0 €) = [3(Dk o) @104, I 7€ = D@0, [7(E)-

De méme, pour tous £ € D~ (Ox,9), F € D*(gDTx,Q(TT),gDTny(TT)),

(3:3.102) f1(E®p, F) — [T €S0, fralF) = [E€&6,,  fra(F).
On dispose d'un isomorphisme canonique Dr(Ox(1T)g) — Ox(1T)g. La

oy . . . . . . !
proposition qui suit signifie que celui-ci commute au foncteur f;. Nous aurons
besoin pour sa preuve du lemme ci-dessous.

LEMME 3.3.11. — Soient £ € D(Oxq) et F € Db(gD&,Q,gDJ&’Q). Le dia-
gramme canonique

(3.3.11.1)
f!IR'HomD;Q (D;@ ®0x4 &, F) = fl(]RHomox,Q(E, Ox0) ®0x, F)
~ %
RHomy:  (f(Dkq ®0sq €): fi(F)) *(RHomo, (€, 0x.0)) ®0,, , f4(F)
~ %

RHomD;, Q(D;e',@ Q0 , (), fi(F)) <=~ RHomo., ,(f*(€),0x0) ®0., , 4(F)

est commutatif.

Démonstration. — Pour construire trois des fleches verticales de 3.3.11.1, on
a utilisé respectivement 3.3.10.2, 3.3.10.1 et 3.2.6.1. Le diagramme 3.3.11.1 est
le composé des deux diagrammes suivants :

(3.3.11.2)
f'RHompy (D g ®0y, €, F) = FRHomo, (€, F)
~
R’HomD;e/'Q (f!(D;Q R0 E)s fé(}-)) ~
~

RHompy  (Dk g ®0y., /7€) fi(F) <~ RHomo,, ,(f*(€), f4(F)),
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(3.3.11.3)
f!RHomOx,Q ((‘:, -7:) = f!(RHomOx,Q(g’ O%,@) ®0ox .0 f)
~
~ f*(RHomoy (€, 0%,0)) ®0y, , fa(F)
~

RHomo,, ,(f*(€), fi(F)) =—— RHomo,, ,(f*(£),0x0) @0, , fa(F),

dont la commutativité se vérifie, aprés avoir résolu injectivement F, par un
calcul. O

PROPOSITION 3.3.12. — Le diagramme canonique suivant

FDr(0x(1T)g) —— D f(O2(1T)g) —— D (O (1T")g)
~y ~Y
fr(0x(1T)q) ~ Ox (1T")q

est commutatif.

Démonstration. — Par [4, 4.3.12], il suffit de prouver la proposition lorsque T
est vide. On notera D;@ = D;,Q ®0y Wr' et (D;@)t = (D%Q ®0x W -
Notons 7% le faisceau tangent de X et 'D;Q ®o A*Tx le complexe de Spencer

(3.3.12.1) Dl o ®ox ATz — --- = Dk ¢ ®0, Tx — Dk 4

(voir [5, 4.3.1]). L’application canonique D;Q — Oz, envoyant un opérateur
P sur P -1 induit un quasi-isomorphisme D;Q ®o, N*Tx — Oz . L’isomor-
phisme canonique f*Qx —— Qx induit par dualité le suivant T3 — f*7Tx%.
Avec 3.3.10.1, on en déduit, pour tout entier 7, le composé : f!(D;,Q ®0x
A Tx) — D;/’Q Q0 [*(NTx) «— ’D;,’@ ®0,, N Tx/. On construit ainsi le
diagramme suivant :

(3.3.12.2)
['(Dk g ®0x NTx) — -+ — /(D 4 ®o, Tz) I'Dkg f'Oxg
~ ~ ~ -
D;/,Q ®O%’ /\del —_— e > D;,’Q ®O3€’ Txl D;',Q O%’,Qa

dont les complexes horizontaux sont exacts (f' est exact). On vérifie de
plus que 3.3.12.2 est commutatif. On obtient en particulier un isomorphisme
f’(D;yQ Ro, NTx) — D;E,@ ®o,, N*Txs. 1l en dérive aussi par dualité la
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commutativité du carré du bas de :

(3.3.12.3)

! B ! t 7. Bt
f RHomD;@((’)gQ,D%’Q) —~ f HomD;@(Dx,Q ®ox N*7Tx,Dx o)
~VE ~€
RHomp @(f’(?x’(@, Dhig) — Homoy: Q(f!(p;@ ®0, N*Tx), Dl )
h~ h~
~NT t . i
RHomD;,YQ(Of’@’Dx',Q) — HompzﬂQ (Dx',Q R0, A Txl,Dx,@).

On établit par fonctorialité la commutativité du carré du haut de 3.3.12.3. D’ou
celle de 3.3.12.3.

Le diagramme
(3.3.12.4)

' Hom,y; ,@(D;’@ ®0x o N*Tx.0: Dl o) ———— f(Homo, (AT 0, Ox.0) oy o D o)
~|8 ~|s
fHom YQ(DLYQ B0y o A*Te.0: (Dl o)) ——— f(Homo o (\*Tx 0, Ox.0) Bor (Dl o)1)
~ B W
Homb;,yg(p;'@ B0y o [T (N Tx,0); £3((D% )e)) —= Homo,, (f*"(A*Tz,0), Oz 0) Q04 F(DY o)
~ -~ %

HomD;/ Q('D;,@ ®(’)3€,YQ ATy g5 (D;’,@)t) —_ ’}-[Omowﬂ(/\sz'x/7 Oz 0) ®03€’,Q (5T

o)t
~p ~|s
i D ol ~
'HomD;/TQ(Dx,’@ 04 o N Tx’y@’Dx’,Q) _— Homox/@(/\OTx/,C)x:y@) ®04 4 D;,{@

est commutatif. En effet, pour le carré du haut et les deux du bas, cela se vérifie
par fonctorialité tandis que le dernier résulte de 3.3.11.1.

Les deux carrés du haut et celui du bas du diagramme

(3.3.12.5)
F'(Homo, o (A*Tx 0, 0x,0) ®0s o Dk o) — = F'(% g ®0x.0 Dk o)
~\|B ~\B
f!(Homoxy@(/\'Tx,Q, Ox,0) ®0% ¢ (D;,Q)t) f!(Q.%,Q ®0x 4 (D;re,@)t)

~y ~

F*Homoy o(A*Tx,0, 0x,0) ®0y, , FA((D o)) —— F*(Q% o) ®oy, , FA((Dk o))
~y ~{

Homo,, ,(A*Tar,9, Ox,0) ®0y o FA(DE o)) —=— Q% g B0 o A(Dh o))
~y ~

'Homox,’@ (/\'Txl,Q, Ozx0) B0y 4 'DTx/7@

i
2,0 80210 P
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dont les fleches verticales du bas sont induits par f('i((’ﬁg€ )t) - (5;, o)t %

f(!i((,ﬁ;(@)t), sont commutatifs par fonctorialité. Le dernier I'est par définition.

Par un calcul local, on établit la commutativité du diagramme ci-apreés :

(3.3.12.6)

F(wx,0®04 0 Dk g ®0x0 wrg) f'(wz,0 ®0x o Wr o)
~ \Lg ~ ¢
Flwx ®0x o (D g ®0x o wEig)t) F(Dk o) F(0x0)
~}
Frwzg®oy o F1((Dk g ®ox o wrig)) ~ ~
~}
w0 8041 ¢ (D g ®0 o Wik — =Dk g Ox'0
~\8 ~)
wx',0 B0z o DEE’,Q B0, Wxig w0 B0y, Wi

ot la fleche horizontale du haut (resp. du bas) est induite par 1’action & droite
de D‘;&Q sur wx,q (resp. de ’D;,@ sur wx/ ) tandis que celles du carré de
droite découlent de I’action a gauche de D;’Q sur Ox, g ou de celle de D;,’Q
sur Oz’ g. On dispose d’un morphisme canonique entre les fléches de droite de
3.3.12.5 décalées de [dx] et celle de gauche de 3.3.12.6. Via ce morphisme, en
composant 3.3.12.3, 3.3.12.4, 3.3.12.5 décalés de [dx] avec 3.3.12.6, on obtient

le diagramme commutatif de 3.3.12. O
COROLLAIRE 3.3.13. — Avwec les notations 3.5.8, on suppose ici que f est une
immersion ouverte. Le diagramme

(3.3.13.1)

5. f*(EY) — f1(€Y) == f5 D5(0x(1T)g) ®or (i), £¥) —=— foDh(€)
NJ/ NWL NM
sp,(F*E)Y —= f1(€)Y <= DL (0x ('T")0) ®o,, (1), fr (€)¥ —= Dl (11 (€)),

ot p et & ont été défini respectivement dans 3.5.8 et 3.2.7, est commutatif.
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Démonstration. — La commutativité du carré de gauche est tautologique (voir
3.3.8). Il résulte par fonctorialité de 3.3.12 que le rectangle du milieu du dia-
gramme :

(3.3.13.2)
Fr(0x(1T)g ®o (11, £Y) =~ Fr (DR (0x(1T)q) @0 (i1), £Y)
~ ~
+ t + +
1 (02(1T)g) ®o,, (i1, Fr (EY) =< FDE(0x(1T)g) ®o,, (17, f4 (EY)
~}Exld
~ D £ (0x(1T)q) ®o, (117)q o (€Y)
~
Ox/(1T")g Qo (117), Fr (€Y) == Dh(0x (1T")g) ®o., (11, fir (EY)
~m ~m

O (1T")q @0, (171), f1 (€)Y == D(Ox (1T")q) @0, (1), [ (€)"

est commutatif. Comme les carrés supérieur et inférieur le sont par fonctorialité,
3.3.13.2 est commutatif. En composant 3.3.13.2 et 3.3.9.1, on obtient 3.3.13.1.
O

REMARQUES 3.3.14. — Avec les notations 3.3.8, on se note g : X"/ — X’ une
seconde immersion ouverte et 7" := g5 *(T”). On bénéficie par fonctorialité du
diagramme commutatif :

(3.3.14.1)
sp.(fog) EY —=>sp,g" f'EY —=sp,g"(f"'E)’ —=sp,(g"f"E)’ —=>sp.((fog)'E)"
~y ~y ~y ~y ~y

(£ 09)rDrsp,E —= g7 frDrsp. E —= gy Dr+ frsp, B —= Dy frsp, B —= Do (f o g)rsp, E.
De plus, par transitivité des isomorphismes de commutation des duaux aux
images inverses (extraordinaires) le composé du haut est I’isomorphisme cano-
nique sp, (fog)*EY — sp,((fog)*E)" et celui du bas est (fog),,Drsp, E —
Dy (f 0 g)lpsp, E.

4. Commutation de sp, aux opérations cohomologiques

4.1. Commutation aux foncteurs restrictions et images inverses extraordinaires. —
Nous reprenons les notations de 2.5.1. La proposition qui suit est immédiate.

PROPOSITION 4.1.1. — Soient E un isocristal sur'Y surconvergent le long de
Tx, P un ouwvert de P, X' := X NP et T' := TN P'. Il existe alors un
isomorphisme canonique : spx..p 4 (E)|lpr — spxi ,pr i (Elixi(,,) fone-
toriel en E.
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En particulier, en notant E lisocristal convergeant sur Y associé 4 E,
SpX<—>P,T+(E)|ﬂ - SpY*—»LH—(E)'

PROPOSITION 4.1.2. — Soient T' C T un second diviseur de X et E un iso-
cristal sur X \ T' surconvergent le long de T'. On dispose de l’isomorphisme :

("T)spx.p. 1+ (E) = spx.p 11 (iTE) fonctoriel en E.

La preuve étant identique dans le cas général et afin de ne pas alourdir les
notations, supposons 77 = &. Avec les arguments du début 2.5.1, on peut aussi
supposer X intégre. La proposition résulte des trois lemmes qui suivent.

LEMME 4.1.3. — Si (Ea)aca, (Map)a,pen) € Isoc' (X, X, (Pa)acar/K) se re-
colle en E € Isoc! (X, X/K), alors ((j1 Ea)aca, (13)a3en) se recolle en jTE,
ot 77;5 est l'unique isomorphisme rendant commutatif le diagramme :

P (L Ea) —= 55 P50 (Ea)
n:xﬁ A jlﬁnaﬁ /’\ ~

Por (GhEp) —— il spoe (Eg),
dont les isomorphismes horizontaur sont ceuxr de la commutation & l'image
inverse des foncteurs de la forme j'.

Démonstration. — 1) Dans un premier temps, vérifions que la famille d’isomor-
phismes 7/, 5 définit bien une donnée de recollement.
Soit le diagramme

. o, Bye;t  af G aByx af
Pion i 3L (Ea) > P ilapik (Ba) ————————>=jlg,piag ¥ (Ba)
— | |
t
afyx -t 4 afy Tagy(© & aByx
p Ja(Eq) . e JagyP1k (Ea) JapyPrax (lap)
He e Pl (n;ﬂ)‘ vt j;ﬁ(naﬁ)‘ o !
o B8 Bx 1 Bry* ; B o Byx, af
s’ PTQQ*P&*J,@(EH) 913‘112}z*leiﬁi’gjx (Es) i ey —>Jaﬁ7p(1121z Pax (Es)
P Japy2 /(7)
Byx -1 ; 8 Japy\€
p;KW*J/_a(Eﬂ) Jlﬁwpng*(Eﬂ)- o

Les carrés du fond, de droite et de gauche sont commutatifs par définition ou
par fonctorialité. De plus, grace a 2.3.1.2 et a la transitivité de 'isomorphisme
de commutation des foncteurs de la forme j' aux images inverses, il en est de
méme des diagrammes du haut et du bas. Toutes les fléches étant des isomor-
phismes, le diagramme de devant est donc commutatif. En écrivant les deux
autres diagrammes analogues a ce dernier, on vérifie la condition de cocycle.

ii) Par hypothése, il existe, pour tout a € A, un isomorphisme ¢, : E, —
uh i (Eljx,[p, )s ceux-ci étant compatibles aux données de recollement respec-
tives. Notons 7,4, la donnée de recollement canonique de (u}, g (Elx, (5, ))acAs
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et 7,5 celle que l'on déduit pour la famille (bl (Elix.[p, ))aca- Dans le
diagramme suivant

il aPie (ta)

Jaﬁpix;g*(E ) jlﬁp?fﬂ(*(UZK(Eth[pa )

aﬁ* / /r pfﬁ*jl(ba) aﬁ* / L
ik ( TEC!) (-7 aK(EhX [pa)) Japap
t
AN i
’ Tﬂ Z,@* ﬁpﬂﬁ( (t8) 4 afx o«
Nop JapP2k (Es ) T JapgPak (uﬂK(EhXﬁ[’PB))
/ pgﬁ*J;i(Lﬁ) /

afx* af*/ 1«
pui (J,@Eﬂ) Dok (J;uﬂK(Eth[pﬁ))’

les carrés du fond, de droite et de gauche sont commutatifs par hypothése
ou définition, tandis que ceux du haut et du bas le sont par fonctorialité. Il
en résulte que celui de devant l’est aussi. On obtient ainsi un isomorphisme

((GLEa)aca, (Moplaper) = ((luik (Elixaip,))aen, (Mag)asen):

iii) Il suffit alors de prouver que lisomorphisme canonique
uzK(jTEth[%) = jlut g (Blix. e ) est compatible aux données de re-
collement respectives. Pour cela, il s aglt d’établir la commutativité du carré
de gauche du rectangle du fond du diagramme
(4.1.3.1)

afix . afx .t 4 afx
Dk “ZKJTEth po ~PiK Ja“ZKEth[pa n JagP1K u;KE‘]Xu[Pa

sl | s

* . .t b~
sk I ElXslp, JapUaskElXaglp,,  Ihgmos
| - H
afx . afx .t T
Pak “EKJTE‘]X;%[% = Pox JgUak Elxslp, H aHp2K ﬁKEhXﬁ
—

it it B .
afK: ]Xaﬁ[Paﬁ ]aﬂ afK ]Xaﬁ[?‘aﬂ

Le carré de droite du fond, les carrés de droite, de gauche et de devant sont
commutatifs par définition. En outre, via 2.3.1.2 et par transitivité de I'isomor-
phisme de commutation des foncteurs de la forme jt aux images inverses, il en
est de méme des rectangles du haut et du bas. Comme les fléches de 4.1.3.1

sont des isomorphismes, il en découle la commutativité du carré de gauche du
fond. O

LEMME 4.1.4. — Avec les notations 2.5.2 et de 2.5.4, soient ((Ex)ach,
(0ag)a,per) € Coh(X, (Pa)aca) et € € Coh(X, P). Si Recol((Eq)aca,
(0ap)aper) — E (voir les notations de la preuwve de 2.5./), alors

~

Recol(FT N Xo)Ea)aen, (%B)aﬁ@\) = (17)(€), ou G’ﬁ est lunique
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isomorphisme rendant commutatif le diagramme :

pPT N X0)(En)) —== (T N Xap) 0 037 (Ea)
6/ A (TTnXaﬁ)(eaﬂ)/T\N
“WNTOXMGM) (TN Xap) 0 95" (E5),

ot les isomorphismes horizontauz résultent de [9, 2.2.18.1].

Démonstration. — Analogue & 4.1.3 en remplacant 1'utilisation de la commu-
tativité du carré de gauche de 2.3.1.2 par celle de 2.1.11. O

LEMME 4.1.5. — Soit ((Ea)ach, (naﬁ)a,BeA) S ISOCT(X, X, (Pa)aeca/K). On
note, via /.1.5 puis 2.5.9.1,n, 5 (resp. 0, 3) les isomorphismes canoniques de re-
collement de (51 Eq)aen (resp. (sp,jlEa)acn ), tandis que ceux de (sp,Ea)aca
(resp. (I1T N X,)sp,Ea)aca) seront notés 0,5 (resp. 00s)-

On a l’isomorphisme

((sp.5d Ea)aen, (Bag)aser) = (TN Xa)(sPEa))acts (Fnp)a,sen)-

Démonstration. — 11 s’agit de vérifier la commutativité du carré de droite du
diagramme suivant :
(4.1.5.1)
(fTn Xaﬁ)sp*p'fﬁ!Ea —(ITn Xaﬁ)p‘fﬁ!sp*Ea —_— O“m(JfT N X,)sp,Eq
7 T 7
P.ioghik (Fa) .1 Jb (Ea) p"sp.df(Ea) s
(ITNXap)(5PsNas) ‘ (fTﬂXuﬁﬂgaﬁ)‘
.ilgnas | (1TN Xaza)sp*p??@pgng (1T Xap)p3” !sp*Eﬂ,grjﬁ —ps? (1T 1 Xg)sp, Eg
— 7
Sp*jlgpg}ﬂ{!(Eﬂ) - Sp*pQKjﬂ(Eﬂ) —>P2 SP ]g(Eﬂ)

Le carré de gauche est commutatif par fonctorialité. Ceux de devant et de
derriére le sont par définition. De plus, grace & 2.4.1 (les foncteurs de la forme
4t et (TT) sont respectivement des cas particuliers d’images inverses et d’images
inverses extraordinaires), les rectangles du haut et du bas sont commutatifs.

Le carré de droite de 4.1.5.1 ’est donc aussi. [
PROPOSITION 4.1.6. — Soit le diagramme commutatif
(4.1.6.1) y e x Lo pr P!

oy e, e

Y X——P P,

ot P et P’ sont des V-schémas formels lisses, j et j' sont des immersions
ouvertes de k-schémas lisses, i et i’ sont des immersions fermées.
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Le foncteur image inverse g* : ISOCT(Y, X/K) — ISOCT(Y/, X'/K), défini
dans [3, 2.3.2.(iv)], est canoniquement isomorphisme au foncteur fi; de 2.5.1.

Démonstration. — Dans un premier temps, supposons que X' = X, Y’ =Y
et que fy soit une immersion fermée. Notons ds) : P’ — P’ x P le graphe
de fo, p1 : P’ Xxs P — P’ et py : P’ xg P — P les projections cano-
niques. Soient E un jT(’)] X[p-module & connexion intégrable et surconver-
gente et F' le jTO] X[p-module & connexion intégrable et surconvergente
correspondant (voir [3, 2.3.2(i)]). Il s’agit de prouver lisomorphisme
E' = fi(E). Or, par construction, p}x(E') — pix(E). Il en dérive
b kP (E') — 0%, kD3 (E), ce qui se réécrit B — fi(E).

De plus, le cas ou le morphisme f; se reléve en un morphisme f : P/ — P
est immédiat. Celui ou X’ = X et fy est une immersion est donc aussi résolu.

Passons a présent au cas général. Le morphisme f; est le composé de 1'im-
mersion fermée &y, suivi de la projection P’ x P — P dont P’ xs P — P
constitue un relévement. Les cas déja traités nous permettent de conclure. [

Avant de prouver la proposition suivante, nous aurons besoin de la remarque
ci-apres.

REMARQUES 4.1.7. — Le foncteur Loc construit dans la preuve de 2.5.4,
s’étend, avec ses notations, en un foncteur de la catégorie Dcoh( »(T)q)
dans celle des familles ((€a)acn, (0ag)a,penr), OU Eq € DCOh(DJr (TN X,)o)
et Oog : pY?(Es) = p$P'(E,) sont des isomorphismes DJr (TT N Xog)o-
linéaires vérifiant la condition de cocycle 8227 = 097 0 6577, o 0‘1125 Y0557 et

0597 sont définis par les diagrammes commutatifs analogues a 2.5.2.1.

Si€e Dcoh(D;r,(TT)@), le morphisme canonique Loc(RE}S) — Loc(€) est
un isomorphisme.

PROPOSITION 4.1.8. — On garde les notations et hypothéses de /.1.6 et on
suppose qu’il existe un diviseur T de P tel que T' := f3 *(T) (resp. TN X
et T N X') soit un diviseur de P’ (resp. X et X') et tel que Y = X \ T et
Y'=X'\T.

Pour tout isocristal E sur'Y surconvergent le long de T'N X, on dispose de
lisomorphisme :

SPx/—pr T/ +f6kK(E) - RE}/ f(!) SPx P, T+(E)[_dX’/X]

fonctoriel en E.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



532 D. CARO

Démonstration. — Comme X et X’ sont sommes directes de leurs composantes
irréductibles, on se raméne au cas o X et X’ sont intégres. Traitons & présent
le cas ou P et P’ sont affines. Comme fj se reléve et, pour tout relévement 4’ :
X’ — P’ de 'immersion fermée X’ — P’  grace & I'isomorphisme REE(, —
i’, o i"*, ce cas est validé.

Puisque cela est local en P et P’, il résulte du premier cas que
RE&, fospxp 1 (BE)[—dx//x] est un ’D};,(TT’)Q—module cohérent & sup-
port dans X’. Via 2.5.4, il suffit alors de prouver que l’isomorphisme
Loc(spxrepr, 1 4 J3xc(E)) = Loe(RLY, fyspxe.p 14 (E)[~dx/x]) (no-
tations de 2.5.4).

A cette fin, choisissons une application surjective p : A’ — A, deux recouvre-
ments ouverts affines (Py)aeca de P et (P, )aren de P’ tels que fo se factorise
par P/, — Pyany- On note alors X, := X N Py, Xog := X NPy N Pg, jo :
Po C P, et de méme en rajoutant des primes. De plus, choisissons des reléve-
ments for : Phr — Ppary, fa : Xa = Pay Gy Xl = Phyet gor 2 Xl — Xpar
des relévements des factorisations induites par fy, ¢, ¢’ et g.

Grace a 4.1.7, EOC(RE}/ fospxep r(E)) — Loc(fispx.p 4 (E))
est un isomorphisme. Il suffit ainsi d’établir Loc(spy:c,p 14 fox (E)) AN
Loc(fyspxep 11 (BE)[—dx//x])-

L’objet Loc(spx:,pr 1 1+ fox (E)) correspond & la  famille
(Sp*ig,Kf;,K(Eth(a,)[Pp(a/)))azeAI, dont les isomorphismes de recollement
sont induits par ceux de la forme e (voir 2.3.1.1) et Loc(f} sPxp, 1+(F))
est isomorphe & la famille (/5. fi sPx.p 74 (E)[—dx//x])aren dont les
isomorphismes de recollement sont induits par ceux de la forme 7.

Comume 7yl fo = it fordpiary = Iartnaryip(arys LO(fo5Pxp, 14 (E))

correspond & la famille (g!a,ii)(a,)j’!,(a,)st,_,RT+(E)[—dX,/X])a/eA/ dont
les isomorphismes de recollement sont induits par ceux de la forme 7.
Puisque Locospx_,p 7, (E) — sp,Loc(E) puis grace & 2.4.6, on obtient
Y ’ ~ % ~

ga’lp(a’).]p(a’) SpX‘—>'P,T+(E))[_dX’/X] - ga’sp*lp(a’)K(Eth(a/)[pp(a,))[_dX//X] -
sp*g;,Ki:(a,)K(Eth(a,)[7, ( /)), ceux-ci étant compatibles aux données de re-

e
collement respectives. On conclut ensuite via ’isomorphisme canonique € :

- % ~ - /% *
Zp(a’)K Za’Kfoc’K' O

COROLLAIRE 4.1.9. — (i) Pour tout isocristal E sur'Y surconvergent le long
de Tx, on dispose d’un isomorphisme spx._.p 1 (F*E) — F*spx.,p r,(E)
fonctoriel en E. On notera F-Coh(X, P, T), la catégorie des F-D;(TT)@-
modules cohérents a support dans X .
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(ii) Le foncteur spx..p 4 : F-Isoc! (Y, X/K) — F-Coh(X, P, T) est
pleinement fidéle et son image essentielle est constituée par les F—D;@(TT)Q—
modules cohérents € a support dans X satisfaisant la condition suivante :

(*) pour tout ouvert P’ de P tel que limmersion fermée X N P’ — P’ se

reléve en un morphisme v : X' — P’ de V-schémas formels lisses, le faisceau
’U!(gl'p/) est O}j/’Q(TT N X’)—cohérent.

Démonstration. — L’isomorphisme spx..,p 7. (F*E) = F*spx ,p r4(E)
résulte de 4.1.6 et de 4.1.8. En effet, pour tout D;,(TT)@—module cohérent
£ a support dans X, le faisceau F*(€) est aussi & support dans X et donc
REE(F*(EJ) — F*(€). Le foncteur spx..p 7, induit donc le suivant F-
Isoc! (Y, X/K) — F-Coh(X, P, T). La fidélité de celui-ci résulte du cas sans
structure de Frobenius (2.5.10). Pour la pleine fidélité, soient E et E’ deux ob-
jets de F-Isoc' (Y, X/K) et g un morphisme sPx—p, 17+ (E) = spxe,p 74 (E)
commutant & Frobenius. D’aprés 2.5.10, il existe un morphisme f : E — E’
dans Isoc' (Y, X/K) tel que sPx—p,r+(f) = g. Puisque le foncteur spx.,p 1
(sans structure de Frobenius) est fidéle, le morphisme f commute & Frobenius.
On a donc vérifié la pleine fidélité. Enfin, la description de I'image essentielle
découle de celle de 2.5.10 ainsi que de la pleine fidélité de spx..p 14 (sans

structure de Frobenius). O
REMARQUES 4.1.10. — Les isomorphismes 4.1.8 et 4.1.2 sont compatibles &
Frobenius.

4.2. Isomorphisme de commutation des foncteurs duaux aux images inverses extra-
ordinaires par une immersion. — Cette section est dédiée a 1’établissement du
résultat suivant : soient f : X’ < X une immersion de V-schémas formels
lisses, T un diviseur de X tel que T’ := f~1(T) soit un diviseur de X',
£ e DEOh(gD;(TT)Q) a support dans I’adhérence schématique X’ de X’ dans
X. On construit, via 4.2.5.1, un isomorphisme canonique 8 7 ¢ : frD7r(E) —
Dy £ (€). Celui-ci est en outre transitif pour la composition d’immersions (voir
4.2.8).

4.2.1. — Soient g : X' < X une immersion fermée de V-schémas formels lisses,
T un diviseur de X tel que 77 := T'N X’ soit un diviseur de X’. Pour tout
£ e D'CDOh(gD;,Q(TT)) a support dans X', on définit 'isomorphisme 0, 1¢ :
g oDr(E) = Dy o gh(€) via le diagramme commutatif suivant :

97 Xe 9

(4.2.1.1) g%pID)TgT,Jrg%p(S) IR 9519T,+DT'£_7£.P(5)
grDradj, 7.6}~ ~hadig rp gl )
gDr(€) 7 = Drgh(e).
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On pourra le noter plus simplement 6, 7 ou 64 ¢ voire 6.

4.2.2. — Avec les notations de 4.2.1, on aurait pu définir d’une seconde fa-
¢on, via le diagramme commutatif 4.2.2.2, I'isomorphisme 8, 7 ¢ : pour vérifier
la commutativité de 4.2.2.2, on remarque d’abord que les contours des deux
diagrammes ci-dessous :

' adj, ‘ ' adj, '
(4.22.1)  g74+97D7(E) — 97+ 97 D197+ 97(E) —=— D19gr+97(E)

~\0 ~ ~
‘i/ 9' adj, ' ‘i/Xg ' adj, ‘l/Xf"
97,401 97(E) —= 91,4 9797,+ D17 97.(€) —= 91,4 D1 97(€),

adj, adj,
(4.2.2.2) 97+ 97 D1 (E) — D7 () —— Drygr 1+ 97 (E)
Nvgg N\i/Xg
97,+D1 g (€) g7+ D197 (£),

sont égaux. En effet, les composés des morphismes du haut sont égaux par
fonctorialité (on établit la commutativité du carré correspondant), tandis que
pour ceux du bas, cela découle fonctoriellement d’une propriété standard des
foncteurs adjoints. Or, le carré de gauche de 4.2.2.1 est 'image de 4.2.1.1 par
g7,+- La commutativité de celui de droite étant fonctorielle, il en résulte celle
de 4.2.2.1. Ainsi, 4.2.2.2 est commutatif. Comme g est une immersion fermée,
d’aprés 'analogue p-adique de Berthelot du théoréme de Kashiwara, la com-
mutativité de 4.2.2.2 détermine 6,,.

PROPOSITION 4.2.3. — Soient g, g’ : X' — X deux immersions fermées de
V-schémas formels lisses telles que go = gy, T un diviseur de X tel que T' :=
T N X' soit un diviseur de X'. On dispose du diagramme commutatif :
(4.2.3.1) 97 D7 (€) ?NT; D g7 (€)

Tglg |~ o ~ATel g

GAD7(€) 7= Drigh(£).
g, T,

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant :
(4.2.3.2)
| | g!Tng’!I' | |
oagi 911974 97(E) = 9797+ D1 g7 (E)
' D (E T~ /F Drrala(E jg,T,ID‘T/g! &)~ | Tg"9%" 979" g
grDr(€) — 719} (€) :
9TE ~ Tg',gay’,yTg’,g'
91 Xg! 97
n ! n 9 N /
Ta’\g ;:zD adj gT]D)TgT,+gT(g) = - 9T9T,+DT’9T(5)
T Tﬂ ~|Tg",g ~
(€ - ~ Do ! (€ aﬂﬁ;g”(w
97D7(€) 7 97(E). T

by 1,e
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Il découle de [16, 2.4.4.2] et [16, 2.5.1] (ou [16, 2.6.2]) que les carrés de droite, de
gauche et de derriére sont commutatifs. Comme les deux horizontaux le sont
par définition (4.2.1.1), le dernier carré de 4.2.3.2, celui de devant, est donc
commutatif. O

PROPOSITION 4.2.4. — Soient ¢’ : X" — X' et g : X — X deuz immer-
sions fermées de V-schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que T :=
g (T (resp. T" := g'~Y(T")) soit un diviseur de X' (resp. X" ). Pour tout
£ e Dcoh(g'D;Q(TT)) a support dans X", le diagramme

Dy 97,97 (€) <~ 97 D197 (€) <= 97,97 D (€)

b T
Dri(gog')r(€) ™ (909")rDr(€)
gog’,T
est commutatif.
Démonstration. — Quitte & alourdir les notations, on suppose que le diviseur

T est vide et on n’indiquera pas « (£) ». Considérons le cube ci-dessous :
(4.2.4.1)

!

X
6'0'9:9,Dg"d == g'g'g, Dg, "¢ — =~ ¢"¢'Dg, ¢, g"¢

adj, adj, adj
/N‘/ /Z g ~
Da"d' Xg' 'Dd’ /' ! Nt '//
" "¢, Dg"g’ W}g 9199 i, I gDg+g
o7 7 2 ~
N ~ /" ! ~ N /
Dg"g » 9"Dg 0 9"g'D
g !
~
9"g'go g, Dy"g' Yoes 9"¢'Dgog.g"q
~ ‘N/ ~ AN/
od"goqg . Dgog" @ 0¢"Dgo o
Jeg909iDgog ﬁjggygwg
T N e
Dg o g/! go g'!D

0,00

gog

Le carré du fond de 4.2.4.1 correspond, en omettant les termes ¢' et ¢"*, au
diagramme signifiant la transitivité des isomorphismes de la forme y. Celui-
ci est donc commutatif. Par fonctorialité ou définition (4.2.1.1), on obtient la
commutativité de la face du bas. On vérifie de méme celle de la partie gauche
de la face supérieure de 4.2.4.1. Sa partie droite s’identifie (i.e. les composés
des contours respectifs sont égaux) au contour du diagramme commutatif
adj, adj
9'Dg' —= ¢"g'9sDg' ——= ¢"¢'9+Dg’.g"g’
04 /P'N adi, N¢/ g adj, N{/Xg
QDHQ 'g'Dg. g’ Ly '9'Dg1 g, g"g".
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La face du haut de 4.2.4.1 est donc commutative.

En appliquant g’'¢g'D au carré de gauche de 1.2.11 (en remplagant f et g par
g et ¢'), on obtient le rectangle supérieur de

adj adj,/

(4.2.4.2) q"¢'D - ¢"¢'Dg. g’ L g'g'Dy. g "
U H' 2digoq "o 4~/ "
g"gD ~ g"gDgoglgog”
~ /T\N

adjgoqr ~
gog'D—=gog'Dgogigog' ~———g"g'Dgog,g"y

Le diagramme 4.2.4.2 est donc commutatif. Son contour, i.e., le carré de droite
de 4.2.4.1 P’est donc aussi. De méme, on obtient la commutativité du carré de
gauche de 4.2.4.1.

Comme les fleches de 4.2.4.1 sont des isomorphismes, comme cing des faces
du cube de 4.2.4.1 sont commutatifs, le dernier, i.e., celui de devant, égal &
celui de 4.2.4, est commutatif. O

LEMME 4.2.5. — Soient f : X' — X une immersion de V-schémas formels

lisses, T un diviseur de X tel que T' := f~Y(T) soit un diviseur de X', € €

DEOh(gD;(TT)Q) a support dans l’adhérence schématique X' de X' dans X .
Choisissons Y un ouvert de X tel que f se factorise en une immersion fermée

g : X' —= Y. En notant j : Y C X linclusion, l’isomorphisme composé

(4.2.5.1)

JTD1(E) = grayirD(E) = groyDrayir(€)=Drgrayir(€) = Drfr(€)

ne dépend pas du choiz de la factorisation de f par g et j.

Démonstration. — Pour le vérifier, quitte a alourdir les notations, supposons
le diviseur T vide. Notons Yy louvert de X dont lespace sous-jacent est X \
(X’ \ X'). Comme )Y C ) et que le morphisme induit (par g) ¥’ — ) est
une immersion fermée, on remarque qu’il suffit de prouver cette indépendance
lorsque f est une immersion fermée. Supposons donc f est une immersion
fermée. Considérons le diagramme ci-dessous :

(4.2.5.2)
o] | adjy N adj; . |
JffDE) —=5'D(E) IDfy f(E)
1 1 2 ‘ ‘ | | Ax/f
Jf+Df(E) J fDf(E)
I\L 1 adj, I\L adj, [
9+9'Dj* () —=Dj'(€) : Dg.g'j (€)
5, =3
9+Dg'j'(£) = 9+Dg'i*(E),
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dont les fleches verticales se déduisent des isomorphismes canoniques f' ——
g'j' et j'fy = g,. Il résulte de 4.2.2.2 que les faces horizontales sont commu-
tatives. La commutativité des faces de devant, derriére et de droite se vérifie
par construction de x et adj. Comme toutes les fléches de 4.2.5.2 sont des
isomorphismes, il en résulte celle du carré de gauche. Via I’isomorphisme cano-
nique j'f; — g4 et grace a I’analogue p-adique du théoréme de Kashiwara,
le carré de gauche de 4.2.5.2 dont on a enlevé les termes j'f, et g, est alors
commutatif. Cela se traduit par le fait que le composé 4.2.5.1 est 0. O

NOTATIONS 4.2.6. — Avec les notations de 4.2.5, on désignera par 057 :
frDr(€) = D f1r(€) lisomorphisme 4.2.5.1.

PROPOSITION 4.2.7. — Soient f, f' : X' — X deux immersions de V-schémas
formels lisses telles que fo = fi, T un diviseur de X tel que T := f&l(T) soit
un diviseur de X'. On bénéficie du diagramme commutatif :

(4.2.7.1) FrDr(€) 5=—=Dr f1(€)
T o ~ATyg
D7 (€) 7= Drv f(E).

f, T,

Démonstration. — Notons Yy 'ouvert de X dont ’espace sous-jacent est X \
(X"\ X"), 7 : Yo C X linclusion canonique, g et g’ : X’ — ) les immersions
fermées factorisant respectivement f et f’. Il suffit de prouver que le diagramme
(4.2.7.2)

0
FADr(E) —= Gy irD(E) = gy D1y i (E) —= D gy () — D £ (€)
~TrLf ~{Tgl g Tl g )~ Tglg )~ To e
D1 () = 94y D(E) = FfnyDray i (€) —= Drvghay i (€) —= Do FL(E)

est commutatif. Or, grace a 4.2.3, le deuxiéme carré de droite est commutatif.
La commutativité du deuxiéme carré de gauche est évidente tandis que celle
des deux autres se vérifie par transitivité des isomorphismes de la forme 7. [

PROPOSITION 4.2.8. — Soient f : X' — X et f' : X' — X' deuz immer-
sions de V-schémas formels lisses, T un diviseur de X tel que T' := f~1(T)
(resp. T" = f'~YT") soit un diviseur de X' (resp. X"). Pour tout £ €
DE, (*DL(1T)q) a support dans Uadhérence schématique de X" dans X, le
diagramme suivant est commutatif :

(4.2.8.1)
Ofosr T 1
(f o ) Dr(€) d Dr(f o /) (E)
~y i 00 20 o~
1D (8) —— 2 D 1 (E) —— e D £ £L(E).
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Démonstration. — Par [4, 4.3.12], on se rameéne au cas ot T est vide. On
désigne par ) (resp. V') un ouvert de X (resp. X’) tel que f (resp. f') se
factorise en une immersion fermée g : X’ — Y (resp. ¢’ : X" — Y’). Soit V"
un ouvert de ) tel que g~ 1(”’) = ). Onnote j : Y C X et j/' : YV C X'
les inclusions canoniques. Par abus de notations, on désignera encore par j' :
YV'"cYetg:Y — Y”les morphismes canoniques. Considérons le diagramme :
(4.2.8.2)

0.

F1£D(E) v 7'DF€) ! D (E)
» - o~
g"3"g'i'D(E) — ¢"i"¢'Dj' (€) — ¢"i"Dyg's' (€) — ¢"Dj"¢'s'(€) —==Dg"i"g's"(€)
j~ » Y
9'9'5"5'D(E) — ¢"¢'5"Ds' (€) —— ¢"¢'Dj"5'(€) — ¢"Dyg'j"5'(€) —= Dg"¢'s"5' (€)
i -} -} L <
g0g"i"i'D(E) —=gog"i"Dj'(€) —= g o g"Dj"5'(€) = Dgog"j"5' (€)
“y I~ o j~
gog'joj'D(E) = gog'Djoj"(€) - Dgog"joj"(€)
~} ) I~
fof"D(E) = Df o f"(€),

dont le contour correspond a celui de 4.2.8.1 (on vérifie par transitivité que le
composé de droite de 4.2.8.2 est le morphisme de droite de 4.2.8.1, de méme a
gauche). Il dérive de 4.2.5 que les rectangles du haut et du bas sont commutatifs.
La commutativité du rectangle de la deuxiéme ligne résulte du fait que les
isomorphismes de la forme 6, commute & la restriction & un ouvert. Celle du
rectangle de la troisiéme ligne découle de 4.2.4 tandis que celle du rectangle de
gauche de 'avant derniére ligne est immédiate. Celle des carrés se vérifie par
fonctorialité. Le diagramme 4.2.8.2 est donc commutatif. [

4.3. Commutation au foncteur dual. — Nous reprenons les notations de 2.5.1.

PROPOSITION 4.3.1. — Désignons par E un isocristal sur Y surconvergent le
long de Tx et par EV son dual. On a l’isomorphisme canonique fonctoriel en

E :spxep,r4+(EY) = Drospxc.p 14 (E).

Démonstration. — Comme d’habitude, on peut supposer X intégre. En rem-
plagant les foncteurs de la forme j' ou (17T)) par les foncteurs duaux respectifs,
on procéde de maniére analogue a la preuve de 4.1.2. Par exemple, avec les no-
tations de 2.5.4, grace a 4.2.7 et 4.2.8, on vérifie pour tout £ € Coh(X, P, T)
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la commutativité des diagrammes ci-dessous :

(4.3.1.1)

ul s Drep, , (Elp,,) DrAx,stas(ElPas)
|Prap,sT W

7 ul,Drar, Elp,) — pi Drox, ul(Elp,) — Drox,, o7 (€l ),

(4.3.1.2)

utsDrap,, (Elp,,) DX Uas(ElPas)

\l/DTﬁPaﬁT Vr
1 ! !
pgﬁAU%DTmPa (g|'P3) - pgﬂ.DTﬂXﬁu%(€|'Pﬁ) — DTﬂXagpgﬁ.u/!B(g|P5)a

qui correspondent aux analogues des carrés horizontaux de 4.1.3.1. De plus,
pour valider I'analogue du lemme 4.1.5, on utilise 3.3.13. O

NOTATIONS 4.3.2. — Soient £(*), F(®) ¢ LDQ qc(Dg)(T)) (voir [12, 1.1]. On
note
5(.)‘5% RESRGAEE (5(m)®’xm> 7:( Nmen-

Pour une définition des images directes et inverses extraordmalres a singulari-
tés surconvergentes le long d’un diviseur de ces complexes quasi-cohérents, on
pourra consulter [12, 1.1.7].

De maniére analogue a [6, 4.2.2], on dispose du foncteur

hm : LD}(’? qC(Dg )(T)) — D(D;, (tT)q). Celui-ci induit une équivalence de ca-

tégorie entre Dz’oh(D;;(TT) ) et une sous-catégorie pleine de LDg C(l/?\g,' )(T)),

noté LDY, .,;,(D% (1)) (voir [6, 4.2.4]). Lorsque £®), F(®) € LD} coh(D§§’(T)),
en notant £ := lim&®) et F := hm]-'('), on pose

—

Li (® (®)
8®O7}(TT)Q‘¢ _hmg ®O (T ) f .

4.3.3. — L’isomorphisme d’autodualité de [2, 2.1.1] s’écrit
Dp,r(RLL Op(1T)gld]) — RLLOp(fT)gld] ot d := —dx/p est la co-
dimension de X dans P. On en déduit : ]DRT(]REE(OP(TT)@)[—Qd] —
REE(OP(TT)Q. Cet isomorphisme ne semble pas compatible & Frobe-
nius. En effet, lorsque X = P, on retrouve l'isomorphisme canonique :
Dp r(Op(1T)g) — Op(TT)g. Je n’ai pas de contre-exemple mais la compa-
tibilité & Frobenius de ce dernier isomorphisme me parait inexacte.

Pour tout £ € F-DP | (D;)(TT)@) a support dans X, avec les notations 4.3.2,
on pose

L
(433.1)  Dipr(E) =Dpr ((DprRELOp(IT)o)[-2d)S, 1. E) -
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Or, comme & est aussi & support dans X, on obtient le deuxiéme isomor-
phisme :

L ~ ~
R Op(1T)e®), 17),& — RLK(E) = €.

TT)q
Il en découle I'isomorphisme D% 5 (€) — Dp (). Ce dernier ne devrait
pas étre compatible & Frobenius.

LEMME 4.3.4. — Soient u : X — P une immersion fermée de V-schémas

formels lisses, T un diviseur de P tel que Tx := ugl(T) soit un diviseur de X,
LAQNS F—@Pb7qC(D§;)(T)), F) ¢ F—@Qa,QC(Dg)(Tx))- Avec les notations de
4.83.2, on dispose d’un isomorphisme compatible a Frobenius :

LN —dv, ol FO ~, g@gt F
ur, 4 (up( )= X/P]®Ox(TTx)@ ) — ®OP(TT)@UT,+( )-

Démonstration. — Par les arguments habituels de complétion puis de passage
4 la limite sur le niveau, on se raméne au cas des schémas. Par passage de gauche
a droite, cela correspond a [16, 1.4.1] et [16, 1.4.10.2] (on s’était contenté dans
[16, 1.4] de prouver le cas ou £ = DE}" et F = wx, mais la preuve est identique
pour le cas général). O

PROPOSITION 4.3.5. — Désignons par E un F-isocristal sur'Y surconvergent
le long de Tx et par EV son dual. On dispose de l’isomorphisme canonique
fonctoriel en E et compatible a Frobenius :

SpX@P,T—&-(EV) - D;{,P,T o Spr—»'P,T—i—(E)'

Démonstration. — Comme X et P sont lisses, par additivité, il ne cotite rien
de supposer X et P intégres. Par application de Dp r (on dispose de I'isomor-
phisme de bidualité qui est compatible & Frobenius [31, I1.3.5]) et en échangeant
E et EV, il est équivalent d’obtenir un isomorphisme compatible & Frobenius
de la forme :

(4.3.5.1)

L ~
Dp,r(RCY Op ('T)g)[-2d]®), 17y, Pxp, 7+ (EY) == Dprspxcp 14 (E).
Supposons dans un premier temps que X <— P se reléve en une immersion

fermée u : X — P de V-schémas formels lisses. Via [12, 1.2.14.1], le terme de
gauche de 4.3.5.1 est isomorphe &

L
(4.3.5.2) Dp,r(ur+upOp(IT)o)[-2dI8L, i) ur+sp.(EY).

Or, grace au théoréme de dualité relative compatible & Frobenius (voir [16]),
(4.3.5.3)
Dp,r(ur+urOp('T)o)[-2d] = ur+ Dz ur(Op('T)o)[-2d] = ursDx 1y (Ox('Tx)o)[~d.

TOME 137 — 2009 — N° 4



D-MODULES ARITHMETIQUES 541

Avec 4.3.4, comme upur 4 — id ([6, 5.3.3]), le terme de gauche de 4.3.5.1
devient isomorphe &

(4.3.5.4) ur,+ (D, 7y (02 (1Tx)q) @0y (110 P+ (EY)).
D’un autre coté, le terme de droite de 4.3.5.1 est isomorphe &
(4355) UT,+D$,TXSP*(E)~

Dans le cas général ou X <— P ne se reléve pas, grace a 4.1.9, il en résulte
que les deux termes de 4.3.5.1 sont dans l'image essentielle de spx.,p 7 -

Soit P’ € P\ T un ouvert affine de P tel que X N P’ soit dense dans X.
Grace a [30, 4.1.1] et & [25, 4.2.1] (qui est légérement mieux que [23]), 4.1.1 et
4.1.2, les deux termes de 4.3.5.1 sont isomorphes si et seulement s’ils le sont au
dessus de P’. On se raméne ainsi au cas ou T est vide et X — P se reléve en
une immersion fermée u : X < P de V-schémas formels lisses. Or, d’apres [10],
on dispose d’un isomorphisme compatible & Frobenius :

(4.3.5.6) Dx(0x,0) ®0p o SPL(EY) — Dxsp,(E).
Via la premiére partie de la preuve (4.3.5.4 et 4.3.5.5), en appliquant u, &
4.3.5.6, on obtient & isomorphisme prés 4.3.5.1 (avec T vide). O

REMARQUES 4.3.6. — Si la conjecture [30, 1.2.1.(TC)] était validée, les
preuves de 4.1.2 et de 4.3.1 seraient moins techniques et délicates. En effet, en
remplacant [25, 4.2.1] par [30, 1.2.1.(TC)], de maniére analogue a ce qui a été
fait dans la preuve de 4.3.5, on se raménerait au cas relevable.

Le théoréme qui suit fournit une application importante et prometteuse de
nos constructions. Pour sa preuve, on pourra consulter [8, 2.2].

THEOREME 4.3.7. — Soit E un F-isocristal unité sur'Y surconvergent le long
de Tx. Le faisceau spx.,p 7 (E) est 'DL’Q-cohérent.
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