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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES ET
COHOMOTOPIE D’UN SPECTRE DE THOM

PAR NGUYEN DANG Ho HAI

REsuME. — Dans [8], les auteurs ont construit une résolution injective minimale d’un
module instable dans la catégorie des modules instables modulo 2. A partir de cette
résolution, un résultat de type conjecture de Segal a été obtenu pour un certain spectre
de Thom. Le but de cet article est de refaire ces résultats pour les premiers impairs.
Etant donné un premier impair p, on construit dans ce travail un complexe de Koszul
dans la catégorie des modules instables sur ’algébre de Steenrod modulo p. Une réso-
lution injective d’'un module instable intéressant est obtenue comme cas particulier de
ce complexe de Koszul. Ce module instable est la cohomologie modulo p d’un spectre
de Thom qui apparait (& p-complétion prés) comme 1'un des fibres homotopiques non
contractiles dans la tour de Goodwillie du foncteur identité évaluée en la sphére S3.
Comme application de cette résolution injective, on calcule quelques groupes de coho-
motopie de ce spectre & ’aide du travail de S. Zarati [24] sur les foncteurs dérivés du
foncteur de déstabilisation.

ABSTRACT (A Koszul complex of unstables modules and cohomotopy of a Thom spec-
trum)

We constructed in [8] a minimal injective resolution of an unstable module over
the modulo 2 Steenrod algebra. From this resolution, a Segal conjecture-type result
was obtained for a certain Thom spectrum. In this paper we propose to study similar
problems modulo odd primes. Given p an odd prime, we construct in this work a
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258 N. D. H. HAI

Koszul complex in the category of unstable modules over the mod p Steenrod algebra.
An injective resolution of an interesting unstable module is obtained as a special case
of this Koszul complex. This unstable module is the mod p cohomology of a Thom
spectrum used in the description of the layers of the Goodwillie tower of the identity
functor evaluated on the sphere S3. As an application of the injective resolution, we
compute some cohomotopy groups of the Thom spectrum using work of S. Zarati [24]
on the derived functors of the destabilisation functor.

1. Introduction

Soient p un premier et V,, = (Z/p)™ un p-groupe abélien élémentaire. On note
pn la représentation réelle réguliére réduite de V,,, et pour tout entier naturel
m, on note mp, la somme directe de m copies de p,. On considére ’espace de
Thom BV, du fibré vectoriel associé & mp,, au-dessus de I’espace classifiant
BYV,,. L’action naturelle du groupe linéaire général GL, (F,) sur V,, induit une
action sur l’espace de Thom BV,**~. On pose L(n,m) = e, BV, le facteur
stable de BV,**» déterminé par I'idempotent de Steinberg [23] e,, de ’anneau
Fp[GLn (Fy)].

Les spectres L(n, m) apparaissent dans la théorie de Goodwillie comme suit.
On considére la tour de Goodwillie du foncteur identité de la catégorie des
espaces topologiques pointés :

Py(X) — Fip(X)
P (X) Fi_1(X)
X "L (X)) =—— Q®E(X).

Dans ce diagramme, le foncteur Fj est la fibre homotopique de la transforma-
tion naturelle ji: P, — Pg_1. Il suit de la théorie de Goodwillie [7] que Fj(X)
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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 259

est un espace de lacets infini, i.e. il existe un spectre .Z;(X) tel que Fj(X) soit
le 0-iéme espace de .F#(X) :

Fi(X) = Q©° Z(X).

En particulier, & p-complétion prés, si X est la sphére S™ (m est supposé impair
si p est impair), on a

™ " L(n,m) sik=p",

* sinomn.

Fr(S™) ~ {
(voir [3], [2, Thm. 1.9, Cor. 9.6]).

On note Ly, ., la cohomologie modulo p du spectre L(n,m). On se propose
d’analyser L,, ,, en tant que objet de la catégorie % [22] des modules instables
sur Palgébre de Steenrod modulo p, &,. On sait que Ly, ¢ et L, 1 sont des mo-
dules instables injectifs. Dans [8], on a construit explicitement une résolution
injective minimale de L, » dans la catégorie des modules instables sur 1’algébre
de Steenrod modulo 2. A partir de cette résolution, un résultat de type conjec-
ture de Segal a été obtenu pour les groupes de cohomotopie du spectre L(n, 2)
(2-complété).

Dans cet article, on étend ces résultats 4 tout nombre premier impair. On
profite de cette occasion d’améliorer et de clarifier la construction du complexe
fondamental du cas p = 2. Pour ce faire on introduit un complexe de Koszul
approprié qui permet de généraliser les complexes exacts obtenus et ouvre de
nouvelles perspectives. En particulier, en considérant la limite de ces complexes
on est amené & introduire une algébre de Koszul qui mérite une étude plus
approfondie.

Dans ce qui suit, on fixe p un nombre premier impair. A I'aide de 'isomor-
phisme de Thom, on peut considérer L, ,, comme un sous-module de H*V,, :

Lym=cen- (et H'V,) C H*V,,

¢, € HP"~1V, étant la classe d’Euler de p,. En particulier, on vérifie que
L, := L, est un facteur direct indécomposable du module instable injectif
H*V,, [22], donc L,, est un module instable injectif indécomposable.

Pour énoncer les résultats, on considére le module quotient :

g
Jnom = . , .
n,m Z?z—ll Ltlgz—l ® L2 ® Li@n_l_l 4 L(i@n—l ® Ll,m

On observera que Jy, ,,, est un module fini (voir la section 4.14). En particulier,
Jn,1 est trivial.

Voici le premier résultat de cet article.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



260 N. D. H. HAI

THEOREME 1.1. — Soient n,m deuz entiers positifs avec m impair. Il eziste
une suite exacte de @,-modules instables :

0_>Ln,m_>Ln_’Ln—1®J1,m_>"'_>Ln—k®Jk,m_)"'_)Jn,m_’o-

On verra plus bas que cette suite exacte est de type complexe de Koszul.
Pour m = 1, la suite exacte se réduit & I'identification L, ; = L,, ci-dessus. Afin
d’énoncer le résultat pour le cas m = 3, on rappelle que le module instable de
Brown-Gitler J(i), ¢ € N, est un module fini caractérisé par ’isomorphisme
naturel en M € U :

Homy, (M, J(i)) = M*™.
On rappelle aussi que le produit tensoriel Ly ® J(i), k,i € N, est un module
instable injectif indécomposable [13].

THEOREME 1.2. — On a un isomorphisme de modules instables J,3 =
J(2p™ — 2). En particulier, la suite exacte

Lz Ln =Ly 1®@J2p—2) = = Ly, ®J(2p" —2) = - = J(2p" —2) =0

est une résolution injective minimale de L, 3 dans la catégorie U.

On se sert de cette résolution injective pour étudier les groupes de coho-
motopie du spectre L(n,3) (p-complété). Rappelons que si X est un spectre,
le calcul du groupe de cohomotopie [X,S*] des classes d’homotopie d’appli-
cations de X vers le spectre des suspensions itérées de la sphére S* est ’une
des questions importantes en topologie algébrique. Des cas particuliers ont été
étudié ces derniéres années parmi lesquels on peut citer la conjecture de Segal
[1] concernant le calcul de [$°°BV,,, S*], k > 0.

Pour avoir des informations sur les groupes [L(n,3),S*], on utilise la
suite spectrale d’Adams en cohomologie modulo p dont le terme EJ* 2
ExtE:(Z/p, L,3) est étudié a laide des foncteurs dérivés du foncteur de
déstabilisation [24] et des propriétés de la résolution injective de L,, 3 trouvée
ci-dessus.

Voici un résultat partiel sur les groupes de cohomotopie du spectre L(n, 3)
(p-complété).
THEOREME 1.3. — Supposons k > 2p" 2 +n. Alors

Z/p sik=2p"—2+n,
[L(n,3),S*| =< Z/p sik=2p""'—1+n,

0 sinon.
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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 261

Plan de I’article. — Dans la section 2 on définit les modules instables Ly, ,,, et
on donne une base additive pour chaque module L,, ,,. Dans la section 3 on
démontre le théoréme 1.1 en construisant un complexe de Koszul associé & une
suite de modules instables. Dans la section 4 on donne une présentation pour le
module de Brown-Gitler J(2p™ — 2) et ainsi démontre le théoréme 1.2. Comme
applications de la résolution injective de L, 3, on calcule quelques groupes de
cohomotopie du spectre L(n,3) dans la section 5. Pour le calcul des groupes
d’extension Extg’: (Fp, L, 3), on aura besoin de comprendre ’espace vectoriel
(D(n): L1)q, la division dans la catégorie % par L; de D(n) := Im (H*S,n —>
H*V,,). La section 6 sera consacrée a la détermination de cet espace vectoriel.

Remerciements. — Ce travail fait partie de ma thése de doctorat effectuée a
I’Université Paris 13 sous la direction de Lionel Schwartz. Je tiens & remercier
Lionel Schwartz pour sa générosité, ses conseils, sa patience et ses exigences
qui m’ont toujours accompagné pendant la thése. Je remercie Geoffrey Powell
pour la suggestion de 'utilisation de complexe de Koszul qui a manifestement
ameélioré la construction du complexe dans [8]. Enfin je remercie Said Zarati
d’avoir écrit la thése [24] qui joue un role essentiel dans ’étude des groupes de
cohomotopie du spectre L(n, 3).

2. Les modules instables L,, ,,

Si X est un espace ou un spectre, on note H*X la cohomologie modulo p de
X. La cohomologie modulo p de V,, est donnée par

HV, =2 Ax1,...,2,) QFp[y1,. .-, Ynl,
ol {z1, -+ ,z,} est la base canonique de l'espace dual V,* & H'V,. L’action
de l’algebre de Steenrod &, sur H*V,, est déterminée par les formules
Bxi=vyi, Plyi=vyf, 1<i<n

et la formule de Cartan. Cette action commute & ’action naturelle d gauche
du semi-groupe de n x n-matrices & coefficients dans F,, Mat,, (F,), sur H*V,
déterminée comme suit [18]. Si g = (g,,;) € Mat,(IF,) et f € H*V,,, alors

(g-F)@1,y1, %0, Yn) = 9 21,9 Y1, 9" Tny 9" Yn)

oll g ;=371 i;Ti et g Y; = D iy gi,j¥ pour 1 < j < n.
Soit GLy, := GL,(F,) le groupe linéaire général. L’idempotent de Steinberg
en [23] de Panneau F,[GL,,] est défini par
1 _
— B, X,.
[GL,: U, ™"

€En =
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262 N. D. H. HAI

Ici B, est le sous-groupe de Borel de GL,, des matrices triangulaires supé-
rieures, U, le sous-groupe de Sylow des matrices triangulaires supérieures
avec 1 sur la diagonale, ¥, le sous-groupe des permutations, B, = > beB,
et X =3 ,cx, sgn(o)o.

Soit mp, la somme directe de m copies de la représentation réelle réguliére
réduite de V,,. On note BV, " ’espace de Thom du fibré vectoriel

EV, xy, RP"~VUm _, By,

ou V,, agit sur R®"=Dm 3 travers de mp, et EV,, est un espace contractile sur
lequel V,, agit librement. Le groupe GL,, agit sur V,,, donc agit stablement sur
BV~ L’idempotent de Steinberg e,, induit ainsi une application de spectres,
notée aussi e,,, de X°°BV, "~ & lui-méme. On a e, o e, =~ e,. A la suite de S.
Mitchell et S. Priddy [17], on considére le facteur stable de BV,*"~ déterminé
par ey, :

en BV, ™" := hocolim (X BV,™Pn £ 311°° BYmen S, 3100 BYmen Sny L),
DEFINITION 2.1. — Le spectre L(n, m) et le module instable L, ,, sont définis
respectivement par L(n,m) := e, BV~ et L,, n, := H*L(n, m).

Il résulte de I’isomorphisme de Thom que
Ln,m = €n * (QZLH*Vn)a

ou ¢, désigne la classe d’Euler de p,. La classe de Chern supérieure, ¢, de la
complexification p< de p,, est donnée par :

T |
0#z€H'(BV,;Z/p)

On vérifie que ¢,, = L2~! ou

Y Yn
yi o uh
L,:=|
n—1 n—1
Yy ok

p=1
Comme ¢2 = ¢, on en déduit que ¢, = L,> (4 signe prés).

On pose M,, :== L, o =¢€,-H*V, et L, :== L, 1 = e, - (e, H*V,). On observe
que M, et L, sont invariants sous ’action du sous-groupe de Borel B,, de GL,,.

PROPOSITION 2.2 (Mitchell-Priddy [17]). — On a une décomposition de mo-
dules instables : M,, 2 L, ® L, _1.
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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 263

Posons X = 2,V = yP~1, ol x et y sont générateurs de H*Z/p = A(z) ®
F,ly]. On a My = L, & F,, et on vérifie que Ly a une base additive formée par
les monomes X €Y pour lesquels € = 0,1 et i > 0.

PROPOSITION 2.3. — On a L, = e, - LY.

Pour montrer cette proposition, on a besoin d’utiliser les relations qui
existent entre les idempotents de Steinberg de différents rangs. Pour
1 <4 < n—1, on désigne par es; l'image de I'idempotent e; € F,[GLo]
dans F,[GL,] par l'inclusion canonique GLy — GL,, en utilisant les i-iéme et
(i 4+ 1)-iéme coordonnées.

Dans le lemme suivant, par abus de notation, e,,_; désigne 'image de 'idem-
potent e,_; € F,[GL,,_1] dans F,[GL,] par l'inclusion canonique GL,_; —
GL,, en utilisant les (n — 1) premiéres coordonnées.

LEMME 2.4 ([9, 10]). — Soit n un entier > 2. On a

1. e, = epez; = ege, pour tout 1 <i<n-—1;
2. e, est un mot de longueur mazimale des idempotents ex1,...,€2.n—1;
3. €n = €n—1€2 n—1€n—1-

On en déduit facilement le

COROLLAIRE 2.5. — On a

1. en =enen_1 = en_16y,
2. e I,_1e, est un idempotent, et
3. Invepln 1 =e€n 1l 16 1.

Démonstration de 2.3. — Comme M,, est un sous-module de H*V,, invariant

sous 'action du groupe de Borel B,,, il est aussi invariant sous ’action du tore

maximal GL;™. On en déduit que M,, C M2", et donc M,, = e,,- M{" puisque
M, =e, M, Ce, MZ" Ce, - H* BV, = M,.

Pour montrer que L, = e, - L‘IX’", on observe d’abord que e, induit un

endomorphisme sur L‘lzm. A cet effet, on se raméne au cas n = 2 en utilisant

le fait que e, est un produit des e ;. Pour le cas n = 2, on a ey - L(lX>2 est un
sous-module de M{g 2 qui s’écrit comme suit :

M @M, =(Li ®Fy) @ (L1 ® L) & (F, ® L1) & (F, ® Fp).

L’image de ey - LY? par la projection sur L; ® F, (resp. F, ® L;) est alors
diag(1,0)es - LY? (resp. diag(0,1)es - LY?). Comme

ca ac
diag(1,0)ez = > ( ( ) - ( ) )
aE]F;,cEIFp 00 00

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



264 N. D. H. HAI

et diag(0,1)es = 0, il est clair que diag(1,0)es et diag(0, 1)es agissent triviale-
ment sur LY2. On en déduit que ey - LY? ¢ LY.

Comme L™ est facteur direct non trivial de M{", le module e,, - L™ est
facteur direct de M,, = e, ~M{®". D’autre part, comme la décomposition M,, =
L,®L,_; correspond a la décomposition e,, = (e, —enln_1€n)+enln_1en [11],
I'image de e, ‘Lﬁg" par la projection canonique M,, - L,,_1 est e, I, 1€, - L?".
Or celui-ci est trivial car e, - L?" est un sous-module de L‘?” et I,_1 agit
trivialement sur ce dernier. Il suit que en~L?" C L,, et donc en~L?” =L, car L,
est indécomposable et en~L?” est non trivial. La proposition est démontrée. [

COROLLAIRE 2.6. — On a L, 2 "L ' @ Ly ® LE"~"71.

Démonstration. — La formule, die essentiellement & Kuhn ([9]), est consé-
quence des identifications L,, = e, - LY", LY ' @ Ly @ L™ "1 = ey, - LE"
et le lemme 2.4. O

On décrit ensuite la structure de L, en tant qu’espace vectoriel gradué.
Rappelons quesi I = (e;,i1,- - - , €, 1,), P! désigne le monome 3¢ P - .. 3¢ Pir
dans l'algebre de Steenrod @,. La suite I est dite admissible si i; > pij11 +
€j+1 pour tout j. La longueur de I, notée £(I), est le plus grand entier ¢ tel
que (€g,i¢) # (0,0), i.e. I est de la forme (e1,41,--- ,€4,10,0,0,---,0,0) avec
(€esie) # (0,0).

Pour la définition des modules M,, et L,,, Mitchell et Priddy [17] ont consi-
déré I'action & droite de I'idempotent e, sur H*V,,. Ceci est équivalent a 1'uti-
lisation de l’action & gauche de I'idempotent €, défini par :

1

En = 7ian7
"= [GL,: U]

c’est le conjugué de e,, dans l’algébre de Hopf IF,,[GL,,]. On a des isomorphismes
de @,-modules instables ([17, Prop. 2.6]) :

en - H'V, 226, H*'V,, &, -H'V, 2rse, . H'V,.

PROPOSITION 2.7 (Mitchell et Priddy [17]). — Le module L,, identifié a &, -
L?", admet pour base la famille des éléments
xl ... l‘n

pl
{ (?len

): I admissible, £(I) = n et PT ¢ @,5}.

Une base alternative de L,, en termes d’invariants modulaires de GL,, est
donnée comme suit. Rappelons d’abord les formules des invariants de Dickson
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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 265

et Mui [18] (voir 6.1) :

Y1 o Yk 1 o Tk
Ly=| . .|y Mgg-1= )
k-1 k-1 k—2 k—2
AR /4 v

Posons w, = Lz_l (c’est l'invariant de Dickson supérieur de GLyg) et ux =

M%’l. Le degré de wy, est alors 2(p* — 1) et celui de uy est 1 — 2pF~1.
PROPOSITION 2.8. — Le module Ly, identifié a e, - L?", a une base formée
par les éléments
i1 —piz+ n— in—1—Pin+ten n, Jin
en - pywyt PR T i wp
qui vérifient
(*) €1, - ,en €{0,1}, i3 >pis—€2, -+, Qp_1>DPin—€n, in>0.

Démonstration. — La série de Poincaré de L,,, d’aprés Mitchell et Priddy [17],
est donnée par

" m 20t

_ 1—2pk—1

k=1 k=1
Il suffit donc de vérifier que la famille des éléments dans la proposition est
libre parce que P(L,,) est également la série de Poincaré de ’espace vectoriel
engendré par ces éléments. On se sert du lemme 2.11 ci-dessous pour montrer
I'indépendance linéaire. O

REMARQUE 2.9. — Dans ce qui suit, L, sera toujours identifié & e, - LY".
Ainsi L,, est un sous-module de H*V,, invariant sous I’action du sous-groupe
de Borel B,, de GL,,.

Onpose X; = 7 et ¥; = yf’_l. On associe a chaque monéme X{'V;" - XnY,in
la suite (dy,---,dn) o0t dj = 2(p — 1)i; — ¢; est le degré de X;/Y;”. On
met un ordre sur les mondmes XY} ... X Yir en utilisant I'ordre anti-

lexicographique sur les suites associées (dy,---,d,). On note que la suite
(d1,- - ,d,) détermine de maniére unique la suite (€1,41, - ,€pn,in)-

NOTATION 2.10. — Soit (1,41, ,€n,in) une suite vérifiant la condition (*).
On pose

€1,81, " ,€n,in __ €1 i1—pizten €n—1, in—1—Pinten €n, i
Wt :nyn_en,ul wl .'./‘Lnflwnfl .'u/nnwn:n,

c’est un élément de H*V,, de degré Y p_; 2(p — 1)ix — €.
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266 N. D. H. HAI

LEMME 2.11. — On a

WL eI = LT et X enyin E e L XEY
deg(X£Y,i)>deg(X" V™)
pour certains fe; € A(x1,...,Zn—1) @Fp[y1...,Yn—1]. Par conséquent,
Wt = XEYT L XY 4+ des mondmes d’ordre supérieur.

Démonstration. — Posons

L _ €1, i1—Dpiztez €n—1 fGn—1—Pinteén
Q-_ Q(mlayh"' 7$n—17y7l—1)_/"’1 Wi T Hp—1 Wi

Notons d’abord que u¢ win est GLj,-invariant et ’on a un développement
pirw = W XY 2 gei " X3V,
deg(X;Y,i)>deg(X " Y,™)
pour certains g.; € A(x1,...,Zn—1)QF,[y1,...,Yn—1]. Il suffit donc de montrer
que
en Q=en1-Q+ > hei XY
deg(XcY:)>0
pour certains ke ; € A(z1,- -+, Tn—1)®Fp[y1, - , Yn—1]. De maniére équivalente,
il suffit de montrer que

I,_ien- Q =€n—1- Q
avec I,,_1 = diag(1™71,0). En effet, comme Q et e,_1 - Q ne font intervenir que

les variables x1,¥y1,...,Zn_1,Yn_1, ils sont invariants sous 'action de I,,_;. Il
suit que
Inven - Q=1In1e,11-Q (car Q = Ipn1- Q)

=ep_1Ip_16n_1-Q (car In_1eplp—1 = en_1lp_1€n-1)
=en—1€n-1-Q (car In_1en—1-Q =en_1-Q)
=en1-Q.

Le lemme est démontré. O

COROLLAIRE 2.12. — Soient n et m deuz entiers positifs avec m impair. Alors

L,,m a une base formée par les éléments

€1, t1—piztez €n—1, fGn—1—Pinten € 7
€n * H1 Wy M1 Whog C Py Wy
qui vérifient €1, €, € {0,1}, 41 > pig — €a,..., Gn_1 > Dip — €, €t iy > mT_l

De plus, on a Ly, = L, N (L?"‘1 ® L1,m)

Démonstration. — On a Ly, = ¢™ 1L, car ¢2 est GL,-invariant. D’autre
part, d’aprés le lemme 2.11, un élément de base w1 ¢n'n c [ est un
élément de Ly, ., si et seulement si 7,, > mT’l Le corollaire suit. O
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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 267

3. Un complexe de Koszul de modules instables

Dans cette section on démontre le théoréme 1.1 en introduisant un complexe
de Koszul approprié.

3.1. Complexe de Koszul associé a une suite d’espaces vectoriels. — Soit M un
F,-espace vectoriel gradué et {M;};cz une suite de sous-espaces de M. Pour
chaque s, considérons le module quotient

N M

i<s—1

(N Myn(y M)

i<s—1 s+l
Notons d(M)s: K(M)s — K(M)s—1 le morphisme naturel
n M N M

i<s—1 i<s—2
—

(N M)n( > M) (N M)n(>X M)

i<s—1 i>s+1 1<s—2 1>

K(M)s

11 est clair que le morphisme composé d(M)s o d(M)s41 :

N M; N M; N M;
i<s i<s—1 i<s—2
(iQs M) n (i>zs;rz M:) (i<071 M) n (i>zs;rl Mi) (¢<sz M) N (g:s M:)

est trivial pour tout s. On obtient ainsi un complexe dit complere de Koszul
associé a la suite {M;};cz de sous-espaces de M :

d(M)s+1 d(M)s
—_— —_

(K(M).) o K(M)as K(M), K(M)oy — -

ProposITION 3.1 (Cf. [20, Prop. 7.2, p. 16]). — Le compleze K (M), est
exact si et seulement si, pour tout s, on a

(N M)n QM) =M+ () M)n( Y My).
i<s—1 i>s i<s i<s—1 i>s+1
Démonstration. — On pose A, = (| M; et By = > ;5 , M;. On observe que
i<s -
As C As_q1, B, C Bs_1 et A; C B pour tout s. Par définition, on a K (M), =
As—1/As—1NBsy1. Le noyau de d(M)s: As—1/As—1NBsy1 — Ag_o/As_2N By
est alors donné par
kerd(M)s = (As—l N Bs)/(As—l N Bs+1)-
Comme Im d(M)s11 & K11/ kerds11, on a
Im d(M)S+1 = As/(AS N Bs+1)
= AS/(AS NAs_1 N BS+1) (car A, C Asfl)
= (As + As—1N Bsy1)/(As—1 N Bsy1).
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L’inclusion Im d(M)s41 — ker d(M)s est alors induite par I'inclusion naturelle
(As+ As_1 N Bgst1) C (As—1 N By). On en déduit que le complexe est exact si
et seulement si A;_1 N By = As; + As_1 N Bsy1 pour tout s. La proposition est
démontrée. O]

3.2. Démonstration de I’exactitude du complexe. — Pour démontrer le théoréme
1.1, on considére la suite des sous-modules instables {90;};cz de LY™ définie
par

LY sii <0,
o — L' @Ly@ L1 sil<i<n-—1,
’ L '@ Ly sii=n,
0 sii > n.
Par définition, J, ,, est donné par le quotient :
e
Jom = e — .
M+ -+ M,

Le complexe K (9M). est en fait le complexe
OHLn,m_’Ln _>Ln—1(®t]1,rn_> "’_>Ln—s®<]s,m _>_>Jn,m — 0

du théoréme 1.1 grace a I'identification suivante.

PROPOSITION 3.2. — On a
Li®Jp—sm s10<5s<n,
K@), = Lym sis=n+1,
0 sinon.

Démonstration. — Posons A, = (| My, Bs = > M; et K := K(M);. On a

i<s i>s
K= A; 1/As_1 N Bsy1. On consideére les cas suivants :
1. Sis<0,onaKS=0carAs:Bs:L?" sis <0.
2. Sis=0,onaKo=A_1/(A_1NBy)=LY"/ S0 M = T
3. Si0 < s < n, d’aprés le corollaire 2.6, on a

s—1
A =(\M=L,@LY"*
i=1
et
n—s—1
Bey1 =LY ®( > LY '@Ly@Ly > "'+ L1 @ Ly ).
=1

On en déduit que Ky = As_1/(As—1 N Bs41) E L @ J—s.m.-
4. Sis=n,ona K, = Ap_1/(An—1 N Byy1) = An—1 = L, a laide du
corollaire 2.6.
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5. Si s =n+1, 'égalité L, »,, = (Nizq T; est équivalent a Végalité Ly, ,, =
L,N (L?”f1 ® L1,m) : c’est le corollaire 2.12.
6. Sis>n+1, K, est trivial car A, = B;, = 0si s > n.

La proposition est démontrée. O

La démonstration du théoréme 1.1 est achevée en utilisant la proposition 3.1
et la proposition suivante.

PROPOSITION 3.3. — Pour tout 0 < s <n, on a
s—1 n s s—1 n
=1 i=s =1 =1 i1=s+1

Afin de démontrer cette proposition, on a besoin d’introduire quelques no-
tations.

NOTATION 3.4. — Soit I = (e1,41, - ,€n,in) €t soit S = (s1,--+,sk) avec
s1+--+s,=n.Onnoterg=1,r; =51 +---+5;, 1 <j <k, et on suppose
que la suite (€, ,,ir;_,, " ,€r,,0r;), 1 < j <k, vérifie la condition :
€rj_ 1556 € {Oal}a iT‘j,l >pi7'j,1+1_erj,17"' 7irj71 >pirj_€7'j7 irj > 0.
Avec wEri—1tri—1 ey @ E(-Trj—la o ,l‘rj) ® ]Fp[yrj—u . 7y’l‘j] (voir la nota-
tion 2.10), on pose
k
(«Ué = H werj_lairj_lv'” €rj 1i7‘j .
Jj=1

On appelle wé un S-mondme. On associe & chaque S-mondéme wé la suite
(d1,--- ,dn) o0 d; = 2(p—1)i; —¢; est le degré de X;’Y;?. On met un ordre sur
les S-monodmes en utilisant 'ordre anti-lexicographique sur les suites associées
(dis--+ ydn).

Comme titre d’exemple, explicitons quelques S-mondmes :

I €1,01, " 1€n,t I _ €1v%1 € 7
w(")_w T, w(l")_Xl YI ”'XnnY'an7

I €101, €, €st1y bst1 3 3
Wh ey = Wi et XY T L ey,

s+1
Démonstration de la proposition 5.5. — La démonstration s’appuie essentiel-
lement sur le lemme 2.11. Posons
s—1 n
LHS := ( ﬂ 93"(1) N (Zmz),
i=1 i=s
s s—1 n
RHS = (9 + () 20) N ( Y ).
i=1 i=1 i=s+1
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L’inclusion LHS D RHS est évidente. Montrons I'inclusion LHS c RHS. Soit
f un élément homogéne de LHS. Comme ﬂf;ll M; = L, @ LY" %, f est une
combinaison de (s, 1"~ %)-mondmes w(IS 1n—sy- Un tel mondme est dit s-acceptable
sil<i; <pijp1— €41 pours§j<net1§in§m7_1.
Supposons que w(IS’ln_S) n’est pas s-acceptable. Considérons les cas suivants :
- Sid, > ™1 alors w{s’ln,s) € M, donc w{s,ln,s) € RHS.
— Siéj; > pij41 — €j41 pour s < j < n, d’aprés le lemme 2.11, on a
w(ls’lj_l_m’ln_j_l) = w(Is)ln_S) + des (s,1"°)-mondmes d’ordre supérieur,
et w(Is 1i-1-s 2,1n—j—1) €St un élément de M, donc appartient & RHS.
— Sits > pisy1 — €541, d’apreés le lemme 2.11, on a
w(IsH,ln,S,l) = w(I&ln,s) + des (s,1"%)-monodémes d’ordre supérieur,
I
(s41,1m—s-1) € RHS.

Une itération évidente permet alors d’écrire f sous la forme f = f/ mod RHS,
ot f’ est une somme de monoémes s-acceptables w(ls 1n—s)- Montrons f’ = 0.

et “’(Is+1 1n—s-1y appartient a ﬂle IM;, donc w

Supposons au contraire que f’ # 0. Soit X{'Y," - - XY, le monome d’ordre
minimal qui apparait dans ’expression de f’ comme combinaison linéaire de
monomes distincts. Onal <i; < pijr1—€jprpours <j<netl<i, < mgl.
D’autre part, comme RHS C S>>0 9 et f € S 9, il suit que fle
S 9. 11 existe alors s < j < n tel que le mondme X;'Y{* .-  XgnYin
provient de certain élément de base de 91;. On exclut le cas j = n car i, < m—1

Supposons que s < j < n — 1. Alors Xlefl <+ XY provient de I’élément
de base w(llj_lg,ln_j_l) de M;. Il suit que 3; > pi;j41 — €41 ce qui contradit la
condition 1 <4; < pij41 — €41 ci-dessus. Le résultat suit. O
3.3. Limite projective du complexe. — Considérons la limite projective

Jn,oo = liLn(Jn,l = Jn,3 = Jn,5 A )

La définition des modules J,, ,, implique

Len
Jn.oo = . —.
n,00 Z?:_ll Li@z—l ® L2 ® Ltlgn—z—l
En posant és = 1 — ey, on obient une involution sur la sous-algébre de
F,[GL,(F,)] engendrée par 1 et les idempotents ey 1, ..., €2 ,—1. De maniére

récurrente, on a éz; =1 —eg; et &, = €,_1€2 p—1€,—1 pour n > 2.
On pose Ly = Fp, Li=LietL,=é, - L?"™ pour n > 2. On vérifie, comme
dans le corollaire 2.6, que
n—1
Ln=(L{ '@ Ly Ly L
i=1
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Le résultat suivant provient de [9].
PROPOSITION 3.5. — On a un isomorphisme de modules instables J,, o = L,.

Démonstration. — Soit y,: L(lgm — L, la projection canonique. Comme
énez; = 0, le noyau de v, contient la somme E?z_ll L?i_l ® Ly ® L?"‘i_l.
On vérifie I'inclusion inverse. Soit u € L™ un élément du noyau de 7,. On a
én - u = 0. Comme é, est un produit des é3,;, 1 < i < n — 1, on peut écrire
én =834, -6, avec1 <4; <n—1.0na

L=, - €2, + (1 —€24y)€20, i + -+ (1 — €24, ,)€24, + (1 —é24,)
= €24, €24y, T €2,4,€24, €2y T o0t €24 €2y Tt €24,
Comme €3, -+ €2, -u=0,ona
U= €2, €2, " €2,y " U T -t €24, €0t UT €24, " U,

ce qui entraine que u est un élément de Zf:l €2 -L?”. La proposition suit. [

COROLLAIRE 3.6. — On a une suite exacte de modules instables injectifs ré-
duits :

0_>Ln_>Ln—1®i/1_)Ln—2®f42_>"’_>Ln—k®IA/k_>"'_>Ln_>0~

Dans ce corollaire, le produit tensoriel L,,_; ® f/k, 0 < k < n, est un module
instable injectif car il est le facteur direct de L?" associé a I'idempotent e,,_x ®
k-

A la suite de [21], on appelle algebre de pré-Koszul homogéne une algébre de
la forme Tens(V')/(I) ou V est un Fp-espace vectoriel gradué de type fini et (I)
l’idéal de l’algebre tensorielle Tens(V') engendré par un sous-espace I de V@V.
Une algébre de pré-Koszul homogéne A est une algébre de Koszul homogéne si
l'algébre Ext’ (F,,F,) est engendrée par les éléments de Extly (F,, F,,).

Soit A = Tens(V)/(I), I C V ® V, une algébre de pré-Koszul. On pose
Ko=TF, K1 =VetK,=NV®'1®IlgVe ! pour n > 2. Pour
tout m, linclusion naturelle K,, — K,,_1 ® V définit de maniére évidente un
morphisme d: K, ® A — K,,_1 ® A. On vérifie que d*> = 0 et on obtient ainsi
un complexe de A-modules libres a gauche {K, ® A}, >¢. D’aprés [15, Theorem
1.2], A est une algébre de Koszul homogeéne si et seulement si ce complexe est
une résolution libre pour le module trivial F,,.

A Taide du corollaire 3.6, on obtient le

COROLLAIRE 3.7. — L’algébre @, L, = Tens(L1)/(Ly) est une algébre de
Koszul homogeéne.
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4. Résolution injective minimale de L,, 3

Dans cette section, on démontre le théoréme 1.2. On rappelle que le module
L, a une base formée par les éléments X°Y*? avec e = 0,1 et 4> 1. Ici X = %
et Y = yP~! z et y sont des générateurs de H*Z/p = A(z) ® F,[y].

Rappelons que pour tout & € N, le module instable injectif de Brown-Gitler
J(k) est caractérisé par I'isomorphisme naturel :

Homy, (M, J(k)) = (M*)*, M e %.
On note m;: Ly — J(2p*! — 2p*) le morphisme qui envoie Y?' sur la classe
canonique topi+1_g,i de J(2p"T! — 2p'). On considére le morphisme composé
gn: LY i N J2p" —2p" )@ @ J(2p—2) L J(2p" - 2),

avec u la multiplication de modules de Brown-Gitler. Dans cette section, on
notera M; = L‘?“l QL ® L?"f“l, 1<i<n-1,etM, = L?”fl ® Ly 3.
Pour démontrer le théoréme 1.2, il suffit de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 4.1. — Le morphisme g, est surjectif et induit un isomorphisme
de modules instables :
e
—— = J(2p" - 2).
oo, )
Démonstration. — La section 4.1 montre que le noyau de g,, contient la somme

My + --- + 9M,,. Dans la section 4.3, on trouvera que, en chaque degré, la
dimension du module quotient est inférieure ou égale a celle du module de
Brown-Gitler J(2p™ — 2). Enfin la surjectivité de g, (le point le plus difficile de
I’argument) donnée dans la section 4.2, permet de conclure le théoréme. O

REMARQUE 4.2. — En supposant ce théoréme, le morphisme
fen: Lok ® J(20" —2) = L1 ® J(2p"™! - 2)

n’est rien d’autre que le morphisme pointillé dans le diagramme commutatif
suivant :
oR®id
Ln_r ® J(2p" — 2) :
[
frn | \Lid@‘nk@@id

Y
id
Loopr @ J(2p"! —2) <2 L, oy @ J(2pF1 — 2p%) @ J(2p" — 2).

Ln—k—1® L1 ®J(2p" - 2)

Le diagonal 6: L, — L; ® L,,_; dans ce diagramme est 'inclusion canonique
induite de l’identification L, = e, - L?" et de lidentité e,, = (e; ® en—i)en, €;
(resp. e,—;) agissant sur les ¢ premiers facteurs (resp. les n—1 derniers facteurs)
de LY.
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4.1. Noyaude g,,: L™ — J(2p™ — 2). — Comme la restriction du morphisme
mo: L1 — J(2p — 2) sur L3 = yP 'L est triviale, il est clair que 9M,, =
Li@"_l ® L1,3 est contenu dans le noyau de g,.

D’autre part, on observe que si X¢Y2XJ Y est de degré 2(p—1)(p™ +p™ 1),
alorse=f =0eta+b=p™+p™ 1. Comme Ly = e3-(L;®L1), le module M;,
1 <i<n—1, est également inclu dans le noyau de g,, grace a la proposition
suivante.

PROPOSITION 4.3. — Sia+b=p™ +p™~ ! et a,b > 0, alors l’expression de
m—1

m
es - Y2YY comme somme de mondmes distincts ne contient pas Y{ Y7
On a besoin du lemme suivant :

LEMME 4.4. — Supposons a+b=p™ +p™ 1 a,b> 0 eta,bd {p™,pm 1}
Considérons les développements p-adiques de (p — 1)a et (p — 1)b :

(p—Da=> aip’, (p—1b=> bip', 0<a;b<p-—1
1=0 1=0

Alors a1 = p — 1 si et seulement si by,_1 =p— 1.

Démonstration. — Supposons que a,,_1 = p — 1. On observe d’abord que
m—2
0< Z a;p' < p™ L
i=0

En effet, si ng a;p’ =0, alors (p—1)a = (p—1)p™ 1 +a,p™ ce qui implique
S0it @1 = 0 s0it a1 = p — 1. Comme a # p™ !, on a a,,—1 = p — 1, donc
a=pm™+p™ ! etb=0cequin’est pas possible. L’inégalité Z;’;_OQ a;pt < pm!
est évidente.

On montre maintenant que b,,_1 =p—1. On a
m—2
P=1Db=(@-1)@"+p" " —a)=(p—1—au)p™ - Y ap’.
i=0

On en déduit que (p — 1 — ay)p™ —p™ 1 < (p—1b < (p—1— an)p™. On
obtient donc
—1)b
b, = {(p )
pm
[x] désignant la partie entiére de z. Il suit que

:|:p_2_am7

m—2 m—2
(p=1b=bpp™ = (p—1—am—bu)p™ — Y ap’ =p™ = > aip’.
=0 =0
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Il s’ensuit p™ — p™~! < (p — 1)b — b,,p™ < p™ ce qui entraine que

(p = )b — bup™
De maniére analogue, on montre que si b,,,_1 = p — 1 alors a,,_1 = p— 1. Le
lemme est démontré. O
Démonstration de la proposition /.5. — On a
b _
e YYP = Dyl O +2) P8 = 3T PP gy gp) P
A€F, A€EF,

m m—1
On note c(a, b, m) le coefficient de Y Y dans cette somme. On va montrer
que c(a,b,m) = 0 en considérant les cas suivants :

Casa>p™ etb<p™ . — Ona

c(a, b, m) p-nEm-n( (P-1a >:( (p—1a )
§ /\g 4 <(p - 1)(Pm — b) (p — ]_)pmfl :

Ce coefficient est nul car dans le cas contraire, on a a,,—1 = p— 1, alors d’aprés
le lemme 4.4, b,,_1 = p— 1 et encore (p — 1)b > (p — 1)p™~1, soit b > p™~1 :
absurde!

Casa=p™ etb=p™ L. — Ona

a m _ p—1)(p™ —b) (p_l)a‘ )=< (p_l)pm >=
=2 1 2 X (o 50m) = () =

AeF,  AeF,
Caspm™l<a<pmetp®l<b<p™ — Ona
1™ (p—1)b
¢(a,b,m) = A= a)(
A%F:,, (p—1(" —a)
_Z)\(p n™ b( (p—1a )
et (p—1)(™—-b)

:_< (p—1)b >+< (p—1)a )
(p—1)pm-t (p—1pm-t)

Le lemme 4.4 implique ¢(a,b,m) = 0.

Casa=p™'etb=pm. — Ona

(a.bm) p-DGm—a)( (1) >_ :< (p—1)p™ ) _
b= 2 2 ((p— (p™ —a) 21 (p—1pm! o

A€EF,, A€EF,,
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Casa<p™'letb>p™. — Ona
(e -1 (p—1)b
clab,m) = 3 AC-DG a>< v >:_< |
( ) g%p (p—1)(™ - a) (p—Dpm~t

Comme dans le premier cas, ce coefficient est nul car dans le cas contraire, on
a une contradiction : @ > p™~!. La proposition est démontrée. O]

4.2. Surjectivité de g,,: L™ — J(2p™ — 2). — Considérons la somme directe
J(%)* := @as0J(2d). Il découle de la description de H. Miller ([22]) de la
somme directe de tous les modules de Brown-Gitler que

J)* =2 A& |j>0)@F,[9;|j >0

avec £; € J(2p7)! et §; € J(2p?)?%. L’action de l'algébre de Steenrod est donnée
par

B =195, PYi=95,, §-1=0
et la formule de Cartan. Le bidegré de &; est (I, 2p7) et le bidegré de i, est
(2,2p’). Le module J(2d) est alors le sous-espace vectoriel ayant comme base
les monoémes de second degré 2d. En particulier, on a

PROPOSITION 4.5. — Le module de Brown-Gitler J(2p"—2) a une base formée
par les éléments &G - - &y ) avee 300 (ej+i;)p! = p"—1, €5 € {0,1},
i; > 0.

On considére ensuite la F,-algébre A(Zo, -+ ,Zn-1) @ Fp[fo,- - , In—1] avec
|Z;] = 1 et |§;| = 2, munie de Paction tordue de 1'algébre de Steenrod définie
par

ﬂjj :gj7 Plgl :gffh g—l :gn—l
et la formule de Cartan. Le résultat suivant est un remarquable théoréme de

rigidité concernant la structure de module instable de H*V,.

THEOREME 4.6 ([4]). — Le module instable A(Zo, -+, Zn—1)QFp[T0, "+ » Yn—1]
est isomorphe a H*V,,.
REMARQUE 4.7. — L’isomorphisme de Campbell-Selick

A(.fo, e 7xn71) ® ]Fp[y07 .. 7yn71] = A(:i07 et 7577171) & Fp[g(h tee 7?]7171]
préserve respectivement la partie polynomiale et la partie extérieure.
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Pour tout mondéme m = wgoyé‘] R NGy g;" 1, le poids de m est défini par

n—1

w(m) = Z(ej +i;)p’.

J=0

On note CS,,(k) le sous-espace de A(Zo,- - ,%n—1) @ FplJo, - ,¥n—1] ayant
pour base les mondémes dont le poids est congru modulo p™ — 1 & k. L’action
tordue de P’algébre de Steenrod sur E(Zo, - ,Zn—1) @Fp[Jo, - ,Jn—1] montre
que C8,, (k) est un @,-module. On obtient ainsi la décomposition de Campbell-
Selick de H*V,, en somme directe de @,-modules instables :

p"—2
H*V, = M@0, 8n-1) ® Fplfo, -+, Gn1] = @D CSa(k).
k=0
PROPOSITION 4.8. — Le facteur CS,(0) dans cette décomposition a une base
formée par les monomes TG - - T y;" 1 qui vérifient Z?;&(ej +i;)p' =0

mod p” — 1.

On obtient donc une surjection d’espaces vectoriels gradués :

¢Sy : CS,(0) — J(2p" —2)

~€n 1~in—1 Aen 180n—1

: fa 0 - €000 _ : 5) —
qui envoie M = TPy -+ &, 1 g Sur m : %yo g g sl w(m) =
n .
p"™ — 1 et sur O sinon.

PROPOSITION 4.9. — La surjection 3, est @G,-linéaire. Elle envoie §b ~* sur
la classe canonique topn_o de J(2p™ —2) et envoie les autres mondmes de degré
2p™ — 2 sur 0.

Démonstration. — Comme ((Z;) = §; pour tout j, on a w(B(m)) = w(/m). La
B-linéarité de ¢5,, est alors évidente puisque §(&;) = ¢;. Il reste & vérifier que
@5, est Pl-linéaire. On a

;AP
1/.~\ _ ~€ort0 €1 ~11 ~€n—1 Aln—1 n—1 ~
P (m) = £’ o P! @19 8 ) + 9o

Pl(m) j} A'LO-F)l(f\ﬂ ST ifnflgln—l)'

9° __ g
Comme w(=5=+m) = w(m) + p" — 1, on a esp (=5
La Pj-linéarité de ¢s,, suit.
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Le deuxiéme énoncé de la proposition provient de ce que le systéme d’équa-
tions

n—1
(€0 +i0) + > _(ej +i;)p’ =p" —1
j=1
n—1
(€0 + 2i0) + Y _ (€ +2i5) = 2(p" — 1)
j=1
admet pour solution unique : ig = p"—1,is =+ =ip_1 =€ =+ =€,_1 = 0.

En effet, la premiére équation implique d’une part que ig < p™ — 1. D’autre
part, en soustrayant la premiére équation de la deuxiéme, on a

n—1

io— Y _[(ej +1i)p’ — (e + 2i)] = p" — 1,
j=1
d’ottip > p"—1. Ainsiig =p"—letig=--- =i, 1 =€ =--=€,—1 =0. O

On obtient de ce qui précéde une surjection de modules instables :

csn: H*V,, - CS,(0) Cn, J(2p™ — 2).
On considére ensuite le morphisme

Gn: H'Vyy — J(2p™ - 2)

. o (p=1)p" T - : 5
qui envoie y; <--yP~" sur iopn_g et envoie les autres mondmes de

H?"=2V, sur 0. Autrement dit, si {a1,---,a,} (resp. {b1,---,b,}) est la
base de V,, = H,V,, (resp. W,, C HsV,) qui est duale a la base {z1, -+ ,2,}
(resp. {y1, -+ ,Yn}) de V¥ = H'V,, (resp. W = BH'V,,), le morphisme §,, est
bg(p—l)p"*l) D

1

alors représenté par le mondéme
e =Y (w,,).
Comme ’isomorphisme de Campbell-Selick

H*Vn = A(i‘Oa e 7i'n—1) ® Fp[goa e 7?71—1]

préserve respectivement la partie polynomiale et la partie extérieure, le mor-
phisme cs,, ci-dessus est aussi représenté par un élément, noté cs,,, de la puis-
sance divisée T?"~1(W,,).

On a le diagramme suivant dont le triangle en bas est commutatif et la fléche
verticale & droite est la projection naturelle :

dans la puissance divisée
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PRrROPOSITION 4.10. — 1 existe un endomorphisme 7, de H*V,, qui rend com-
mutatif le diagramme ci-dessus.

COROLLAIRE 4.11. — Le morphisme g, est surjectif.

Pour montrer I’existence du morphisme 7,,, il suffit de montrer qu’il existe un

élément de Fp[Mat(F,)] qui envoie bg(p_l)pnfl) %7V sur es,,. Ceci résulte

du résultat général suivant dont la démonstration est renvoyée & la section 4.4.

THEOREME 4.12. — En tant que F,[Mat(F,)]-module, T?"~1(W,,) est engen-

dré par bg(p_l)pnil) e bﬁf"l’.

4.3. Base acceptable de J(2p™ — 2). — Dans cette section on construit une base
de J(2p" — 2).

PROPOSITION 4.13. — Le quotient LY"/ S | 9M; est engendré par les mo-
némes X Y-+ XnYin qui vérifient €; € {0,1}, 1 < i; < piji1 — €41 et
in = 1.

Démonstration. — On  appelle  acceptable tout  mondme w(Iln) =
X0V X Yin (voir les notations 2.10 et 3.4) qui vérifie ¢; € {0,1},
1 <4; < pijt1 — €41 et i, = 1. Supposons w(lln) n’est pas acceptable.

— Si i, > 1 alors w(Iln) = 0 dans le quotient puisque w{ln) e Mm,.
— Sid; > pij41 — €41 pour 1 < j < n, d’aprés le lemme 2.11, on a

I _ 0 n A ) o
W(1j-1,2,1n-j-1) = W(1ny + des (1")-monémes d’ordre supérieur
I : I
et W(gj=1,9,1n—i-1) = 0 dans le quotient car Wiri-1,21n-i-1y € M.

Une itération évidente donne le résultat. O

REMARQUE 4.14. — L’argument ci-dessus permet aussi de conclure que le mo-
dule quotient

- Li"
S Ll o Ly @ LET L 4 L8 @ Ly

est engendré par les classes des monémes X'Y{" --- XY qui vérifient €; €
m—1

{0,1}, 1 <ij < pijy1 — €541 et 1 < i, < ™=, En particulier, J,, ,, est un
module fini.
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Considérons ensuite les deux ensembles suivants :

f(n) = {(Elvil; v ';envin) | € € {071}71 < < pik—i-l - 6k+17in = 1}7

n—1
J(n) = {(eo,i0; 3 €n—1,in-1) | D _(€j +1i;)p’ =p" —1}.
§=0
On définit respectivement le degré de (e1,i1; -+ ;€n,in) € £(n) comme
étant le degré de X['Y('--  XenYin soit S2p_;2(p — 1)ix — €, et le de-
gré de (€o,%0; " ;€n_1,in_1) € J(n) comme étant le premier degré de

~€0 A0 AEn—1 Aln—1 . n—1q-
YUY By g Uy s SOIt > o 20k + €.
On vérifie sans peine que les deux correspondances suivantes
£(n) — J(n)
(€j>35)1<in ¥ (€541, Phjt1 = €41 = i5)o<jsn—1, (i =1)
et

J(n) — £L(n)

14+ > i —o(ens1 +ix)p”
pI

sont bien définies et inverses 'une de 'autre. De plus, elles préservent le

degré. On en déduit que, en chaque degré, la dimension du module quotient

LE™ /SO0 9M; est inférieure ou égale a celle du module de Brown-Gitler

J(2p™ — 2). La surjectivité de g,, est utilisée pour obtenir la

(€y85)0<i<n—1 — (€j+1, Jo<i<n—1

PROPOSITION 4.15. — Les éléments
Gn(XTY(* - X0Yom), (en,ins e €n,in) € Z(n),
forment une base de J(2p™ — 2).

4.4. T?"~Y(W,) en tant que F,[Mat,, (F,)]-module. — Dans cette section, on
montre que le [F,[Mat,(F,)]-module TP ~!(W,) est engendré par
bg(p ORI L% Cela est équivalent & démontrer la surjectivité du

morphisme suivant :
Fy[Mat, (Fy)] — T (W), o (o000 pr-0) o
On se raméne alors & démontrer I'injectivité du morphisme dual :

..bglpfl),g.P>).

nfl) )

Sp"fl(W:) R Fg/{atn(Fp)’ P— (0. N <bg(P—1)P

Ici {, ) désigne I'accouplement canonique entre T'?" ~1(W,,) et SP"~1(W/). On
rappelle que (B-0, P) = (B, o-P) pour tout o € Mat,,(F,), tout B € T?"~1(W,,)
et tout P € SP"~H(Wy).
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On a ainsi vérifié que le théoréme 4.12 est équivalent & la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 4.16. — Pour tout P € SP"~Y(W}), il existe ¢ € Mat,,(F,)
telle que l’expression de o - P comme somme de mondmes distincts contient le

n—1
monome ygp_l)p coeyPTL
Pour toute suite d’entiers I = (i1,...,4,), notons y! = yil -+ -yt Appelons

admissible tout mondéme yl qui vérifie i,_1 > pis pour 1 < s < n. Mettons
Pordre lexicographique sur les monémes de S*(W;¥). Pour tout élément homo-
géne non-nul P de S*(W}), soit p(P) le plus grand mondme (par rapport a
Pordre lexicographique) qui apparait dans P.

LEMME 4.17. — Si u(P) n'est pas admissible, il existe o € Mat,,(F,,) tel que
p(o - P) > p(P).

Démonstration. — Soit u(P) = yi* ---yir. Comme pu(P) n’est pas admissible,
il existe 1 < s < n tel que i5_1 < pis. En regroupant les monémes de P, on le
réécrit sous la forme P = yit ...y 2 Qyij_*ll -+ yin + R, de maniére que u(R) <
w(P) et que Q = Q(ys—1,Ys) € Fplys—1,Ys] est un polynéme de degré is_q +is.
Observons que pour tout o € Mat,, (IF,) correspondant aux substitutions qui ne
font intervenir que ys_1,ys, les mondémes de o - R sont différents des mondémes
de yit - yzs__; (o- Q)y;ﬂ:“f ---yln. Par conséquent, si un tel o vérifie u(o - Q) >
yis_‘f y's, on aura forcément pu(o - P) > u(P) (car p(o - P) est supérieur ou égal
) ,u(yil e yl:f (o- Q)yiiﬁ’f -+~ yin) qui est strictement supérieur a pu(P)).

On a ainsi montré qu'’il suffit de vérifier le lemme pour n = 2. Soit u(P) =
Yyl avec iy < pig. On pose P = (y195 — 4 y2)?Q avec Q € S*(Vy') et I'entier
q le plus grand possible.

Cas 1. — @ contient un mondme yi. Celui-ci est forcément u(Q), d’ott u(P) =
yP?yd ce qui est absurde puisque pu(P) = yi'y2 et iy < pis.

Cas 2. — @ contient un monéme y4. Soit o € Mats(F,) qui échange y; et yo.
Alors

w(o - P) = yPitiyd,

Cas 3. — Q@ est divisible par y;y2. Notons que y1y5 — y1y2 = y192 HaeF; (y2 —
ay1). La maximalité de ¢ implique alors qu’il existe a € Fy tel que @ n’est
pas divisible par y, — ay;. Soit 0 € Mato(F,) qui fixe y; et transforme y, en
ayy + y2. Alors

o-P=(yyh — yiy2)'Qy1, ay1 + y2)-
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Le terme qui ne comporte pas yo dans Q(y1,ay; + y2) est égal & Q(y1,ay1),
qui est non nul puisque () n’est pas divisible par ys — ay;. Supposons que
Q(y1,ay;) = byt, alors
(o - P) = y}" s,
Observons maintenant que si pq + @ + ¢ = i1 + iq, alors (pq + i, q) > (i1, 12),
car dans le cas contraire, on a ¢; > pqg + %, ce qui implique g > 72, et alors

i1 > pig + 1 > pis. Le lemme suit. O
Démonstration de la proposition /.16. — Posons Y; = yf_l. Montrons la pro-
position par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial. Supposons que n > 1 et
que la proposition soit vraie pour n—1. En posant W}_; = F,{y2,--- ,yn}, cette

hypothése implique que pour tout @ € Spnfl_l(W;;fl), il existe 7 € Mat,, (F,)
n—2
tel que 7 - @ contient Y7 ---Y? |Y,. Ici 7 ne fait intervenir que les généra-

teurs y2,...,Yn.
Soit P un élément quelconque non-nul de SP"~1(W;). Il faut montrer que

n—1
o-P contient YY  ---Y' Y, pour un certain o € Mat,,(F,). D’aprés le lemme
4.17, on peut supposer que m(P) = yi* - - - yin est un mondéme admissible. Mais

alors i; > (p — 1)p"~!. Réécrivons P sous la forme P = Ylpnilf + R, ou

f = f(y1,-.-,yn) et R ne contient que des mondmes dont la puissance de y;
est inférieure & (p — 1)p"~ 1.
Soit u une combinaison linéaire non nulle des générateurs ¥ys, . . ., Yn. S0it oy,

la matrice définie par la substitution y; := y; + u. On considére o, - P comme

n—1
un élément de F,ly2, - ,yn][y1]. Il est clair que le coefficient de Y dans
0y - R est nul. Puisque f est de degré p”~! — 1, on vérifie que le coefficient de

pn— 1
Y/ dans

p—1
-1

n i P lp—1—i n-1,
Uu'Ylp f(yl”y")ZZ(_l) yf @ )u;D f(y1+u)y27"' 7yn)
=0

est f(u7y2a s ay’n)

Cas 1. — 1l existe u telle que f(u,y2,...,yn) # 0. D’aprés l'observa-
tion plus haut, il existe 7 € Mat,(F,) tel que 7 - f(u,y2,...,yn) contient

n—2
Yy - YP .,Y,. Comme 7 ne fait pas intervenir y;, il suit que 7o, - P

n—1
contient Y .- Y!' |Y,.

Cas 2. — f(u,y2,-..,Yn) = 0 pour toute combinaison non nulle u. Ceci im-
plique que le polynéme f(yi,...,yn) est divisible par y; + u pour toute wu.
Comme f € S”n_lfl(W:), il suit que f = aH0¢u€V:71(y1 + u) pour certain

n—2
a € F}. Clairement J]o,cw:_ (y1 + u) contient YF .. YP_Y,. Dou P
n—1
lui-méme contient Y - Y |Y,.
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La proposition est démontrée. O

5. Application : cohomotopie du spectre L(n, 3)

Dans cette section, on étudie la cohomotopie du spectre L(n,3) dans la
catégorie des spectres p-complétés. On note [L(n,3), S¥] le groupe abélien des
applications du spectre L(n,3) dans le spectre des suspensions itérées de la
sphére S*. On désigne par M la catégorie dont les objets sont les @,-modules
gradués et dont les morphismes sont les applications #,-linéaires de degré zéro.
La catégorie % des @,-modules instables est alors une sous catégorie pleine
de M.

Utilisant la suite spectrale d’Adams
Ext%(27"Z/p, Ly,3) = [L(n,3),5°77],
on se rameéne a l’étude des groupes d’extension Ext3,(X7*Z/p, L, 3). A cette
fin, on se servira de la suite spectrale de Grothendieck
Exty(D,X"'Z/p, Ln3) = Ext% " (S7'Z/p, Ly 3)

pour passer de la catégorie % des @,-modules instables & celle des &,-modules
a travers les dérivés D, du foncteur de déstabilisation (voir la section 5.1). La
suite exacte du théoréme 1.1 sera utilisée pour calculer les groupes d’extension
Ext§,(DyX7'Z/p, Ly, 3). En particulier, on cherche a comprendre les groupes

Homg, (DX 'Z/p, Ly,_\ @ J(2p" — 2)),
ou encore le module instable
(Dvgitz/p : Ln—u)’lh

la division dans % de D,X"%Z/p par le module de Steinberg L, . On se res-
treint & la division par L, le cas général est difficile et sera étudié ailleurs.
En particulier, on explicitera une décomposition de (D(n): L1)q en termes des
invariants modulaires de GL,,. Ici D(n) est 'image de la restriction H*¥,» —
H*(Z/p)™ induite par linclusion canonique (Z/p)” — X,n. Pour p impair,
D(n) est en général strictement inclu dans (H*(Z/p)")%Ln : c’est 1a une diffé-
rence fondamentale avec le cas p = 2.

On exposera le calcul du groupe Ext$,(X7*Z/p, L, 3) pour s—t > 2p"~?+n.
Par conséquent, on obtiendra un résultat de type “conjecture de Segal” pour la
cohomotopie du spectre L(n, 3).

THEOREME 5.1. — Supposons k > 2p"~2 4+ n. Alors
Z/p sik=2p"—2+n,
[L(n,3),8" = Z/p sik=2p""'—1+n,

0 sinon.
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5.1. Dérivés du foncteur de déstabilisation. — On note D: M — % et on appelle
foncteur de déstabilisation 1'adjoint & gauche du foncteur oubli O: % — M.
Le foncteur D est exact a droite et on note D;: M — U, s > 0, ses foncteurs
dérivés.

On considére ¥~ le groupe des permutations (de 'ensemble des points) du
groupe V,, = (Z/p)™ et i,: V;, — E,n le plongement via I'action par transla-
tion. On note Z/p le ¥, n-module trivial Z/p et Z/p le ¥pn-module Z/p via la
signature. On pose

D) = 1 (%05 2/p) 5 B (Vs 2p)),
O(n) = I (H*(Sps Z/p) = H* (Vusin2/)).

Comme le plongement naturel 4,, envoie V,, dans le sous-groupe alterné a7~
de Xyn, H*V,, := H*(Vy;i% Z /p) s'identifie & H*V,, := H*(V,,; Z/p). Néanmoins
la structure de #*V,, en tant que GL,-module est donnée par 1’action tordue
[24] :

g f=det(9)"T (g-f)
ou g - f désigne ’action naturelle de g € GL,, sur f € H*V,,. On observera que
D(n) C (H*V,,)Gn et D(n) C (HV,,)C0n.

On considére ensuite 'application Z/p-linéaire
Stn(xhyla <oy Ty Yns _): M — H*Vn @M
définie de maniére récurrente comme suit ([24, 2.4.1]) :

e\ Uml=20)@-1) )
Su(apim) = Y (0 () 0T @ s,
1

e=0,1
0<e+2i<|m|

Sts(xhyla <oy Tsy Ys; m) = Stl(xlvyl; Sts—l(x27y2a <oy Tsy Yss m))
On abrégera la notation St,,(1,y1,...,Zn, Yn;m) en St,(m).

Soit M un module instable. Le module instable R, M est défini par
R,M = D(n)-St,M" & D(n) - St, M,
ou M* (resp. M ™) désigne le sous-espace de M formé des éléments de degré
pair (resp. impair).
THEOREME 5.2 ([24]). — Soit M un module instable. Alors, pour tout s > 0,

on a un isomorphisme de modules instables D;X17SM = LR M.
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Rappelons que, a signe prés, la classe d’Euler de la représentation réguliére
réelle réduite de V,, est donnée par

p—1
)

Y " Yn

p

o

en = . .
s—1 s—1
Y1 “yh

La formule suivante sera utile pour le calcul des groupes Ext%,(X~*Z/p, L, m).

COROLLAIRE 5.3. — Supposons s > 0 et s+t > 1. Alors
D,S'Z/p = YsttD(s)es it sz: s+t est im?air,
LHtD(s)es Tt si s+t est pair.

On convient d’alléger cette formule en écrivant DsXZ/p = X5+ D (s)esTi1.

k(k—1)s

Démonstration. — D’aprés [24, 4.2.1], on a Sty (X*) = (—=1)~ = 2Fek ¢+ de-
signant le générateur de Z/p. Le théoréme 5.2 donne :
D.S'Z/p = D,E'5 (5517, /p) = SR (SH17/p)
N {ED(S) - Stg(25T1Z/p) si s+t —1 est pair,
YD (s) - Sts(X5T71Z/p) si s+t — 1 est impair,
o {Es+tD(s)e§+t_1 si s+t est impair,
YD (s)es Tl si s+t est pair.

Le corollaire est démontré. O

5.2. Calcul de Ext},(X~*Z/p, L,, 3). — Soit N un module instable. La suite
spectrale de Grothendieck associée a la composée des foncteurs

D Homy,(—,N)

U 4

M
est de la forme :
Ey" = Exty,(Dy(—),N) = Ext%'”(—,N).

On se sert du corollaire 5.3 et cette suite spectrale pour calculer les groupes
d’extension Ext%,(X"'Z/p, L, 3). On commence par le

LEMME 5.4. — Soit M un module instable. On a

1. Ext9,(M,L,3)=0sis>n;
2. Ext§,(X¢M, L, 3) =0 sid > 2p° — 2.
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Démonstration. — La premiére assertion est conséquence directe de la résolu-
tion injective de L,, 3. Pour la deuxiéme, on note ¥ le foncteur adjoint & droite
du foncteur de suspension . On a 2J(k) = J(k—1) pour k > 1 et £J(0) = 0.
De plus, si L est un module instable réduit et J est un module instable, on a
LRXJ = %(L®J) [14]. Comme le module instable L, _ est réduit, on obtient

Hom g, (S?M, Ly_s ® J(2p° — 2)) = Homy,(M, L,_s @ £4J(2p° —2)) =0
si d > 2p® — 2. Le lemme est démontré. O
5.2.1. Les groupes Ext?, (X" ~2Z/p, L, 3) et Ext?%+1(22pn_l_2Z/p, L,3). —
On calcule ensuite les groupes

Ext, (52" "2Z/p, Ly, 3) et Ext™ (52" =27/p, L, 3).
PROPOSITION 5.5. — On a Ext’,(X%*"~2Z/p, L, 3) = Z/p.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :
ExtY (D, X% ~2Z/p, L, 3) = Ext% " (X%" 2Z/p, L, 3).
D’aprés le corollaire 5.3, on a
DS 727 /p = v 2D (v)elt 23,
On déduit du lemme 5.4 que
0 siu#n,
Homg,(D,%%*" =27 /p, J(2p™ — 2)) siu=n.
_ {O si (u,v) # (n,0),
Z/p si (u,v) = (n,0).
I suit que Ext’,(X%P"~2Z/p, L, 3) = Ext},(X%" ~2Z/p, L, 3) = Z/p. O

b0 1.0

PROPOSITION 5.6. — On a Ext"F (%" =2Z/p, L, 3) = Z/p.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :
Ext%(DyS%*" 27 /p, L) = ExtH" (52" ~2Z/p, L, ).
D’aprés le corollaire 5.3, on a
szzp"—1—2Z/p _ Ev+2p"_1—2D:t(,U)ev+2p"_1—3
I .
— Si v =0 alors, pour tout 0 < ¢ <n,ona

Home (£ 2Z/p, L, ® J(2p' - 2)) = 0.
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— Siv=1alors D;L¥*" 27 /p = 22”"_1’1D(1)e?pn_172, d’ou

n— 0 i
Extl(Dy5%" " "2Z/p, L 3) = s st m,
Homy,(D1X%" —2Z/p, J(2p™ —2)) siu=n
_Jo siu#n,
“\z/p siu=n.

Ici Hom@,(Dlz%nfl_22/1)7 J(2p™ — 2)) = Z/p car le sous-espace des
n— n—1_
éléments de degré 2p” — 2 de %P 1_ID(l)efp % est engendré par
N2 -l xy Rt
— Si v > 2 alors la connectivité de
DX 27 ) = w2 T 22D ()2 3

est supérieure ou égale au degré de £2P" ' —2H+ve2p" T =3+v gt
(2p" ' =24 0)+ (2p" T =3+ 0)(p' —1) = (2p" =3+ v)p’ +1>2p" — 2.
On en déduit que
0 si(wo) £ (n1),
Zfp si (u,v) = (n,1).

Dot Ext™ (22" 2Z/p, L 3) = Ext} (D1 S%*" ~2Z/p, L, 3) = Z/p. O

Exty(D,S%"  ~2Z/p, Ly3) = {

5.2.2. Les groupes Ext$,(X7'Z/p,L,3) pour s —t > 2p" 2 + n. — On va
montrer la nullité des groupes d’extension Ext3,(X7'Z/p, L, 3) pour s —t >
2p" 2+ net (s,t) & {(n,2 —2p"),(n+ 1,2 —2p" 1)}

Pour ¢t > 0, considérons le morphisme

f: Homy,(D\27'Z/p, Ly ® J(2p" ™" = 2)) — Homy,(D1Z7"Z/p, J (2p" — 2)),

induit par le morphisme f,,—1,,: L1 ® J(2p"~! — 2) — J(2p™ — 2). D’aprés le
corollaire 5.3, on a

_ Y1-tD(1)e;t  sit est pair,
Dix"'Z/p=14_,, M Lo o
S1tD(1)e; " sit est impair.

On obtient donc une inclusion D13 ~¢Z/p — £17tD(1) dont le quotient est
fini. Il s’ensuit que cette inclusion induit un isomorphisme

(D1S7'Z/p: L1)y = (B'7'D(1): L)q.
Comme (D(1): L1)y = D(1), on obtient
Homy,(D1X7*Z/p, Ly ® J(2p" " — 2)) =2 Homy,(2'7'D(1), J(2p" " — 2)).
On vérifie que le domaine et la source de f sont soit {0} soit Z/p.
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LEMME 5.7. — Supposons que Homq,(D1X7tZ/p, L1 @ J(2p"~! — 2)) = Z/p.
Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — On peut choisir ¢ > 0 et € = 0,1 tels que le degré de
LIt XeY? soit 2p" ! — 2, d.e.
(t—1)+2p" ' —2)=2i(p—1)—€e>0.

I s’ensuit que B¢ X€Y+P" " est un élément de degré 2p™ — 2 de D1 X7 /p,
donc la source de f est aussi non nulle. En effet,

o Sit=2k<Oalorse=1etk+ (p" ' —1)=14i(p—1) > 0. Ceci implique
élément D12k XYi+P" " ¢ R1-2k AL, . V= et de degré 2p™ — 2. .

e Sit=2k—1<0alorse=0et (k—1)+ ("' —1)=1i(p—1) > 0. Ceci
" e x2-2kL Yk est de degré 2p" — 2.

En particulier, on a 0 <i(p—1) —e < p"~ ! — 2.

Soit a: £17tD(1) — J(2p"~! — 2) le générateur représenté par X1 XY,
On considére le composé suivant, noté [, qui est un élément de

Hom%(Dlz’tZ/p, Li®J(2p ! — 2)) :

implique ’élément ¥2—2Fy it

Dix'Z/p— D(1) @ 22 /p 229 D(1) @ D(1) @ 212 /p 2% Ly @ J(2p" L - 2)

oud: D(1) — D(1)®D(1) est donné par 6(m§y§p_1)i) = (z14+32) (Y1 +y2) PV

n—1 .
et m: D(1) — L est la projection canonique. Or, le coefficient de Y X5V
dans le développement de

not i n— .
5(XfY1p —H) = (171 + xg)e(yl + y2)(p_1)(20 1+Z)—e

—1)(p" t+i)—e
est (P70t

(p—Dp" ' <(p-Dp" '+ (p-1)i—e < (p—1Dp" '+ ("' -2).

Il s’ensuit que le composé

) qui est non nul puisque

Dix'Z/p L Ly @ J(2p" 7 - 2) — J(2p" - 2)
est non nul. Le morphisme f est ainsi un isomorphisme du groupe Z/p. O

LEMME 5.8. — Supposons t # 2 — 2p"~! et Homy, (DlE’tZ/p, J(2p™ — 2)) %
Z/p. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que le groupe Hom@,(DlE_tZ/p,Ll ®
J(2p"~! — 2)) est non nul en considérant les deux cas suivants :

e Sit = 2k alors ils existent ¢ > 0 et ¢ = 0,1 tels que le degré de
Bi-Zkxeyi-k ¢ $1-2kD(1) - Y =F soit 2p™ — 2, i.e

2k—1)+2k(p—1)+(2p" —-2)=2i(p—1) —e > 0.
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Ilsuit e=1et kp+ (p" —1) =i(p—1) > 0. Il suit encore k = (p — 1)k < 0 et
Kp+ p;:ll =4> 0.l sensuit i = tp+1let k+(p"1—1) =i(p—1) > 0. Comme
kE#1—p" ' ona:>0.0nen déduit que L2 XYY" est un élément de degré
2p"~1t — 2 de 1726 D(1). Ceci implique le groupe Hom%(DlE_%Z/p, L ®
J(2p™~! — 2)) est non nul.

e Sit=2k-1,k <0, alors ils existent i > 0 et ¢ = 0, 1 tels que le degré
de X272k xeyi=k ¢ 2272k, . Y ~F s0it 2p™ — 2, i.e

2k—2)+2k(p—1)+(2p" —2)=2i(p—1) —e > 0.

Il suit € = 0 et kp—1+(p"—1) = i(p—1) > 0. Il suit encore k = (p—1)k+1 < Oet
mp+1—|—p;:1l =14 > 0.1l s’ensuit i = tp+2et k—1+(p"t—1) = 1(p—1) > 0. On
en déduit que 272*Y"* est un élément de degré 2p™~! — 2 de £272*D(1). Ceci
implique le groupe Homy, (D12_2k+1Z/p, Li®J(2p"! — 2)) est non nul. [

PROPOSITION 5.9. — Supposons n > 2, (s,t) # (n,2 — 2p™) et (s,t) # (n +
1,2 — 2p"~1). Alors le groupe Ext$,(X7'Z/p, L, 3) est nul dés que s —t >
202 + .

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :
Extly(Ds_ X "Z/p, Ly 3) = Ext5,(X7'Z/p, Ly, 3).

On va montrer que Ext§,(Ds_,X*Z/p,L,3) = 0 pour 0 < u < n. D’apres le

corollaire 5.3, on a

D, X 7'Z/p=%"""Dy(s —u)el "t
Considérons les trois cas suivants :
l.Pour 0 <u<n-2onas—t—u>2p" 2—2 On en déduit que le
groupe Ext%,(Ds_,X7'Z/p, Ly 3) est nul pour tout 0 < u < n — 2.
2. Pour u = n — 1, le groupe Ext@_l(Ds,nHE_tZ/p, L, 3) est le noyau du
morphisme
f: Hom%(Ds_nHE’tZ/p, Ly®J2p" ! - 2)) — Hom(u(Ds_nHE’tZ/p, J(2p" — 2))
qui est induit par le morphisme f,,_1,: L1 ® J(2p" ! —2) — J(2p™ —2).
(a) Sis=mn—1,le morphisme f devient
Homy,(X7'Z/p, L1 ® J(2p" ™" — 2)) — Homy,(X7'Z/p, J(2p" — 2))
avec t < —2p"~2 — 1. Le domaine de ce morphisme est trivial.
(b) Si s =n, le morphisme f devient
Homy, (D1 7*Z/p, L1 ® J(2p" " — 2)) — Homy,(D1Z7*Z/p, J(2p™ — 2))
avec t < —2p™~2. Si le domaine de f est non nul, f est un isomor-
phisme d’aprés le lemme 5.7.
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(¢) Sis > n+1, d’aprés le corollaire 6.23, la connectivité de la dévision
(Ds_n1X7%Z)p : Ly) est > p* (s —t —n) + 1. Comme s — ¢ >
2p" 2 + n, celle-ci est supérieure & 2p” ' — 2. Le domaine de f est
nul.

3. Pour u = n, comme le cas précédent, le groupe Exty,(Ds_, X 'Z/p, Ly, 3)
est le conoyau du morphisme

f'+ Homy,(Ds_n 7' Z/p, L1®J (2p" ' —2)) — Homy,(Ds_n X" 'Z/p, J(2p"—2)).
(a) Sis=mn, le morphisme f’ devient
Homq, (X 7'Z/p, Ly ® J(2p™ ! — 2) — Homy, (X7 'Z/p, J(2p™ — 2)).

Le domaine de ce morphisme est trivial car ¢t # 2 — 2p™.
(b) Si s =n+1,alors t # 2 — 2p"~! et le morphisme f’ devient

Homy,(D1X7*Z/p, L1 ® J(2p" " — 2)) — Homy,(D1X7*Z/p, J(2p™ — 2))

avec t < 1—2p"~2. Si la source de f’ est non nulle, alors f’ est un
isomorphisme du groupe Z/p d’aprés le lemme 5.8.
(c) Si s =mn+ 2, le morphisme f’ devient

Homg, (D2X7"Z/p, L1 ® J(2p™ " — 2)) — Homy, (DX 'Z/p, J(2p" — 2))

avec t < 2 —2p" 2. On a D,X~'Z/p C £271(D(2) @ D(2))ey "
Supposons qu’il existe a € D(2) @ D(2) tel que le degré de %2~tq -
ey " soit 2p™ — 2, i.e. dega + (2 —t) + (1 —t)(p? — 1) = 2p™ — 2,
soit dega + (1 — t)p? = 2p" — 3. Comme t < 2 — 2p"~2, il suit
dega < p? — 3. D’autre part, d’aprés le corollaire 6.12,

D(2) ®D(2) 22 A(My0, My 1) ® Fple, Qai]

ott deges = p? — 1, deg Qa1 = 2(p* — p), degﬁg,o =p?—2et
deg ngl = p? — 2p. On en déduit que soit dega = 0, soit dega =
p% — 2p.

e Sidega =0, o0na (1—t)p?>=2p"— 3 ce qui est absurde
puisque 3 n’est pas divisible par p?.

e Sidega = p?—2p, on a (p? —2p) + (1 —t)p? = 2p™ — 3.
Ceci implique p = 3, d’oi1 3(1 —t) = 2.3"! — 2 ce qui est encore
impossible.

On a ainsi vérifié que le groupe Hom%(DzE_tZ/p, J(2p™ — 2)) est
trivial.
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(d) Sis > n+3,laconnectivité de D,_,,X7'Z/p est supérieure ou égale

au degré de X5t "5t =1 Pourn > 2et s—t > 2p" 2 +4n,ona

deg 51T = s~ t 1)+
P2 1) +1
=2p"(p—1)—p*+3)+ (2" - 2)
> 2p" — 2.

Y

Le domaine de f’ est donc trivial.

En résumé, on a montré que Exty,(Ds_, X" Z/p, Ly, 3) = 0 pour tout 0 < u < n.
La proposition suit. O]

La proposition 5.9 est en fait aussi valable pour n = 1.

PROPOSITION 5.10. — Supposons (s,t) # (1,2 —2p) et (s,t) # (2,0). Alors le
groupe Ext3,(X7'Z/p, L1 3) est nul dés que s —t > 2.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :
Ext%(DS_ugftZ/p, L173) — EXt;%(EitZ/p, L173).

On va montrer que Ext§,(Ds_, X7 *Z/p, L1 3) = 0 pour 0 < u < 1 en utilisant
la résolution injective L1 3 < L1 — J(2p — 2).

Pour v = 0, on a Ext§,(Ds_,X7'Z/p,L13) = Homgy (DX 'Z/p, L1 3)
qui est nul puisque D;X7!Z/p est une suspension d’aprés le corollaire 5.3.
Pour v = 1, comme Ds; 1X7'Z/p est encore une suspension, le groupe
Homy,(Ds-1X7%Z/p, L1 3) est nul. D’ou

Exty,(Ds_1X7'Z/p, L1 3) = Home,(Ds 1 X7 'Z/p, J(2p — 2)).
On vérifie sans peine que, pour s—t > 2, le groupe Homg,(D,_1X7*Z/p, J(2p—

2)) est nul si (s,t) # (1,2 — 2p) ou (s,t) # (2,0). La proposition suit. O

REMARQUE 5.11. — Afin de pousser plus loin le calcul de Ext,(3*Z/p, L, 3)
dans cette direction, on a besoin d’étudier ’espace vectoriel gradué (D(s): Lg)¢
pour k > 2, ceci sera fait ailleurs.
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FIGURE 1. Ext},(X7'Z/p, Ln3), s —t > 2p" 2 +n

5.3. Cohomotopie de L(n,3). — Voici un résultat partiel sur les groupes d’ho-
motopie du spectre L(n, 3).
THEOREME 5.12. — Supposons k > 2p™~2 + n. Alors

Zlp sik=2p"—2+nouk=2p" 1 —1+n,

0 Stnon.

[L(n,3),8%] = {

Démonstration. — La suite spectrale d’Adams pour la cohomotopie [L(n, 3), S*],
k € Z est de la forme :

Ey' = Ext},(S7'Z/p, Ly 3) = [L(n,3), 87", d,: ES* — Estritr—L
Pour s —t > 2p™~2 + n, on déduit des propositions 5.5, 5.6, 5.9 et 5.10 que
et Z]p si(s,t)=(n,2—2p") ou (s,t) = (n+1,2—2p" 1),
< 0 sinon.

Le théoréme suit. O

6. (D(n): L)y en tant qu’espace vectoriel gradué

L’objectif de cette section est de déterminer (D(n): L1)¢ en tant qu’es-
pace vectoriel gradué. En particulier, pour s + ¢ > 1, la connectivité de
(DsXtZ/p: Ly)g, sera déterminée. Cette connectivité a été utilisée dans la
démonstration de la proposition 5.9(cas 2c).
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6.1. Invariants modulaires. — Afin de décrire la structure de D(n), nous allons
rappeler certains invariants modulaires de GL,, définis par Dickson [6] et Mui
[18].

Rappelons que GL,, agit & gauche sur H*V,, 2 A(z1,...,2,) @Fp[y1, ..., yn)
comme suit. Etant donnés g = (g; ;) € GL,, et f € H*V,,, on a

g-f(@1,y1, %0y Yn) = f9 21,9 Tny - 9 Tny G- 9" Yn)

avec g - = > i1 i ;T €t g-y; = > rq gijy; pour 1 < j < n.
Appelons f invariant de GLy,, par rapport a c: GL, — F, si g- f = c(g)f
pour tout g € GL,,. A la suite de Dickson [6], on pose

TR
[613"'7671]: ’
ylen " ygen
pour toute suite d’entiers naturels (eq,...,e,). Les [e1,...,e,] sont invariants

par rapport & la représentation déterminant de GL,, i.e.

g-lei,...,en] =det(g)ler,.-.,en]
pour tout g € GL,,. En particulier, pour 0 < s < n, on pose

L,s=10,...,8,...,n], L,=L,,=1[0,...,n—1].

LEMME 6.1 ([6, 18]). — 1. Soit f € Fply1,...,yn] un GLy-invariant par
rapport a detd, 1<d<p-2. Alors L2 divise f.
2. Soit f € AF¥(z1,...,2,) @ Fply1,...,un], 1 < k < n, un GL,-invariant
par rapport a det?, 1 < d < p— 1. Alors Li-1 divise f.

D’aprés ce lemme, L, s est divisible par L,. On a l'invariant de Dickson
Qns = Lﬁ”ﬂ Le degré de Qs est 2(p" — p®). Notons que Q, o = LE7! et
Qn,n =1.

A la suite de [18], on pose

Vi =Vi(y,...,y8) = H (My1 + -+ Ae—1Yk—1 + Yk)-
A €Fy

On a les relations suivantes entre les Ly, Q, s et Vi :

Ln = Vl CECEEY Vn’
Qn,s = anl,svg_l + anl,sfla
k
Vipr = (1) Queup, -
s=0
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Pour 0 < s <n —1, posons

T Tn
Y1 Yn
pS— p —
Mn s = | Yn
+1 s+1
p* D
y] yn
-1
p" pn—l
yl : yn

On a évidemment que M,, 5 est invariant par rapport & la représentation dé-
terminant de GL,,. De plus, d’aprés [18, 1.4.12],si s <n — 2, on a

Mn,s = Mn—l,svn + Mn,n—lQn—l,s~

Soient 0 < 51 < --- < s; < n — 1. D’aprés le lemme 6.1, L{fl divise le
produit My, s, -+ My, On a alors I'invariant de Mui :
Mo, s, = (_1)(2)%_
n
Le degré de My, ..., est % +(1—2p°t)+---4+ (1 —2p%). Si 'ensemble
{s1,...,s;} est vide, on convient de poser M,, 5 = L,,.

On note SL,, le sous-groupe de GL,, des matrices de déterminant 1.

THEOREME 6.2 ([6]). — On a

1. ]Fp[yla cee ayn]SLn = ]Fp[Lna Qn,la ey Qn,n—l] ;
2. ]Fp[yla ce ayn]GL" = Fp[QmOa ceey Qn,n—l]-

THEOREME 6.3 ([18]). — On a

L (Alz1,...,20) @ Fplyr, ... ,yn])SL" est un Fply1, . . ., yn| L -module libre
de base
{1v Mn;Shm,Sj}
avec 0 <51 <+ <s;<n—1;
GL,
2. (A(ml, e @) OF [y, . ,yn]) est un Fplys,...,yn
de base

% -module libre

{17 Mn§517-~-7SjL£72}
avec 0 <51 <---<s; <n—1

On rappelle que #*V,, désigne la cohomologie H*V,, munie de ’action tordue
de GL,, donnée par g * f = det(g)pz;l(g - f). On déduit du théoréme 6.3 et du
lemme 6.1 le
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COROLLAIRE 6.4. — (H"V,,)CE est unFylys, . . ., yn| L -module libre de base

p—1 p—3
2 2
{LTL ’ Mn;sl,...,SjLn }

avec 0 < 57 <---<s5; <n—1.

6.2. Structure de D(n) et ©(n). — Soit G un groupe fini et soit S un sous-
groupe du groupe symétrique ¥j. Le produit en couronne S [ G est défini
comme étant le produit semi-direct

G" — Sx GF - 8.
La multiplication de S x G* est donné par
(s;gla cee agk)(sl;g:,lv LR 7g;c) = (ssl;glg,/gfl(l)a s agkggfl(k))
pour (g1,.--,9k),(95,--.,9,) € G* et 5,8’ € S. Si G est un sous-groupe du
groupe symétrique X,,, alors SfG agit sur les couples (4,7), 1 <i <k, 1<
i<m:
(8;917 o 7gk) ' (7’7.7) = (S(Z)’gz(.]))
pour (s;g1,...,9x) € S [ G. Le groupe S [ G est ainsi un sous-groupe de .

Soient maintenant (aq,...,a,) la base canonique de V;, et A; le sous-espace
engendré par a;, 1 <4 <n.On a A; C ¥,. On désigne par ¥,» , le produit en

couronne itéré
("'(Al/Az)/A:z"')/An~

Il est bien connu que ¥,» , est un sous-groupe de Sylow de ¥,» contenant
Vi
Si K est un sous-groupe de G et M un G-module, on note i(K,G; M) le
morphisme H*(G; M) — H*(K; M) induit par l'inclusion K < G. Si M est le
G-module trivial, ¢(K, G; M) se note simplement (K, G).

Par définition, D(n) = Im i(V,, Xpn) et D(n) = Im i(V,, Epn; Z/p).

La structure de D(n) en tant que F,-algébre a été déterminée pour la pre-
miére fois par H. Mui [18]. La méthode de calcul de Im i(V,,,¥,») de [1§]
s’appuie sur la théorie d’invariants modulaires de GL,, et le résultat suivant.

THEOREME 6.5 ([18]). — Soit G un sous-groupe de X,n contenant Xpn ,.
Alors

Im i(V,,, G; M) = Tm i(V,,, S p; M) O H* (Vy; M)W (V)
ot Wa(V,,) est le groupe de Weyl de V,, dans G.
Démonstration. — Voir la démonstration de [18, I.1.4]. La démonstration re-
pose sur la formule des doubles classes [5, 2.4.5] et le fait que V,, C Epn , C G

est un systéme fermé, i.e. si un sous-groupe de X,n , est conjugué a V,, dans
G, alors il est conjugué a V,, dans X,n ,, [18, 1.2.1]. O
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Posons M, (p) := Im i(V,,X,n ). Cette algebre a été aussi explicitée par
Mui.

THEOREME 6.6 ([18]). — On a
Mn(p) = A(U1,...,U,) @F,[Vy,...,V,]

p—3

avec Uy = Mp1L,.2,, 1 <k <n.

Notons que, d’aprés [18],
Fp[yh e 7Z/n]U" = IE‘p[\,].) e 7V’n]7

ou U,, désigne le sous-groupe de Sylow de GL,, des matrices triangulaires su-
périeures avec 1 sur la diagonale. Le groupe U,, est aussi le groupe de Weyl de
V,, dans X, ,, d’ott M, (p) est une sous-algebre de (H*V;,)Ur.

On note e, = L:;Tl et Mms = Mn;SLZT3. Le degré de e, est p" — 1 et le
degré de Mn;s est p™ — 2p°.

Les trois lemmes suivants seront utiles pour le calcul de l'intersection de
Mn(p) et Palgébre (H*V,,)¢ avec G un sous-groupe de GL,.

LEMME 6.7. — Pour 0 < s < k< m, on a kas,es,i\v/Ihs € M, (p). De plus
si f est un élément de A(z1,...,2,) @ Fplyr,...,yn] tel que f -V, € My(p),
alors f € Mn(p).

Démonstration. — On répéte la démonstration de I1.6.3 et I1.6.4 dans [18] pour
le premier énoncé. Comme Qy, s et e5 sont des U,-invariants de Fy[yi, ..., yn],
il est clair que Qg s et es appartiennent & M, (p).

—~ p=3 —~
Ensuite, on a My ;,—1 = UV, > , d'odt My ;1 € My(p). Pour s < k — 2,
utilisant la relation My s = My_1 Vi + My ,_1Qr—_1,5, 0n a

—1

— — p=3
Mis = Mi_1,,V,? +UrV,.? Qp_1.

p=3 —~
Comme UiV, 2 Qp_1,s € My(p), il est clair que My, € M, (p) par récurrence.
Pour le dernier énoncé, on pose M, (p) = A(Uy, ..., U,)®F,[V1,..., V,_1].
Comme f-V,, € M, (p), on peut écrire f-V,, = fo+ f1 avec fo € M. (p) et f1 €
Mn(p) - V. Si fo est non-nul, alors fy est divisible par y,. Or, aucun élément
non-nul de J,(p) n’est divisible par y, car, d’une part, les Uj,...,U,_1 et

V4,...,V,_1 ne contiennent pas z,, et y,, et d’autre part,
Un |yn:0= (—1)n$n2n_1 75 0.
Il S’ensuit fo = 0, donc f € M, (p). Le lemme est démontré. O
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LEMME 6.8. — Soit f € A¥(21,...,2,) ® Fply1,...,yn] de la forme
F=Y"zrfi(y, . ym)-
1

(p—1)(k—1)

Si f est un élément de M, (p), alorsy, 2 divise f1, avec In = {1,...,k}.

Démonstration. — Cette remarque apparait dans la démonstration de 11.6.6
de [18]. Comme f € M, (p), f est aussi de la forme

F= Uigi(Vi,..., V).
I

k p—1 p—1
Un calcul direct donne U; --- U = (—1)(2):1:1 cexply? - L2 qui est divi-
(p=1)(k—1)

sible par y; ? . Le lemme suit. O

LEMME 6.9 ([18, 1.4.15]). — Soient 1 < d < p—1 et f € A¥(zy,...,7,) ®
Fply1, .- -, Yn] un invariant par rapport a det? de la forme

fzzxffl(y17"'ayn)
I

avec I une partie ordonnée de cardinal k de {1,...,n}. Supposons que yI* divise

f1 pour certain i et certain I, alors L™+4=1=™ divise f; pour tout I. Icia =a
modp—1avec0<a<p—2.

On est maintenant en mesure de décrire la structure de D(n) et ®(n). Pour
les calculs dans les sections qui suivent, il nous suffit de comprendre la structure
de D(n) et D(n) en tant que Fp-espaces vectoriels.

THEOREME 6.10 ([18]). — D(n) est un Fp[Qn,0,..., Qn n_1]-module libre de
base

2]
2

p—2+(p—1)[
{17 Mn;sl,...,stn
avec0 <51 <---<s; <n—1

}

Démonstration. — On a D(n) = M, (p) N (H*V,)%%. Posons j = 25’ + e,
e =0,1. Comme

j*l]_ (p—1)j
2 2

M Lp—2+(p—1)[%] _ (_1)(;)1’\7[ LY A Faaa bl
T381,...,5; N - n,s1 n,s;Hn
= (_1)(g)ﬁn,81 ’ “M’ﬂasj efw
on déduit du lemme 6.7 et du théoréme 6.3 que le module donné dans le théo-
réme est contenu dans i, (p) N H*V,SLn.
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Montrons l'inclusion inverse. Soit f € AJ(z1,...,2n) ® Fply1,...,yn] un
éléement de M, (p) N H*V,S%~ de la forme

fzlefl(yl7"'7yn)'
I

Sij =0, alors f est un élément de Fp[Qp0,- .-, Qn,n—1]- Supposons que j > 0.
(=-1)G-1)
D’aprés le lemme 6.8, y; 2 divise fr, avec Iy = {1,...,j}. Comme f est

GL,,-invariant, i.e. invariant par rapport & det”? ', on déduit du lemme 6.9 que
_ )izt
LY 2=l divise f car

p—1)(j—1 p—1)(G—1 ji—1
R TLES) Bo  l PE
2 2 2
Utilisant le théoréme 6.3, f est un élément du module donné dans le théoréme.

O

THEOREME 6.11 ([24]). — D(n) est un Fp[Quno,- ., Qnn-1]-module libre de
base _
{L?, M,. . LT’:T’P’Jr(p—l)[%]}

avec 0 <51 <---<s; <n—1

J

Démonstration. — On a D(n) = M,(p) N (#*V,,)E~. Posons j = 25 + e,
e =0,1. Comme

p_3 —1)[Z i\~ ~ p_1 —1)[d1— =i
Mn;31,-~78jLn2 e Dlz] = (—1)(%)1\/[,1 syt 'Mn,Sjan eI 2
= (-1)BIM,,,, - M, el

on déduit du lemme 6.7 et du corollaire 6.4 que le module donné dans le théo-
réme est contenu dans M, (p) N (H*V;,) L.

Montrons l'inclusion inverse. Soit f € AJ(z1,...,2n) ® Fply1,...,yn] un
élément de M, (p) N (#*V,,)SL de la forme

f:ZfoI(y17"'7yn)'
I

p=1
Sij =0, alors f est un élément de F,,[Qn0,--., Qn,n—1]Ln> . Supposons j > 0.
(p=1)(G-1)
D’aprés le lemme 6.8, y; 2 divise fr, avec In = {1,...,j}. Comme f est
—1 p=3 —1) L
invariant par rapport & detpT, on déduit du lemme 6.9 que L,,* He-DlE]

f car

divise

p-1D)G-1) p-3 (-1YGH-1) p-3 J
2 Tt 5 =3 +(p—1)[§]-

Utilisant le théoréme 6.3, f est un élément du module donné dans le théoréme.
O
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COROLLAIRE 6.12 ([24]). — On a

D(n) ®D(n) =AM, 0., My 1) @Fplen, Quis- s Qunil-

REMARQUE 6.13. — On note @~ le sous-groupe alterné du groupe sy-

~

métrique Yp». D’aprés le lemme d’Eckmann-Shapiro, on a H*4» =
H *(an;]lii;). On vérifie que le module induit ]lf;;n est isomorphe a la
somme directe de la représentation triviale Z/p et la représentation signature
Z/p. 1l S’ensuit que

i(Vn,opn)

D(n) ®D(n) =2 Im (H*yn H*V,,).

Le corollaire 6.12 alors peut étre trouvé dans [19].

6.3. Calculde (D(n): L1)g. — Soit G,,—1 (resp. GL,_1) le sous-groupe de GL,,
des matrices de la forme

(resp. AR DY
0---01 0---01

Soit T: % — % le foncteur de Lannes [12]. On a
T((H*V,)®") = Mapgy,, (Va, H*V,).

Rappelons que si (a1, . .., a,) est la base canonique de V,,, alors l’action a droite
de GL,, sur V,, est donnée par (a; - g,...,a, - g) = (a1,---,a,)g’, le produit
matriciel de (aq,...,a,) par le transposé de g € GL,. L’espace vectoriel V,
muni de cette action de GL,, se décompose en deux orbites : celle de 0 et celle
de a,,. On a évidemment que le fixateur dans GL,, de 0 (resp. de a,,) est GL,,
(resp. G,—1). On en déduit que

T((H*V,) %) = (H*V,,) %,

ott T désigne le foncteur de Lannes réduit.

THEOREME 6.14. — (H*V,,)Gn-1 est un FplQn-1,0s--- Qno1,n—2, V,]-mo-
dule libre de base

n—1» n—1»

-2 -2 -2
{17 Mn—l;sl,...,sin Mn;n—le Mn;n,...,rj,hn—lLI:l_l}
oul0<s; < <5<n—-2et0<r < <71 <n—2.
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Démonstration. — Observons d’abord que

Folyt, - ¥nl®" ' = Fp[Quo1.0- - Quo1.n—2, V).
Donc il est clair que le module libre donné dans le théoréme est contenu dans
(H*V,)Gn—1,
Montrons l'inclusion inverse. On note S,,_1 le sous-groupe SL,, des matrices
de la forme

K ek ok
0---01

D’aprés [16], (H*V,)S—1 est un FplLn—1,Qn-1,1,---, Qn-1,n—2, VpJ-module
libre de base
{17 Mn—1;31 ..... Si Mn;n—la Mn;rl ..... rj_l,n—l}

oul0<s <<, <n—-2et0<r <---<rj_1 <n—2

Soit f un élément de (H*V,)C»-1, f € AI(21,...,2n) @ Fply1,...,yn]. Si
j=0,alors f € Fp[Qn-1,0,---,Qn-1,n—2, Vn]. Supposons que j > 0. Comme
Sn—1 C Gp_1, f s’écrit

f = Z Mn—l;sl,...,Sj fS + Z Mn;rl,...,rj_l,n—lfRa
S R

avec fs, fr € Fp[Lp—1,Qn-1,1,--.,Qn-1,n—2, V). Comme f est GL,_;-inva-
riant, on déduit du lemme 6.1 que fg et fr sont divisibles par Lf;Ql. Il s’ensuit
que f est un élément du module libre donné dans le théoréme. O

Considérons ensuite le calcul de T(D(n)). Rappelons que, contrairement au
cas p = 2, D(n) est un sous-module propre de (H*V;,)%L». A cause de cela, on
va calculer T(D(n)) en utilisant la définition D(n) = Im i(V,, Xpn).

Soit €, le centralisateur dans le groupe ¥,» du vecteur de base a, € V,, :

Cn={f Vo= Vol flv+a,) =Ff)+a,,YveV,} CZpn.
PROPOSITION 6.15. — On a T(Im i(Vy, Zpn)) = Im i(V,,, %,).
Démonstration. — Rappelons d’abord la formule de I'image de T sur la coho-
mologie d’un groupe fini. Soit G un groupe fini, T(H*G) est donné par ([12]) :

T(H*G) = II #¢,.
#€Rep(Z/p,G)

Ici Rep(Z/p,G) désigne le quotient de laction par conjugaison de G sur
Hom(Z/p,G) et G, le centralisateur dans G de I'image de ¢. Le morphisme
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T(H*G) — H*G, est induit par le morphisme évident Z/p x G, — G,
(z,9) — o(z)g.
Maintenant, soit f: G’ — G un homomorphisme de groupe. Par fontorialité,
le morphisme T(f*): T(H*G) — T(H*G’) est le produit des morphismes
T(fy): H'G,—» || H'G,,

»’ €Rep(Z/p,G'),
p=foyp’

 décrivant Rep(Z/p, G). On en déduit que T(Im f*) est 'image du morphisme

H H*GW H«pelm Rep(f) T(f:’) H ( H H*Gfp/> 5

»€Im Rep(f) p€Im Rep(f) ¢’€Rep(f)~1(p)
ot Rep(f): Rep(Z/p,G') — Rep(Z/p, G) est Papplication induite par f: G' —
G.
Revenons au cas ol f est le plongement naturel ¢,,: V, = ¥,». On a
Rep(Z/p, Vi) = Vi

Considérons I'image de Rep(in): Rep(Z/p,Vy,) — Rep(Z/p,Zpn). On a évi-
demment que Rep(i,)(0) = 0. Si v; et vy sont deux éléments non-nuls de
V., = Rep(Z/p, V,,), alors vy est conjugué & v dans X« par un automorphisme
f € Aut(V,,) C Zpn qui envoie v & ve. En effet, pour tout v € V,,, on a

(foviof () = flor+ f7(v) = f(vr) +v =12 +v=12(v),

ie. fouvyof~l =y,

On en déduit que Im Rep(i,,) = V,,/GL,, et celui-ci est représentée par 0 et
an €V, C X, {a1,...,a,} étant la base canonique de V,,. Le centralisateur
dans ¥,» de O (resp. a,) est alors Xpn (resp. €,).

Soit jy: Vi, < %, l'inclusion naturelle. Par ce qui précéde, T(Im ¢(V,, Xpn))
est I'image du morphisme :

(Ve Zpn)x [ i(Va,%n)
vEVn\ {0}

H*Y,n x H*6,

H*V,, x H H*V,,.
veV, \{0}

1 suit que T(Im i(V;,, £pn)) = Im (V,,, 6,,). La proposition est démontrée. [

Rappelons que G,,_; est le sous-groupe de GL,, des matrices de la forme

K ek ok
0---01
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COROLLAIRE 6.16. — On aT(Im i(V,,, Epn)) 2 Im i(Vyy, Spn )N H* V) G2

Démonstration. — Montrons d’abord que V,, C ¥pn, C %,. On considére
Y,n-1 le groupe des permutations (de I’ensemble des points) de V;,_1, le sous-
espace de V, engendré par ay,...,a,_1. Soit i,_1: V3 — Xpn-1 linclu-
sion naturelle. Soit A,, le sous-espace de V,, engendré par a,. Vérifions que
Yn-1 [ A, est un sous-groupe de %,. Soit f un élément de ¥,.-1 [ A, de la
forme

f = (S; )\10,”, ey )\pn—lan)

avec § € Xpn-1 et Aap,..., A
ronne, on a

pn-10y € Ay. Par définition du produit en cou-

f 4 Aan) = s(v) + X, (v)0n + Aay

pour v € V,,_1 et Aa,, € A,. D’autre part, on peut réécrire le groupe %,, comme
suit :

Cn={f: Vo= Vo | flo+Aan) = f(v) + Aan, Vv € Vi, A € Fp}.

On en déduit que f est un élément de 4;,, d’ott Xpn—1 [ A, C %,. Comme Z,n ,
est un sous-groupe de X,n-1 J A, contenant V,,, on a V,, C Epn , C 6.

Montrons maintenant le corollaire. D’aprés le théoréme 6.5, on a
Im i(Vi, €n) 2 Im i(Viy, S ) N (H* V) W (V).

D’autre part, d’aprés [10, Proposition 3.5], le groupe de Weyl W, (V,,) s’iden-
tifie & GL,, N %,. Par définition, on a

GL, NG, ={f € Awt(V,,) | flv+an) = f(v) +an, Vv eV, }

= {f € Aut(Vy) | flan) = an}
= Gp-1-

Le corollaire suit. O
THEOREME 6.17. — T(D(n)) est un Fp[Qn-1,0---, Qn-1,n-2, Vn]-module
libre de base

—2+(p—1)[52 — —24(p—1)[izt
{1’Mn—1;sh-~-,siLfL—1+(p = ]aMn;n—le—ivMn;n,u-vrjflm—lLi—al = ]}

avec 0 <51 < <s55<n—-2et0<r < ---<rj_1 <n—2.
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Démonstration. — On a T(D(n)) = M, (p) N (H*V,)G"-1. Posons j = 25’ + ¢
avec e € {0,1}. Comme

p—2+(p—1)[51] DNT N
Mnfl;sl,...,sJ-Ln_]_ 2 = (_1)(2)Mn71,s1 e Mnfl,sj 62717
. =~ ~ ~ p—2+(p—-1)[LF2]
M L 20U gy () MMy Mo L, :
n;T1,..ri—1,n—1Hn 1 - (_ ) @3
N e

o~ - —~ .
M, My Mo po1ef

— (-1)©)

V(pgl)j_l )

on déduit du lemme 6.7 et du théoréme 6.14 que le module donné dans le
théoréme est contenu dans M, (p) N (H*V,,)%»-1.

Montrons l'inclusion inverse. Soit f € AJ(z1,...,2n) ® Fply1,...,yn] un
élément de M, (p) N (H*V,,)¢»-1 de la forme

F=Y"zrfi(y, . yn)-
I

Sij =0, alors f est un élément de Fp[Qn-1,0,..., Qn-1,n—2, Vp]. Supposons
(p=1)(G=1)

que j > 0. D’aprés le lemme 6.8, y; divise fr, avec I = {1,...,5}.
Comme f est G,,_1-invariant, f est aussi GL,,_i-invariant. On déduit du lemme

6.9 que P72 P-OIF Givige f car

n—1
p—1)(—-1 p—1)(—-1 j—-1
DUl oy 2DV o nid Yy
Utilisant le théoréme 6.14, f est un élément du module donné dans le théoréme.
O
COROLLAIRE 6.18. — (D(n): L1)¢ estunF,[Qun-1,0,---, Qn-1.n-2, VE~1]-mo-

dule libre de base

i—1 —
{1’ Mn_hsl,~~‘,Sin_2+(p_1)[T]’ Mn,n—ng_zv Mn;Tlw..,?"j—1,n—1L£_2L7(1p:11)[JT] }

n—1
avec 0 <51 < <55<n—2et0<r <---<rj_1<n—2.
Démonstration. — L’action de GL; sur H*Z/p induit une action sur T(D(n))

a travers l'inclusion GL; — GL,, donnée par A — diag(1"~1, \). Le résultat se
déduit facilement du théoréme précédent. O

6.4. Série de Poincaré de (R;XZ/p: L1)g. — On note Py (t) la série de Poin-
caré du module instable M. Par définition des foncteurs ® et ¥ [22], on a
Por(t) = P+ (t°) + 2P Py (89),
Poxp(t) = t* Py (t7) + tP Py (t°).
Si M = (RsXZ/p: Ly1)q, on écrit Ps,(t) (resp. PJ,(t), P;,(t)) pour P(t)
(vesp. Pas+(t), Pa- (1)) ’ ’
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LEMME 6.19. — Pour s > 2, on a

L (1= 20" D) PE(8) = PFy o(17) + 972P7 o (t9);
2. (1= 20" =D)Pr () = 17 LP o(#7) + 227 PR (#2).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 6.18, le sous-espace des éléments de
degré pair de (D(s): L1)q est le Fp[Qs—1,0---,Qs—1,5—2, VE~!]-module libre
de base

_ ayr—1 Nk
{1, M, 1y, L OO Msm,...,jk,s—1L§_2Li{11)[2]}

ou {i1,...,4,} avec r pair (resp. {ji1,...,Jx} avec k impair) est une partie
ordonnée non-vide de {0,...,s — 2}. On notera P; (t) la série de Poincaré de
I’espace vectoriel engendré par cette base. De méme, le sous-espace des éléments
de degré impair de (D(s): L1)q est le Fy[Qs—10,---,Qs—1,s—2, VE~!]-module
libre de base

r—1
(M, L0700 M 12720 My, e 221 nes !

ou {i1,...,i,} avec r impair (resp. {j1,...,Jjx} avec k pair) est une partie
ordonnée non-vide de {0,...,s — 2}. On notera P, (t) la série de Poincaré de
I’espace vectoriel engendré par cette base.

-1
r2 ]

Le degré de Ms_1.4,....i. est

r—1

5 J4+1) + (1 —=2p) 4+ 4+ (1 —2p™)

207" = 1)(

et le degré de My, .., s—1 L2 2LE V1 s
T. y .
2(p°~t - 1)[5] +(2p* —2p* "t = 1)+ (1 —2p7) + -+ (1 —2p77).

On en déduit, en posant 2p! = 2p* +- .- +2p’ pour I = (i1,...,i,) et 2p? = 0,
que

s—1 I s—1 J s
P;’(t) _ § : P° T H=2p + § : 277 (1J1=3)—2p" +2p
1cHo,..., s—2}, Jc{o,..., s—2},
|I| pair |J| impair
= A7 (t) + BJ(t);
P (t) = E, w D=2 -1 Z 277 (1T1=2)—-2p7 +2p° ~1
1c{0,...,s—2}, Jc{o,...,s—2},
|I| impair |J| pair

=: A, (t) + B, (t).
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On a, en considérant si I contient 0 ou non,

AF(t) = Z w2 =2p") Z 2@ 2 (| 1]+1)~2p") 2
1C{0,...,5—3}, 1c{0,...,s—3},
|I| pair |I| impair
—92 4=
= A:—1(tp) + AL (8);
B (t) = Z 2@ 2 (17]-3)=2p" +2p° ")
S
Jc{o,...,s—3},
|J| impair

T I e e R e

Jc{o,...,s—3},
|J| pair

=B, (t") + " *B,_,(t").

11 suit que
PF(t) = Py (17) + 2P, (7).
De méme,
As()= 3 eTRD-O- L S e ) -
1C{0,...,s—3}, IC{0,...,s—2},
|I| impair 7] pair
= PTLAL () + £ AL ()
B (t) = Z #@° 2 (1J1=2)=2p” +2p° 7)1
Jc{o,...,s—3}
7] pair

+ Z tp(ps_z(|J|—1)—2PJ+2PS_1)—3

Jc{o,...,s—3},
|J| impair

=TI () + T TSBE L (7).
D’ou
s—1
P (t) = "7 P () + £ TEPE (1),

On observe enfin que si 'on note Qs(t) la série de Poincaré de l’espace
vectoriel Fp[Qs—1,0,-- -, Qs—1,5—2, VET1], alors

1
Q:(t) = (1— 207 =) .. (1 — 207 =P D)) (1 — 20" (1))’

Il s’ensuit (1 — tz(pkl_l))Qs(t) = @s—1(t). Le lemme est démontré. O

LEMME 6.20 (|24, Définition-Proposition 4.5.1]). — Soient s,i > 1. Il existe
une suite exacte courte des modules instables :

0 — YR YZ/p — X*RY"'Z/p — ®XR, 1% 'Z/p — 0.
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Comme le foncteur (—: L) est exact et commute avec ® et X [22], il résulte
du lemme que

1) Pyi(t) = tPsia(t) =P Py 4 (1) —tPL 4 ().
PROPOSITION 6.21. — Pour s>1eti >0, on a
Pui(t) = 2" P, o(t) si i est pair,
> tps_l(i_l)"'lPs_,O(t) + tps_l(i_1)+2ps_1_1P::0(t) si 1 est impair.

Démonstration. — On fait une récurrence double sur (4,s). On a rien &
faire pour i = 0. Pour s = 1, on a (R1X‘Z/p: L1)gy = (X'My: L1)q =
YHRyZ/p: L1)q car le quotient de Y'M; par R;%'Z/p est un module fini.
D’ou Pl’i(t) = tipl’o(t).

Supposons que la formule de la proposition soit vérifiée pour tout (s',i') <
(s,4) dans Pordre lexicographique.

Supposons que i est impair. On a
Py i(t) = tPy;1(t) —tP " Py (t7) —tPr 4 (tP) (d’apres (1))
= 7O () — a7 ORI (@) — T DR o(#7)
(par hypothése de récurrence)
= tpsfl(i—l)-i-lps’o(t) _ tpsfl(i—l)-i-l(l _ t2(p571—1))p;’r0(t)
(d’apres le lemme 6.19(1))
= tps‘l(i—l)-irlps—’o(t) + tps_l(i—1)+2p5‘1—1p8-"-0(t)'

Supposons que ¢ est pair. On a
Py i(t) =tPs,—1(t) — tp_lPs:Lifl(tp) —tPl 4 (tP) (d’aprés (1))
- tpsfl(i—2)+2ps—70(t) + thl"P;fO(t) _ tpsfli—lpstl’o(tp)
- tps_l(i_2)+1+pPS:1’0 (t?) (par hypothése de récurrence)
=7 DR P () PP ()
- tp871(i_2)+2(1 - t2(p871_1))Ps_70(t) (d’apres le lemme 6.19(2))
s—1.

=tP "Pso(t).

La proposition est démontrée. O

Pour s > 1 et 4 > 0, on note ¢, ; la connectivité de (RXZ)p: L),
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COROLLAIRE 6.22. — On a

i sts=1,

Cs,i = ps L si s> 2 eti est pair,

p*li+ (p—2)p*2 sis>2eti estimpair.

En particulier, cs; > p*~li.

Démonstration. — Pour s = 1, il est facile & voir que ¢ ; = 1.

Supposons que s > 2 et i est pair. Il résulte de la proposition 6.21 que
Csi = pSTL.

Supposons que s Z 2 et i est imp@ir. On note c:i, ¢, respectivement la
connectivité de (RsX'Z/p: Ll)g, (RsX'Z/p: L)y, D’aprés la proposition 6.21,
on a
c:i =pli—1)+1+ oo

o

c,=pHi+1) -1

D’aprés le lemme 6.19, on a
cso =min(p — 1+ peg_q o 2p°~1 — 3)

pour tout s > 2. De plus, il est facile a vérifier que ¢j ; = 2p—3. Par récurrence,
on peut montrer que ¢, = 2p°~1 — 2p°~2 — 1 pour s > 2. Il suit que

+. — ps—l(i + 1) _ 2p8—2.

Csi
Comme ¢, ; = min(c],,c;;), on obtient ¢, ; = p*~1i+ (p — 2)p*~2. Le corollaire

est démontré. O

COROLLAIRE 6.23. — Si s+t > 1, la connectivité de (D;XZ/p : L1)q est
supérieure ou égale 4 p*~*(s+t—1)+ 1.

Démonstration. — On a (DsX'Z/p: L1)q, = S(RXT71Z/p: Ly)g,. Le corol-
laire se déduit du corollaire précédent. O]

BIBLIOGRAPHIE

[1] J. F. Apawms, J. H. GUNAWARDENA & H. MILLER — « The Segal conjec-
ture for elementary abelian p-groups », Topology 24 (1985), p. 435-460.

[2] G. Z. ARONE & W. G. DWYER — « Partition complexes, Tits buildings
and symmetric products », Proc. London Math. Soc. 82 (2001), p. 229-256.

[3] G. Z. ARONE & M. MAHOWALD — « The Goodwillie tower of the identity
functor and the unstable periodic homotopy of spheres », Invent. Math.
135 (1999), p. 743-788.

TOME 140 — 2012 — N° 2


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#2
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#3

)
g
6]

1]
[10]
[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]
[17]

[15]

[19]

[20]

UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 307

H. E. A. CAMPBELL & P. S. SELICK — « Polynomial algebras over the
Steenrod algebra », Comment. Math. Helv. 65 (1990), p. 171-180.

H. CArRTAN & S. EILENBERG — Homological algebra, Princeton Univ.
Press, 1956.

L. E. DICKSON — « A fundamental system of invariants of the general
modular linear group with a solution of the form problem », Trans. Amer.
Math. Soc. 12 (1911), p. 75-98.

T. G. GOODWILLIE — « Calculus. III. Taylor series », Geom. Topol. 7
(2003), p. 645-711.

N. D. H. Hai, L. ScHWARTZ & T. N. NAM — « La fonction génératrice
de Minc et une “conjecture de Segal” pour certains spectres de Thom »,
Adv. Math. 225 (2010), p. 1431-1460.

N. J. KUuHN - « The modular Hecke algebra and Steinberg representation
of finite Chevalley groups », J. Algebra 91 (1984), p. 125-141.

, « Chevalley group theory and the transfer in the homology of
symmetric groups », Topology 24 (1985), p. 247-264.

_, « The rigidity of L(n) », in Algebraic topology (Seattle, Wash.,
1985), Lecture Notes in Math., vol. 1286, Springer, 1987, p. 286—292.

J. LANNES — « Sur les espaces fonctionnels dont la source est le classi-
fiant d’un p-groupe abélien élémentaire », Publ. Math. I.H.E.S. 75 (1992),
p- 135-244.

J. LANNES & L. SCHWARTZ — « Sur la structure des A-modules instables
injectifs », Topology 28 (1989), p. 153-169.

J. LANNES & S. ZARATI — « Sur les % -injectifs », Ann. Sci. Ecole Norm.
Sup. 19 (1986), p. 303-333.

C. LOFWALL — « On the subalgebra generated by the one-dimensional
elements in the Yoneda Ext-algebra », Lecture Notes in Math. 1183 (1986),
p- 291-338.

P. A. MiNH & V. T. TUNG — « Modular invariants of parabolic subgroups
of general linear groups », J. Algebra 232 (2000), p. 197-208.

S. A. MiTcHELL & S. B. PRIDDY — « Stable splittings derived from the
Steinberg module », Topology 22 (1983), p. 285-298.

H. MUI - « Modular invariant theory and cohomology algebras of symme-
tric groups », J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 22 (1975), p. 319—
369.

, « Cohomology operations derived from modular invariants »,
Math. Z. 193 (1986), p. 151-163.

A. POLISHCHUK & L. POSITSELSKI — Quadratic algebras, University Lec-
ture Series, vol. 37, Amer. Math. Soc., 2005.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#4
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#5
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#6
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#7
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#8
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#9
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#10
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#11
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#12
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#13
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#14
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#15
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#16
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#17
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#18
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#19
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#20

308 N. D. H. HAI

[21] S. B. PrRIDDY — « Koszul resolutions », Trans. Amer. Math. Soc. 152
(1970), p. 39-60.

[22] L. SCHWARTZ — Unstable modules over the Steenrod algebra and Sullivan’s
fized point set conjecture, Chicago Lectures in Mathematics, University of
Chicago Press, 1994.

[23] R. STEINBERG — « Prime power representations of finite linear groups »,
Canad. J. Math. 8 (1956), p. 580-591.

[24] S. ZARATI — « Dérivés du foncteur de déstabilisation en caractéristique

impaire et applications », thése de doctorat, Université Paris-Sud (Orsay),
1984.

TOME 140 — 2012 — N° 2


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#21
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#22
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#23
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/140/html/smf_bull_140_257-308.html#24

	1. Introduction
	2. Les modules instables Ln,m
	3. Un complexe de Koszul de modules instables
	4. Résolution injective minimale de Ln,3
	5. Application: cohomotopie du spectre L(n,3)
	6. (D(n)2mu-:6muplus1muL1)U en tant qu'espace vectoriel gradué
	Bibliographie

