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Résumé. — Dans [8], les auteurs ont construit une résolution injective minimale d’un
module instable dans la catégorie des modules instables modulo 2. A partir de cette
résolution, un résultat de type conjecture de Segal a été obtenu pour un certain spectre
de Thom. Le but de cet article est de refaire ces résultats pour les premiers impairs.
Etant donné un premier impair p, on construit dans ce travail un complexe de Koszul
dans la catégorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod modulo p. Une réso-
lution injective d’un module instable intéressant est obtenue comme cas particulier de
ce complexe de Koszul. Ce module instable est la cohomologie modulo p d’un spectre
de Thom qui apparaît (à p-complétion près) comme l’un des fibres homotopiques non
contractiles dans la tour de Goodwillie du foncteur identité évaluée en la sphère S3.
Comme application de cette résolution injective, on calcule quelques groupes de coho-
motopie de ce spectre à l’aide du travail de S. Zarati [24] sur les foncteurs dérivés du
foncteur de déstabilisation.

Abstract (A Koszul complex of unstables modules and cohomotopy of a Thom spec-
trum)

We constructed in [8] a minimal injective resolution of an unstable module over
the modulo 2 Steenrod algebra. From this resolution, a Segal conjecture-type result
was obtained for a certain Thom spectrum. In this paper we propose to study similar
problems modulo odd primes. Given p an odd prime, we construct in this work a
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258 N. D. H. HAI

Koszul complex in the category of unstable modules over the mod p Steenrod algebra.
An injective resolution of an interesting unstable module is obtained as a special case
of this Koszul complex. This unstable module is the mod p cohomology of a Thom
spectrum used in the description of the layers of the Goodwillie tower of the identity
functor evaluated on the sphere S3. As an application of the injective resolution, we
compute some cohomotopy groups of the Thom spectrum using work of S. Zarati [24]
on the derived functors of the destabilisation functor.

1. Introduction

Soient p un premier et Vn = (Z/p)n un p-groupe abélien élémentaire. On note
ρn la représentation réelle régulière réduite de Vn, et pour tout entier naturel
m, on note mρn la somme directe de m copies de ρn. On considère l’espace de
Thom BV mρnn du fibré vectoriel associé à mρn au-dessus de l’espace classifiant
BVn. L’action naturelle du groupe linéaire général GLn(Fp) sur Vn induit une
action sur l’espace de Thom BV mρnn . On pose L(n,m) = enBV

mρn
n , le facteur

stable de BV mρnn déterminé par l’idempotent de Steinberg [23] en de l’anneau
Fp[GLn(Fp)].

Les spectres L(n,m) apparaissent dans la théorie de Goodwillie comme suit.
On considère la tour de Goodwillie du foncteur identité de la catégorie des
espaces topologiques pointés :

...

��
Pk(X)

jk

��

Fk(X)oo

Pk−1(X)

��

Fk−1(X)oo

...

��
X

i1 //

??
ik

DD

P1(X) Ω∞Σ∞(X).

Dans ce diagramme, le foncteur Fk est la fibre homotopique de la transforma-
tion naturelle jk : Pk → Pk−1. Il suit de la théorie de Goodwillie [7] que Fk(X)
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est un espace de lacets infini, i.e. il existe un spectre Fk(X) tel que Fk(X) soit
le 0-ième espace de Fk(X) :

Fk(X) = Ω∞Fk(X).

En particulier, à p-complétion près, siX est la sphère Sm (m est supposé impair
si p est impair), on a

Fk(Sm) '

{
Σm−nL(n,m) si k = pn,
∗ sinon.

(voir [3], [2, Thm. 1.9, Cor. 9.6]).

On note Ln,m la cohomologie modulo p du spectre L(n,m). On se propose
d’analyser Ln,m en tant que objet de la catégorie U [22] des modules instables
sur l’algèbre de Steenrod modulo p, Ap. On sait que Ln,0 et Ln,1 sont des mo-
dules instables injectifs. Dans [8], on a construit explicitement une résolution
injective minimale de Ln,2 dans la catégorie des modules instables sur l’algèbre
de Steenrod modulo 2. A partir de cette résolution, un résultat de type conjec-
ture de Segal a été obtenu pour les groupes de cohomotopie du spectre L(n, 2)

(2-complété).
Dans cet article, on étend ces résultats à tout nombre premier impair. On

profite de cette occasion d’améliorer et de clarifier la construction du complexe
fondamental du cas p = 2. Pour ce faire on introduit un complexe de Koszul
approprié qui permet de généraliser les complexes exacts obtenus et ouvre de
nouvelles perspectives. En particulier, en considérant la limite de ces complexes
on est amené à introduire une algèbre de Koszul qui mérite une étude plus
approfondie.

Dans ce qui suit, on fixe p un nombre premier impair. A l’aide de l’isomor-
phisme de Thom, on peut considérer Ln,m comme un sous-module de H∗Vn :

Ln,m = en · (emn H∗Vn) ⊂ H∗Vn,

en ∈ Hpn−1Vn étant la classe d’Euler de ρn. En particulier, on vérifie que
Ln := Ln,1 est un facteur direct indécomposable du module instable injectif
H∗Vn [22], donc Ln est un module instable injectif indécomposable.

Pour énoncer les résultats, on considère le module quotient :

Jn,m :=
L⊗n1∑n−1

i=1 L
⊗i−1
1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1

1 + L⊗n−1
1 ⊗ L1,m

.

On observera que Jn,m est un module fini (voir la section 4.14). En particulier,
Jn,1 est trivial.

Voici le premier résultat de cet article.
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260 N. D. H. HAI

Théorème 1.1. — Soient n,m deux entiers positifs avec m impair. Il existe
une suite exacte de Ap-modules instables :

0→ Ln,m → Ln → Ln−1 ⊗ J1,m → · · · → Ln−k ⊗ Jk,m → · · · → Jn,m → 0.

On verra plus bas que cette suite exacte est de type complexe de Koszul.
Pour m = 1, la suite exacte se réduit à l’identification Ln,1 = Ln ci-dessus. Afin
d’énoncer le résultat pour le cas m = 3, on rappelle que le module instable de
Brown-Gitler J(i), i ∈ N, est un module fini caractérisé par l’isomorphisme
naturel en M ∈ U :

Hom U(M,J(i)) ∼= M i∗.

On rappelle aussi que le produit tensoriel Lk ⊗ J(i), k, i ∈ N, est un module
instable injectif indécomposable [13].

Théorème 1.2. — On a un isomorphisme de modules instables Jn,3 ∼=
J(2pn − 2). En particulier, la suite exacte

Ln,3 ↪→ Ln → Ln−1 ⊗ J(2p− 2)→ · · · → Ln−k ⊗ J(2pk − 2)→ · · · → J(2pn − 2)→ 0

est une résolution injective minimale de Ln,3 dans la catégorie U.

On se sert de cette résolution injective pour étudier les groupes de coho-
motopie du spectre L(n, 3) (p-complété). Rappelons que si X est un spectre,
le calcul du groupe de cohomotopie [X,Sk] des classes d’homotopie d’appli-
cations de X vers le spectre des suspensions itérées de la sphère Sk est l’une
des questions importantes en topologie algébrique. Des cas particuliers ont été
étudié ces dernières années parmi lesquels on peut citer la conjecture de Segal
[1] concernant le calcul de [Σ∞BVn, S

k], k ≥ 0.
Pour avoir des informations sur les groupes [L(n, 3), Sk], on utilise la

suite spectrale d’Adams en cohomologie modulo p dont le terme E∗,∗2
∼=

Ext∗,∗Ap (Z/p, Ln,3) est étudié à l’aide des foncteurs dérivés du foncteur de
déstabilisation [24] et des propriétés de la résolution injective de Ln,3 trouvée
ci-dessus.

Voici un résultat partiel sur les groupes de cohomotopie du spectre L(n, 3)

(p-complété).

Théorème 1.3. — Supposons k ≥ 2pn−2 + n. Alors

[L(n, 3), Sk] =


Z/p si k = 2pn − 2 + n,
Z/p si k = 2pn−1 − 1 + n,
0 sinon.
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Plan de l’article. — Dans la section 2 on définit les modules instables Ln,m et
on donne une base additive pour chaque module Ln,m. Dans la section 3 on
démontre le théorème 1.1 en construisant un complexe de Koszul associé à une
suite de modules instables. Dans la section 4 on donne une présentation pour le
module de Brown-Gitler J(2pn− 2) et ainsi démontre le théorème 1.2. Comme
applications de la résolution injective de Ln,3, on calcule quelques groupes de
cohomotopie du spectre L(n, 3) dans la section 5. Pour le calcul des groupes
d’extension Ext∗,∗Ap (Fp, Ln,3), on aura besoin de comprendre l’espace vectoriel

(D(n) : L1) U , la division dans la catégorie U par L1 deD(n) := Im (H∗Σpn
res−−→

H∗Vn). La section 6 sera consacrée à la détermination de cet espace vectoriel.

Remerciements. — Ce travail fait partie de ma thèse de doctorat effectuée à
l’Université Paris 13 sous la direction de Lionel Schwartz. Je tiens à remercier
Lionel Schwartz pour sa générosité, ses conseils, sa patience et ses exigences
qui m’ont toujours accompagné pendant la thèse. Je remercie Geoffrey Powell
pour la suggestion de l’utilisation de complexe de Koszul qui a manifestement
amélioré la construction du complexe dans [8]. Enfin je remercie Saïd Zarati
d’avoir écrit la thèse [24] qui joue un rôle essentiel dans l’étude des groupes de
cohomotopie du spectre L(n, 3).

2. Les modules instables Ln,m

Si X est un espace ou un spectre, on note H∗X la cohomologie modulo p de
X. La cohomologie modulo p de Vn est donnée par

H∗Vn ∼= Λ(x1, . . . , xn)⊗ Fp[y1, . . . , yn],

où {x1, · · · , xn} est la base canonique de l’espace dual V ∗n ∼= H1Vn. L’action
de l’algèbre de Steenrod Ap sur H∗Vn est déterminée par les formules

βxi = yi, P 1yi = ypi , 1 ≤ i ≤ n

et la formule de Cartan. Cette action commute à l’action naturelle à gauche
du semi-groupe de n× n-matrices à coefficients dans Fp, Matn(Fp), sur H∗Vn
déterminée comme suit [18]. Si g = (gi,j) ∈ Matn(Fp) et f ∈ H∗Vn, alors

(g · f)(x1, y1, · · · , xn, yn) = f(g · x1, g · y1, · · · , g · xn, g · yn)

où g · xj =
∑n
i=1 gi,jxi et g · yj =

∑n
i=1 gi,jyi pour 1 ≤ j ≤ n.

Soit GLn := GLn(Fp) le groupe linéaire général. L’idempotent de Steinberg
en [23] de l’anneau Fp[GLn] est défini par

en =
1

[GLn : Un]
B̄nΣ̄n.
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Ici Bn est le sous-groupe de Borel de GLn des matrices triangulaires supé-
rieures, Un le sous-groupe de Sylow des matrices triangulaires supérieures
avec 1 sur la diagonale, Σn le sous-groupe des permutations, B̄n =

∑
b∈Bn

et Σ̄n =
∑
σ∈Σn

sgn(σ)σ.
Soit mρn la somme directe de m copies de la représentation réelle régulière

réduite de Vn. On note BV mρnn l’espace de Thom du fibré vectoriel

EVn ×Vn R(pn−1)m → BVn

où Vn agit sur R(pn−1)m à travers de mρn et EVn est un espace contractile sur
lequel Vn agit librement. Le groupe GLn agit sur Vn, donc agit stablement sur
BV mρnn . L’idempotent de Steinberg en induit ainsi une application de spectres,
notée aussi en, de Σ∞BV mρnn à lui-même. On a en ◦ en ' en. A la suite de S.
Mitchell et S. Priddy [17], on considère le facteur stable de BV mρnn déterminé
par en :

enBV
mρn
n := hocolim(Σ∞BV mρnn

en−→ Σ∞BV mρnn
en−→ Σ∞BV mρnn

en−→ · · · ).

Définition 2.1. — Le spectre L(n,m) et le module instable Ln,m sont définis
respectivement par L(n,m) := enBV

mρn
n et Ln,m := H∗L(n,m).

Il résulte de l’isomorphisme de Thom que

Ln,m ∼= en ·
(
emn H

∗Vn
)
,

où en désigne la classe d’Euler de ρn. La classe de Chern supérieure, cn, de la
complexification ρC

n de ρn est donnée par :

cn = (−1)n
∏

0 6=x∈H1(BVn;Z/p)

β(x).

On vérifie que cn = Lp−1
n où

Ln :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yn

yp1 · · · ypn
... · · ·

...
yp

n−1

1 · · · ypn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Comme e2n = cn, on en déduit que en = L
p−1
2

n (à signe près).
On pose Mn := Ln,0 = en ·H∗Vn et Ln := Ln,1 = en · (enH∗Vn). On observe

queMn et Ln sont invariants sous l’action du sous-groupe de Borel Bn de GLn.

Proposition 2.2 (Mitchell-Priddy [17]). — On a une décomposition de mo-
dules instables : Mn

∼= Ln ⊕ Ln−1.
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UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 263

Posons X = x
y , Y = yp−1, où x et y sont générateurs de H∗Z/p ∼= Λ(x) ⊗

Fp[y]. On a M1 = L1 ⊕ Fp et on vérifie que L1 a une base additive formée par
les monômes XεY i pour lesquels ε = 0, 1 et i > 0.

Proposition 2.3. — On a Ln ∼= en · L⊗n1 .

Pour montrer cette proposition, on a besoin d’utiliser les relations qui
existent entre les idempotents de Steinberg de différents rangs. Pour
1 ≤ i ≤ n − 1, on désigne par e2,i l’image de l’idempotent e2 ∈ Fp[GL2]

dans Fp[GLn] par l’inclusion canonique GL2 ↪→ GLn en utilisant les i-ième et
(i+ 1)-ième coordonnées.

Dans le lemme suivant, par abus de notation, en−1 désigne l’image de l’idem-
potent en−1 ∈ Fp[GLn−1] dans Fp[GLn] par l’inclusion canonique GLn−1 ↪→
GLn en utilisant les (n− 1) premières coordonnées.

Lemme 2.4 ([9, 10]). — Soit n un entier ≥ 2. On a

1. en = ene2,i = e2,ien pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1 ;
2. en est un mot de longueur maximale des idempotents e2,1, . . . , e2,n−1 ;
3. en = en−1e2,n−1en−1.

On en déduit facilement le

Corollaire 2.5. — On a

1. en = enen−1 = en−1en,
2. enIn−1en est un idempotent, et
3. In−1enIn−1 = en−1In−1en−1.

Démonstration de 2.3. — Comme Mn est un sous-module de H∗Vn invariant
sous l’action du groupe de Borel Bn, il est aussi invariant sous l’action du tore
maximal GL×n1 . On en déduit queMn ⊂M⊗n1 , et doncMn = en ·M⊗n1 puisque

Mn = en ·Mn ⊂ en ·M⊗n1 ⊂ en ·H∗BVn = Mn.

Pour montrer que Ln ∼= en · L⊗n1 , on observe d’abord que en induit un
endomorphisme sur L⊗n1 . A cet effet, on se ramène au cas n = 2 en utilisant
le fait que en est un produit des e2,i. Pour le cas n = 2, on a e2 · L⊗2

1 est un
sous-module de M⊗2

1 qui s’écrit comme suit :

M1 ⊗M1 = (L1 ⊗ Fp)⊕ (L1 ⊗ L1)⊕ (Fp ⊗ L1)⊕ (Fp ⊗ Fp).

L’image de e2 · L⊗2
1 par la projection sur L1 ⊗ Fp (resp. Fp ⊗ L1) est alors

diag(1, 0)e2 · L⊗2
1 (resp. diag(0, 1)e2 · L⊗2

1 ). Comme

diag(1, 0)e2 =
∑

a∈F∗p,c∈Fp

Å(
c a

0 0

)
−

(
a c

0 0

)ã
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264 N. D. H. HAI

et diag(0, 1)e2 = 0, il est clair que diag(1, 0)e2 et diag(0, 1)e2 agissent triviale-
ment sur L⊗2

1 . On en déduit que e2 · L⊗2
1 ⊂ L⊗2

1 .

Comme L⊗n1 est facteur direct non trivial de M⊗n1 , le module en · L⊗n1 est
facteur direct de Mn = en ·M⊗n1 . D’autre part, comme la décompositionMn =

Ln⊕Ln−1 correspond à la décomposition en = (en−enIn−1en)+enIn−1en [11],
l’image de en ·L⊗n1 par la projection canoniqueMn � Ln−1 est enIn−1en ·L⊗n1 .
Or celui-ci est trivial car en · L⊗n1 est un sous-module de L⊗n1 et In−1 agit
trivialement sur ce dernier. Il suit que en·L⊗n1 ⊂ Ln et donc en·L⊗n1 = Ln car Ln
est indécomposable et en ·L⊗n1 est non trivial. La proposition est démontrée.

Corollaire 2.6. — On a Ln ∼=
⋂ n−1
i=1 L

⊗i−1
1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1

1 .

Démonstration. — La formule, dûe essentiellement à Kuhn ([9]), est consé-
quence des identifications Ln = en · L⊗n1 , L⊗i−1

1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1
1 = e2,i · L⊗n1

et le lemme 2.4.

On décrit ensuite la structure de Ln en tant qu’espace vectoriel gradué.
Rappelons que si I = (ε1, i1, · · · , εr, ir), P I désigne le monôme βε1P i1 · · ·βεrP ir
dans l’algèbre de Steenrod Ap. La suite I est dite admissible si ij ≥ pij+1 +

εj+1 pour tout j. La longueur de I, notée `(I), est le plus grand entier ` tel
que (ε`, i`) 6= (0, 0), i.e. I est de la forme (ε1, i1, · · · , ε`, i`, 0, 0, · · · , 0, 0) avec
(ε`, i`) 6= (0, 0).

Pour la définition des modules Mn et Ln, Mitchell et Priddy [17] ont consi-
déré l’action à droite de l’idempotent en sur H∗Vn. Ceci est équivalent à l’uti-
lisation de l’action à gauche de l’idempotent ẽn défini par :

ẽn =
1

[GLn : Un]
Σ̄nB̄n,

c’est le conjugué de en dans l’algèbre de Hopf Fp[GLn]. On a des isomorphismes
de Ap-modules instables ([17, Prop. 2.6]) :

en ·H∗Vn
Σ̄n−−→ ẽn ·H∗Vn, ẽn ·H∗Vn

B̄n−−→ en ·H∗Vn.

Proposition 2.7 (Mitchell et Priddy [17]). — Le module Ln, identifié à ẽn ·
L⊗n1 , admet pour base la famille des éléments

{P I(x1 · · ·xn
y1 · · · yn

) : I admissible, `(I) = n et P I 6∈ Apβ}.

Une base alternative de Ln en termes d’invariants modulaires de GLn est
donnée comme suit. Rappelons d’abord les formules des invariants de Dickson
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et Mui [18] (voir 6.1) :

Lk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yk

yp1 · · · ypk
... · · ·

...

yp
k−1

1 · · · yp
k−1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Mk,k−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 · · · xk

y1 · · · yk
... · · ·

...

yp
k−2

1 · · · yp
k−2

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Posons ωk = Lp−1
k (c’est l’invariant de Dickson supérieur de GLk) et µk =

Mk,k−1

Lk
. Le degré de ωk est alors 2(pk − 1) et celui de µk est 1− 2pk−1.

Proposition 2.8. — Le module Ln, identifié à en · L⊗n1 , a une base formée
par les éléments

en · µε11 ω
i1−pi2+ε2
1 · · ·µεn−1

n−1 ω
in−1−pin+εn
n−1 · µεnn ωinn

qui vérifient

(*) ε1, · · · , εn ∈ {0, 1}, i1 > pi2 − ε2, · · · , in−1 > pin − εn, in > 0.

Démonstration. — La série de Poincaré de Ln, d’après Mitchell et Priddy [17],
est donnée par

P (Ln) =
n∏
k=1

(1 + t1−2pk−1

) ·
n∏
k=1

t2(pk−1)

1− t2(pk−1)
.

Il suffit donc de vérifier que la famille des éléments dans la proposition est
libre parce que P (Ln) est également la série de Poincaré de l’espace vectoriel
engendré par ces éléments. On se sert du lemme 2.11 ci-dessous pour montrer
l’indépendance linéaire.

Remarque 2.9. — Dans ce qui suit, Ln sera toujours identifié à en · L⊗n1 .
Ainsi Ln est un sous-module de H∗Vn invariant sous l’action du sous-groupe
de Borel Bn de GLn.

On pose Xi = xi
yi

et Yi = yp−1
i . On associe à chaque monôme Xε1

1 Y
i1
1 · · ·Xεn

n Y inn

la suite (d1, · · · , dn) où dj = 2(p − 1)ij − εj est le degré de X
εj
j Y

ij
j . On

met un ordre sur les monômes Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn en utilisant l’ordre anti-
lexicographique sur les suites associées (d1, · · · , dn). On note que la suite
(d1, · · · , dn) détermine de manière unique la suite (ε1, i1, · · · , εn, in).

Notation 2.10. — Soit (ε1, i1, · · · , εn, in) une suite vérifiant la condition (*).
On pose

ωε1,i1,··· ,εn,in = en · µε11 ω
i1−pi2+ε2
1 · · ·µεn−1

n−1 ω
in−1−pin+εn
n−1 · µεnn ωinn ,

c’est un élément de H∗Vn de degré
∑n
k=1 2(p− 1)ik − εk.
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Lemme 2.11. — On a

ωε1,i1,··· ,εn,in = ωε1,i1,··· ,εn−1,in−1 ·Xεn
n Y inn +

∑
deg(XεnY

i
n)>deg(Xεnn Y inn )

fε,i ·Xε
nY

i
n,

pour certains fε,i ∈ Λ(x1, . . . , xn−1)⊗ Fp[y1 . . . , yn−1]. Par conséquent,

ωε1,i1,··· ,εn,in = Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn + des monômes d’ordre supérieur.

Démonstration. — Posons

Q := Q(x1, y1, · · · , xn−1, yn−1) = µε11 ω
i1−pi2+ε2
1 · · ·µεn−1

n−1 ω
in−1−pin+εn
n−1 .

Notons d’abord que µεnn ωinn est GLn-invariant et l’on a un développement

µεnn ω
in
n = ωpin−εnn−1 ·Xεn

n Y inn +
∑

deg(XεnY
i
n)>deg(Xεnn Y inn )

gε,i ·Xε
nY

i
n

pour certains gε,i ∈ Λ(x1, . . . , xn−1)⊗Fp[y1, . . . , yn−1]. Il suffit donc de montrer
que

en ·Q = en−1 ·Q+
∑

deg(XεnY
i
n)>0

hε,i ·Xε
nY

i
n

pour certains hε,i ∈ Λ(x1, · · · , xn−1)⊗Fp[y1, · · · , yn−1]. De manière équivalente,
il suffit de montrer que

In−1en ·Q = en−1 ·Q
avec In−1 = diag(1n−1, 0). En effet, comme Q et en−1 ·Q ne font intervenir que
les variables x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, ils sont invariants sous l’action de In−1. Il
suit que

In−1en ·Q = In−1enIn−1 ·Q (car Q = In−1 ·Q)

= en−1In−1en−1 ·Q (car In−1enIn−1 = en−1In−1en−1)

= en−1en−1 ·Q (car In−1en−1 ·Q = en−1 ·Q)
= en−1 ·Q.

Le lemme est démontré.

Corollaire 2.12. — Soient n et m deux entiers positifs avec m impair. Alors
Ln,m a une base formée par les éléments

en · µε11 ω
i1−pi2+ε2
1 · · ·µεn−1

n−1 ω
in−1−pin+εn
n−1 · µεnn ωinn

qui vérifient ε1, · · · , εn ∈ {0, 1}, i1 > pi2 − ε2,..., in−1 > pin − εn et in > m−1
2 .

De plus, on a Ln,m = Ln ∩ (L⊗n−1
1 ⊗ L1,m)

Démonstration. — On a Ln,m = em−1
n Ln car e2n est GLn-invariant. D’autre

part, d’après le lemme 2.11, un élément de base ωε1,i1,··· ,εn,in ∈ Ln est un
élément de Ln,m si et seulement si in > m−1

2 . Le corollaire suit.
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3. Un complexe de Koszul de modules instables

Dans cette section on démontre le théorème 1.1 en introduisant un complexe
de Koszul approprié.

3.1. Complexe de Koszul associé à une suite d’espaces vectoriels. — Soit M un
Fp-espace vectoriel gradué et {Mi}i∈Z une suite de sous-espaces de M . Pour
chaque s, considérons le module quotient

K(M)s =

⋂
i≤s−1

Mi

(
⋂

i≤s−1
Mi) ∩ (

∑
i≥s+1

Mi)
.

Notons d(M)s : K(M)s → K(M)s−1 le morphisme naturel⋂
i≤s−1

Mi

(
⋂

i≤s−1
Mi) ∩ (

∑
i≥s+1

Mi)
−→

⋂
i≤s−2

Mi

(
⋂

i≤s−2
Mi) ∩ (

∑
i≥s

Mi)
.

Il est clair que le morphisme composé d(M)s ◦ d(M)s+1 :⋂
i≤s

Mi

(
⋂
i≤s

Mi) ∩ (
∑

i≥s+2
Mi)

→

⋂
i≤s−1

Mi

(
⋂

i≤s−1
Mi) ∩ (

∑
i≥s+1

Mi)
→

⋂
i≤s−2

Mi

(
⋂

i≤s−2
Mi) ∩ (

∑
i≥s

Mi)

est trivial pour tout s. On obtient ainsi un complexe dit complexe de Koszul
associé à la suite {Mi}i∈Z de sous-espaces de M :

(K (M)∗) · · · → K(M)s+1
d(M)s+1−−−−−→ K(M)s

d(M)s−−−−→ K(M)s−1 → · · ·

Proposition 3.1 (Cf. [20, Prop. 7.2, p. 16]). — Le complexe K (M)∗ est
exact si et seulement si, pour tout s, on a

(
⋂

i≤s−1

Mi) ∩ (
∑
i≥s

Mi) =
⋂
i≤s

Mi + (
⋂

i≤s−1

Mi) ∩ (
∑
i≥s+1

Mi).

Démonstration. — On pose As =
⋂
i≤s

Mi et Bs =
∑
i≥sMi. On observe que

As ⊂ As−1, Bs ⊂ Bs−1 et As ⊂ Bs pour tout s. Par définition, on a K(M)s =

As−1/As−1∩Bs+1. Le noyau de d(M)s : As−1/As−1∩Bs+1 → As−2/As−2∩Bs
est alors donné par

ker d(M)s = (As−1 ∩Bs)/(As−1 ∩Bs+1).

Comme Im d(M)s+1
∼= Ks+1/ ker ds+1, on a

Im d(M)s+1
∼= As/(As ∩Bs+1)

∼= As/(As ∩As−1 ∩Bs+1) (car As ⊂ As−1)
∼= (As +As−1 ∩Bs+1)/(As−1 ∩Bs+1).
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L’inclusion Im d(M)s+1 ↪→ ker d(M)s est alors induite par l’inclusion naturelle
(As +As−1 ∩Bs+1) ⊂ (As−1 ∩Bs). On en déduit que le complexe est exact si
et seulement si As−1 ∩Bs = As +As−1 ∩Bs+1 pour tout s. La proposition est
démontrée.

3.2. Démonstration de l’exactitude du complexe. — Pour démontrer le théorème
1.1, on considère la suite des sous-modules instables {Mi}i∈Z de L⊗n1 définie
par

Mi =


L⊗n1 si i ≤ 0,
L⊗i−1

1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1
1 si 1 ≤ i ≤ n− 1,

L⊗n−1
1 ⊗ L1,m si i = n,

0 si i > n.
Par définition, Jn,m est donné par le quotient :

Jn,m =
L⊗n1

M1 + · · ·+Mn
.

Le complexe K (M)∗ est en fait le complexe

0→ Ln,m → Ln → Ln−1 ⊗ J1,m → · · · → Ln−s ⊗ Js,m → · · · → Jn,m → 0

du théorème 1.1 grâce à l’identification suivante.

Proposition 3.2. — On a

K(M)s ∼=


Ls ⊗ Jn−s,m si 0 ≤ s ≤ n,
Ln,m si s = n+ 1,
0 sinon.

Démonstration. — Posons As =
⋂
i≤s
Mi, Bs =

∑
i≥s
Mi et Ks := K(M)s. On a

Ks = As−1/As−1 ∩Bs+1. On considère les cas suivants :
1. Si s < 0, on a Ks = 0 car As = Bs = L⊗n1 si s ≤ 0.
2. Si s = 0, on a K0 = A−1/(A−1 ∩B1) = L⊗n1 /

∑n
i=1Mi = Jn,m.

3. Si 0 < s < n, d’après le corollaire 2.6, on a

As−1 =
s−1⋂
i=1

Mi = Ls ⊗ L⊗n−s1

et

Bs+1 = L⊗s1 ⊗ (
n−s−1∑
i=1

L⊗i−1
1 ⊗ L2 ⊗ Ln−s−i−1

1 + L⊗n−s−1
1 ⊗ L1,m).

On en déduit que Ks = As−1/(As−1 ∩Bs+1) ∼= Ls ⊗ Jn−s,m.
4. Si s = n, on a Kn = An−1/(An−1 ∩ Bn+1) = An−1 = Ln à l’aide du

corollaire 2.6.
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5. Si s = n + 1, l’égalité Ln,m =
⋂n
i=1Mi est équivalent à l’égalité Ln,m =

Ln ∩ (L⊗n−1
1 ⊗ L1,m) : c’est le corollaire 2.12.

6. Si s > n+ 1, Ks est trivial car As = Bs = 0 si s > n.
La proposition est démontrée.

La démonstration du théorème 1.1 est achevée en utilisant la proposition 3.1
et la proposition suivante.

Proposition 3.3. — Pour tout 0 < s < n, on a( s−1⋂
i=1

Mi

)
∩
( n∑
i=s

Mi

)
=

s⋂
i=1

Mi +
( s−1⋂
i=1

Mi

)
∩
( n∑
i=s+1

Mi

)
.

Afin de démontrer cette proposition, on a besoin d’introduire quelques no-
tations.

Notation 3.4. — Soit I = (ε1, i1, · · · , εn, in) et soit S = (s1, · · · , sk) avec
s1 + · · ·+ sk = n. On note r0 = 1, rj = s1 + · · ·+ sj , 1 ≤ j ≤ k, et on suppose
que la suite (εrj−1

, irj−1
, · · · , εrj , irj ), 1 ≤ j ≤ k, vérifie la condition :

εrj−1 , . . . , εrj ∈ {0, 1}, irj−1 > pirj−1+1−εrj−1 , · · · , irj−1 > pirj−εrj , irj > 0.

Avec ωεrj−1
,irj−1

,··· ,εrj ,irj ∈ E(xrj−1
, . . . , xrj )⊗ Fp[yrj−1

, . . . , yrj ] (voir la nota-
tion 2.10), on pose

ωIS :=
k∏
j=1

ωεrj−1
,irj−1

,··· ,εrj ,irj .

On appelle ωIS un S-monôme. On associe à chaque S-monôme ωIS la suite
(d1, · · · , dn) où dj = 2(p−1)ij−εj est le degré de X

εj
j Y

ij
j . On met un ordre sur

les S-monômes en utilisant l’ordre anti-lexicographique sur les suites associées
(d1, · · · , dn).

Comme titre d’exemple, explicitons quelques S-monômes :

ωI(n) = ωε1,i1,··· ,εn,in , ωI(1n) = Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn ,

ωI(s,1n−s) = ωε1,i1,··· ,εs,isX
εs+1

s+1 Y
is+1

s+1 · · ·Xεn
n Y inn .

Démonstration de la proposition 3.3. — La démonstration s’appuie essentiel-
lement sur le lemme 2.11. Posons

LHS :=
( s−1⋂
i=1

Mi

)
∩
( n∑
i=s

Mi

)
,

RHS :=
s⋂
i=1

Mi +
( s−1⋂
i=1

Mi

)
∩
( n∑
i=s+1

Mi

)
.
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L’inclusion LHS ⊃ RHS est évidente. Montrons l’inclusion LHS ⊂ RHS. Soit
f un élément homogène de LHS. Comme

⋂s−1
i=1 Mi = Ls ⊗ L⊗n−s1 , f est une

combinaison de (s, 1n−s)-monômes ωI(s,1n−s). Un tel monôme est dit s-acceptable
si 1 ≤ ij ≤ pij+1 − εj+1 pour s ≤ j < n et 1 ≤ in ≤ m−1

2 .
Supposons que ωI(s,1n−s) n’est pas s-acceptable. Considérons les cas suivants :

– Si in > m−1
2 , alors ωI(s,1n−s) ∈Mn, donc ωI(s,1n−s) ∈ RHS.

– Si ij > pij+1 − εj+1 pour s < j < n, d’après le lemme 2.11, on a

ωI(s,1j−1−s,2,1n−j−1) = ωI(s,1n−s) + des (s, 1n−s)-monômes d’ordre supérieur,

et ωI(s,1j−1−s,2,1n−j−1) est un élément de Mj , donc appartient à RHS.
– Si is > pis+1 − εs+1, d’après le lemme 2.11, on a

ωI(s+1,1n−s−1) = ωI(s,1n−s) + des (s, 1n−s)-monômes d’ordre supérieur,

et ωI(s+1,1n−s−1) appartient à
⋂s
i=1Mi, donc ωI(s+1,1n−s−1) ∈ RHS.

Une itération évidente permet alors d’écrire f sous la forme f = f ′ mod RHS,
où f ′ est une somme de monômes s-acceptables ωI(s,1n−s). Montrons f ′ = 0.
Supposons au contraire que f ′ 6= 0. Soit Xε1

1 Y
i1
1 · · ·Xεn

n Y inn le monôme d’ordre
minimal qui apparaît dans l’expression de f ′ comme combinaison linéaire de
monômes distincts. On a 1 ≤ ij ≤ pij+1−εj+1 pour s ≤ j < n et 1 ≤ in ≤ m−1

2 .
D’autre part, comme RHS ⊂

∑n
i=sMi et f ∈

∑n
i=sMi, il suit que f ′ ∈∑n

i=sMi. Il existe alors s ≤ j ≤ n tel que le monôme Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn
provient de certain élément de base deMj . On exclut le cas j = n car in ≤ m−1

2 .
Supposons que s ≤ j ≤ n − 1. Alors Xε1

1 Y
i1
1 · · ·Xεn

n Y inn provient de l’élément
de base ωI(1j−1,2,1n−j−1) de Mj . Il suit que ij > pij+1 − εj+1 ce qui contradit la
condition 1 ≤ ij ≤ pij+1 − εj+1 ci-dessus. Le résultat suit.

3.3. Limite projective du complexe. — Considérons la limite projective

Jn,∞ := lim←−(Jn,1 � Jn,3 � Jn,5 � · · · ).

La définition des modules Jn,m implique

Jn,∞ =
L⊗n1∑n−1

i=1 L
⊗i−1
1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1

1

.

En posant ê2 = 1 − e2, on obient une involution sur la sous-algèbre de
Fp[GLn(Fp)] engendrée par 1 et les idempotents e2,1, . . . , e2,n−1. De manière
récurrente, on a ê2,i = 1− e2,i et ên = ên−1ê2,n−1ên−1 pour n ≥ 2.

On pose L̂0 = Fp, L̂1 = L1 et L̂n = ên · L⊗n1 pour n ≥ 2. On vérifie, comme
dans le corollaire 2.6, que

L̂n =
n−1⋂
i=1

L⊗i−1
1 ⊗ L̂2 ⊗ Ln−i−1

1 .
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Le résultat suivant provient de [9].

Proposition 3.5. — On a un isomorphisme de modules instables Jn,∞ ∼= L̂n.

Démonstration. — Soit γn : L⊗n1 � L̂n la projection canonique. Comme
êne2,i = 0, le noyau de γn contient la somme

∑n−1
i=1 L

⊗i−1
1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1

1 .
On vérifie l’inclusion inverse. Soit u ∈ L⊗n1 un élément du noyau de γn. On a
ên · u = 0. Comme ên est un produit des ê2,i, 1 ≤ i ≤ n − 1, on peut écrire
ên = ê2,i1 · · · ê2,ik avec 1 ≤ ij ≤ n− 1. On a

1 = ê2,i1 · · · ê2,ik + (1− ê2,i1)ê2,i2 · · · ê2,ik + · · ·+ (1− ê2,ik−1
)ê2,ik + (1− ê2,ik)

= ê2,i1 · · · ê2,ik + e2,i1 ê2,i2 · · · ê2,ik + · · ·+ e2,ik−1
ê2,ik + e2,ik .

Comme ê2,i1 · · · ê2,ik · u = 0, on a

u = e2,i1 ê2,i2 · · · ê2,ik · u+ · · ·+ e2,ik−1
ê2,ik · u+ e2,ik · u,

ce qui entraîne que u est un élément de
∑k
j=1 e2,ij ·L⊗n1 . La proposition suit.

Corollaire 3.6. — On a une suite exacte de modules instables injectifs ré-
duits :

0→ Ln → Ln−1 ⊗ L̂1 → Ln−2 ⊗ L̂2 → · · · → Ln−k ⊗ L̂k → · · · → L̂n → 0.

Dans ce corollaire, le produit tensoriel Ln−k⊗ L̂k, 0 ≤ k ≤ n, est un module
instable injectif car il est le facteur direct de L⊗n1 associé à l’idempotent en−k⊗
êk.

A la suite de [21], on appelle algèbre de pré-Koszul homogène une algèbre de
la forme Tens(V )/(I) où V est un Fp-espace vectoriel gradué de type fini et (I)

l’idéal de l’algèbre tensorielle Tens(V ) engendré par un sous-espace I de V ⊗V .
Une algèbre de pré-Koszul homogène A est une algèbre de Koszul homogène si
l’algèbre Ext∗A(Fp,Fp) est engendrée par les éléments de Ext1

A(Fp,Fp).
Soit A = Tens(V )/(I), I ⊂ V ⊗ V , une algèbre de pré-Koszul. On pose

K0 = Fp, K1 = V et Kn =
⋂n−1
i=1 V

⊗i−1 ⊗ I ⊗ V ⊗n−i−1 pour n ≥ 2. Pour
tout n, l’inclusion naturelle Kn ↪→ Kn−1 ⊗ V définit de manière évidente un
morphisme d : Kn ⊗ A → Kn−1 ⊗ A. On vérifie que d2 = 0 et on obtient ainsi
un complexe de A-modules libres à gauche {Kn⊗A}n≥0. D’après [15, Theorem
1.2], A est une algèbre de Koszul homogène si et seulement si ce complexe est
une résolution libre pour le module trivial Fp.

A l’aide du corollaire 3.6, on obtient le

Corollaire 3.7. — L’algèbre
⊕

n≥0 L̂n
∼= Tens(L1)/(L2) est une algèbre de

Koszul homogène.
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4. Résolution injective minimale de Ln,3

Dans cette section, on démontre le théorème 1.2. On rappelle que le module
L1 a une base formée par les éléments XεY i avec ε = 0, 1 et i ≥ 1. Ici X = x

y

et Y = yp−1, x et y sont des générateurs de H∗Z/p = Λ(x)⊗ Fp[y].
Rappelons que pour tout k ∈ N, le module instable injectif de Brown-Gitler

J(k) est caractérisé par l’isomorphisme naturel :

Hom U(M,J(k)) = (Mk)∗, M ∈ U.

On note πi : L1 → J(2pi+1 − 2pi) le morphisme qui envoie Y p
i

sur la classe
canonique ι2pi+1−2pi de J(2pi+1 − 2pi). On considère le morphisme composé

gn : L⊗n1

πn−1⊗···⊗π0−−−−−−−−→ J(2pn − 2pn−1)⊗ · · · ⊗ J(2p− 2)
µ−→ J(2pn − 2),

avec µ la multiplication de modules de Brown-Gitler. Dans cette section, on
notera Mi = L⊗i−1

1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1
1 , 1 ≤ i ≤ n− 1, et Mn = L⊗n−1

1 ⊗ L1,3.
Pour démontrer le théorème 1.2, il suffit de démontrer le théorème suivant.

Théorème 4.1. — Le morphisme gn est surjectif et induit un isomorphisme
de modules instables :

L⊗n1

M1 + · · ·+Mn

∼= J(2pn − 2).

Démonstration. — La section 4.1 montre que le noyau de gn contient la somme
M1 + · · · + Mn. Dans la section 4.3, on trouvera que, en chaque degré, la
dimension du module quotient est inférieure ou égale à celle du module de
Brown-Gitler J(2pn− 2). Enfin la surjectivité de gn (le point le plus difficile de
l’argument) donnée dans la section 4.2, permet de conclure le théorème.

Remarque 4.2. — En supposant ce théorème, le morphisme

fk,n : Ln−k ⊗ J(2pk − 2)→ Ln−k−1 ⊗ J(2pk+1 − 2)

n’est rien d’autre que le morphisme pointillé dans le diagramme commutatif
suivant :

Ln−k ⊗ J(2pk − 2)
δ⊗id //

fk,n

��

Ln−k−1 ⊗ L1 ⊗ J(2pk − 2)

id⊗πk⊗id

��
Ln−k−1 ⊗ J(2pk+1 − 2) Ln−k−1 ⊗ J(2pk+1 − 2pk)⊗ J(2pk − 2).

id⊗µoo

Le diagonal δ : Ln → Li ⊗ Ln−i dans ce diagramme est l’inclusion canonique
induite de l’identification Ln = en · L⊗n1 et de l’identité en = (ei ⊗ en−i)en, ei
(resp. en−i) agissant sur les i premiers facteurs (resp. les n−i derniers facteurs)
de L⊗n1 .
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4.1. Noyau de gn : L⊗n1 → J(2pn − 2). — Comme la restriction du morphisme
π0 : L1 → J(2p − 2) sur L1,3 = yp−1L1 est triviale, il est clair que Mn =

L⊗n−1
1 ⊗ L1,3 est contenu dans le noyau de gn.

D’autre part, on observe que si Xe
1Y

a
1 X

f
2 Y

b
2 est de degré 2(p−1)(pm+pm−1),

alors e = f = 0 et a+b = pm+pm−1. Comme L2 = e2 ·(L1⊗L1), le moduleMi,
1 ≤ i ≤ n − 1, est également inclu dans le noyau de gn grâce à la proposition
suivante.

Proposition 4.3. — Si a + b = pm + pm−1 et a, b > 0, alors l’expression de
e2 · Y a1 Y b2 comme somme de monômes distincts ne contient pas Y p

m

1 Y p
m−1

2 .

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4. — Supposons a + b = pm + pm−1, a, b > 0 et a, b 6∈ {pm, pm−1}.
Considérons les développements p-adiques de (p− 1)a et (p− 1)b :

(p− 1)a =
m∑
i=0

aip
i, (p− 1)b =

m∑
i=0

bip
i, 0 ≤ ai, bi ≤ p− 1.

Alors am−1 = p− 1 si et seulement si bm−1 = p− 1.

Démonstration. — Supposons que am−1 = p− 1. On observe d’abord que

0 <
m−2∑
i=0

aip
i < pm−1.

En effet, si
∑m−2
i=0 aip

i = 0, alors (p−1)a = (p−1)pm−1 +amp
m ce qui implique

soit am−1 = 0 soit am−1 = p− 1. Comme a 6= pm−1, on a am−1 = p− 1, donc
a = pm+pm−1 et b = 0 ce qui n’est pas possible. L’inégalité

∑m−2
i=0 aip

i < pm−1

est évidente.
On montre maintenant que bm−1 = p− 1. On a

(p− 1)b = (p− 1)(pm + pm−1 − a) = (p− 1− am)pm −
m−2∑
i=0

aip
i.

On en déduit que (p − 1 − am)pm − pm−1 < (p − 1)b < (p − 1 − am)pm. On
obtient donc

bm =

ï
(p− 1)b

pm

ò
= p− 2− am,

[x] désignant la partie entière de x. Il suit que

(p− 1)b− bmpm = (p− 1− am − bm)pm −
m−2∑
i=0

aip
i = pm −

m−2∑
i=0

aip
i.
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Il s’ensuit pm − pm−1 < (p− 1)b− bmpm < pm ce qui entraîne que

bm−1 =

ï
(p− 1)b− bmpm

pm−1

ò
= p− 1.

De manière analogue, on montre que si bm−1 = p − 1 alors am−1 = p − 1. Le
lemme est démontré.

Démonstration de la proposition 4.3. — On a

e2 · Y a1 Y b2 =
∑
λ∈Fp

y
(p−1)a
1 (λy1 + y2)(p−1)b −

∑
λ∈Fp

y
(p−1)b
1 (λy1 + y2)(p−1)a

On note c(a, b,m) le coefficient de Y p
m

1 Y p
m−1

2 dans cette somme. On va montrer
que c(a, b,m) = 0 en considérant les cas suivants :

Cas a > pm et b < pm−1. — On a

c(a, b,m) = −
∑
λ∈Fp

λ(p−1)(pm−b)
Ç

(p− 1)a

(p− 1)(pm − b)

å
=

Ç
(p− 1)a

(p− 1)pm−1

å
.

Ce coefficient est nul car dans le cas contraire, on a am−1 = p−1, alors d’après
le lemme 4.4, bm−1 = p − 1 et encore (p − 1)b ≥ (p − 1)pm−1, soit b ≥ pm−1 :
absurde !

Cas a = pm et b = pm−1. — On a

c(a, b,m) =
∑
λ∈Fp

1−
∑
λ∈Fp

λ(p−1)(pm−b)
Ç

(p− 1)a

(p− 1)(pm − b)

å
=

Ç
(p− 1)pm

(p− 1)pm−1

å
= 0.

Cas pm−1 < a < pm et pm−1 < b < pm. — On a

c(a, b,m) =
∑
λ∈Fp

λ(p−1)(pm−a)

Ç
(p− 1)b

(p− 1)(pm − a)

å
−
∑
λ∈Fp

λ(p−1)(pm−b)
Ç

(p− 1)a

(p− 1)(pm − b)

å
= −

Ç
(p− 1)b

(p− 1)pm−1

å
+

Ç
(p− 1)a

(p− 1)pm−1

å
.

Le lemme 4.4 implique c(a, b,m) = 0.

Cas a = pm−1 et b = pm. — On a

c(a, b,m) =
∑
λ∈Fp

λ(p−1)(pm−a)

Ç
(p− 1)b

(p− 1)(pm − a)

å
−
∑
λ∈Fp

1 =

Ç
(p− 1)pm

(p− 1)pm−1

å
= 0.
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Cas a < pm−1 et b > pm. — On a

c(a, b,m) =
∑
λ∈Fp

λ(p−1)(pm−a)

Ç
(p− 1)b

(p− 1)(pm − a)

å
= −

Ç
(p− 1)b

(p− 1)pm−1

å
.

Comme dans le premier cas, ce coefficient est nul car dans le cas contraire, on
a une contradiction : a ≥ pm−1. La proposition est démontrée.

4.2. Surjectivité de gn : L⊗n1 → J(2pn − 2). — Considérons la somme directe
J̄(∗)∗ :=

⊕
d≥0 J(2d). Il découle de la description de H. Miller ([22]) de la

somme directe de tous les modules de Brown-Gitler que

J̄(∗)∗ ∼= Λ(x̂j | j ≥ 0)⊗ Fp[ŷj | j ≥ 0]

avec x̂j ∈ J(2pj)1 et ŷj ∈ J(2pj)2. L’action de l’algèbre de Steenrod est donnée
par

βx̂j = ŷj , P 1ŷj = ŷpj−1, ŷ−1 = 0

et la formule de Cartan. Le bidegré de x̂j est (1, 2pj) et le bidegré de ŷj est
(2, 2pj). Le module J(2d) est alors le sous-espace vectoriel ayant comme base
les monômes de second degré 2d. En particulier, on a

Proposition 4.5. — Le module de Brown-Gitler J(2pn−2) a une base formée
par les éléments x̂ε00 ŷ

i0
0 · · · x̂

εn−1

n−1 ŷ
in−1

n−1 avec
∑n−1
j=0 (εj+ij)p

j = pn−1, εj ∈ {0, 1},
ij ≥ 0.

On considère ensuite la Fp-algèbre Λ(x̃0, · · · , x̃n−1) ⊗ Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1] avec
|x̃j | = 1 et |ỹj | = 2, munie de l’action tordue de l’algèbre de Steenrod définie
par

βx̃j = ỹj , P 1ỹi = ỹpi−1, ỹ−1 = ỹn−1

et la formule de Cartan. Le résultat suivant est un remarquable théorème de
rigidité concernant la structure de module instable de H∗Vn.

Théorème 4.6 ([4]). — Le module instable Λ(x̃0, · · · , x̃n−1)⊗Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1]

est isomorphe à H∗Vn.

Remarque 4.7. — L’isomorphisme de Campbell-Selick

Λ(x0, . . . , xn−1)⊗ Fp[y0, . . . , yn−1] ∼= Λ(x̃0, · · · , x̃n−1)⊗ Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1]

préserve respectivement la partie polynomiale et la partie extérieure.
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Pour tout monôme m̃ = x̃ε00 ỹ
i0
0 · · · x̃

εn−1

n−1 ỹ
in−1

n−1 , le poids de m̃ est défini par

w(m̃) :=
n−1∑
j=0

(εj + ij)p
j .

On note CSn(k) le sous-espace de Λ(x̃0, · · · , x̃n−1) ⊗ Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1] ayant
pour base les monômes dont le poids est congru modulo pn − 1 à k. L’action
tordue de l’algèbre de Steenrod sur E(x̃0, · · · , x̃n−1)⊗Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1] montre
que CSn(k) est un Ap-module. On obtient ainsi la décomposition de Campbell-
Selick de H∗Vn en somme directe de Ap-modules instables :

H∗Vn ∼= Λ(x̃0, · · · , x̃n−1)⊗ Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1] =

pn−2⊕
k=0

CSn(k).

Proposition 4.8. — Le facteur CSn(0) dans cette décomposition a une base
formée par les monômes x̃ε00 ỹ

i0
0 · · · x̃

εn−1

n−1 ỹ
in−1

n−1 qui vérifient
∑n−1
j=0 (εj + ij)p

j ≡ 0

mod pn − 1.

On obtient donc une surjection d’espaces vectoriels gradués :

csn : CSn(0) � J(2pn − 2)

qui envoie m̃ := x̃ε00 ỹ
i0
0 · · · x̃

εn−1

n−1 ỹ
in−1

n−1 sur m̂ := x̂ε00 ŷ
i0
0 · · · x̂

εn−1

n−1 ŷ
in−1

n−1 si w(m̃) =

pn − 1 et sur 0 sinon.

Proposition 4.9. — La surjection csn est Ap-linéaire. Elle envoie ỹp
n−1

0 sur
la classe canonique ι2pn−2 de J(2pn−2) et envoie les autres monômes de degré
2pn − 2 sur 0.

Démonstration. — Comme β(x̃j) = ỹj pour tout j, on a w(β(m̃)) = w(m̃). La
β-linéarité de csn est alors évidente puisque β(x̂j) = ŷj . Il reste à vérifier que
csn est P 1-linéaire. On a

P 1(m̃) = x̃ε00 ỹ
i0
0 P

1(x̃ε11 ỹ
i1
1 · · · x̂

εn−1

n−1 ŷ
in−1

n−1 ) +
i0ŷ

p
n−1

ŷ0
m̃

P 1(m̂) = x̂ε00 ŷ
i0
0 P

1(x̂ε11 ŷ
i1
1 · · · x̂

εn−1

n−1 ŷ
in−1

n−1 ).

Comme w(
ŷp
n−1

ŷ0
m̃) = w(m̃) + pn − 1, on a csn(

ŷp
n−1

ŷ0
m̃) = 0 si w(m̃) = pn − 1.

La P1-linéarité de csn suit.
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Le deuxième énoncé de la proposition provient de ce que le système d’équa-
tions

(ε0 + i0) +
n−1∑
j=1

(εj + ij)p
j = pn − 1

(ε0 + 2i0) +
n−1∑
j=1

(εj + 2ij) = 2(pn − 1)

admet pour solution unique : i0 = pn−1, i2 = · · · = in−1 = ε0 = · · · = εn−1 = 0.
En effet, la première équation implique d’une part que i0 ≤ pn − 1. D’autre
part, en soustrayant la première équation de la deuxième, on a

i0 −
n−1∑
j=1

[(εj + ij)p
j − (εj + 2ij)] = pn − 1,

d’où i0 ≥ pn−1. Ainsi i0 = pn−1 et i2 = · · · = in−1 = ε0 = · · · = εn−1 = 0.

On obtient de ce qui précède une surjection de modules instables :

csn : H∗Vn � CSn(0)
csn // // J(2pn − 2).

On considère ensuite le morphisme

g̃n : H∗Vn → J(2pn − 2)

qui envoie y
(p−1)pn−1

1 · · · yp−1
n sur ι2pn−2 et envoie les autres monômes de

H2pn−2Vn sur 0. Autrement dit, si {a1, · · · , an} (resp. {b1, · · · , bn}) est la
base de Vn = H1Vn (resp. Wn ⊂ H2Vn) qui est duale à la base {x1, · · · , xn}
(resp. {y1, · · · , yn}) de V ∗n = H1Vn (resp. W ∗n = βH1Vn), le morphisme g̃n est
alors représenté par le monôme b((p−1)pn−1)

1 · · · b(p−1)
n dans la puissance divisée

Γp
n−1(Wn).
Comme l’isomorphisme de Campbell-Selick

H∗Vn ∼= Λ(x̃0, · · · , x̃n−1)⊗ Fp[ỹ0, · · · , ỹn−1]

préserve respectivement la partie polynomiale et la partie extérieure, le mor-
phisme csn ci-dessus est aussi représenté par un élément, noté csn, de la puis-
sance divisée Γp

n−1(Wn).
On a le diagramme suivant dont le triangle en bas est commutatif et la flèche

verticale à droite est la projection naturelle :

H∗Vn

csn
����

τn // H∗Vn

����

g̃n

vv
J(2pn − 2) L⊗n1gn

oo
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Proposition 4.10. — Il existe un endomorphisme τn de H∗Vn qui rend com-
mutatif le diagramme ci-dessus.

Corollaire 4.11. — Le morphisme gn est surjectif.

Pour montrer l’existence du morphisme τn, il suffit de montrer qu’il existe un
élément de Fp[Mat(Fp)] qui envoie b((p−1)pn−1)

1 · · · b(p−1)
n sur csn. Ceci résulte

du résultat général suivant dont la démonstration est renvoyée à la section 4.4.

Théorème 4.12. — En tant que Fp[Mat(Fp)]-module, Γp
n−1(Wn) est engen-

dré par b((p−1)pn−1)
1 · · · b(p−1)

n .

4.3. Base acceptable de J(2pn−2). — Dans cette section on construit une base
de J(2pn − 2).

Proposition 4.13. — Le quotient L⊗n1 /
∑n
i=1Mi est engendré par les mo-

nômes Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn qui vérifient εj ∈ {0, 1}, 1 ≤ ij ≤ pij+1 − εj+1 et
in = 1.

Démonstration. — On appelle acceptable tout monôme ωI(1n) :=

Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn (voir les notations 2.10 et 3.4) qui vérifie εj ∈ {0, 1},
1 ≤ ij ≤ pij+1 − εj+1 et in = 1. Supposons ωI(1n) n’est pas acceptable.

– Si in > 1 alors ωI(1n) = 0 dans le quotient puisque ωI(1n) ∈Mn.
– Si ij > pij+1 − εj+1 pour 1 ≤ j < n, d’après le lemme 2.11, on a

ωI(1j−1,2,1n−j−1) = ωI(1n) + des (1n)-monômes d’ordre supérieur

et ωI(1j−1,2,1n−j−1) = 0 dans le quotient car ωI(1j−1,2,1n−j−1) ∈Mj .

Une itération évidente donne le résultat.

Remarque 4.14. — L’argument ci-dessus permet aussi de conclure que le mo-
dule quotient

Jn,m :=
L⊗n1∑n−1

i=1 L
⊗i−1
1 ⊗ L2 ⊗ L⊗n−i−1

1 + L⊗n−1
1 ⊗ L1,m

est engendré par les classes des monômes Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn qui vérifient εj ∈
{0, 1}, 1 ≤ ij ≤ pij+1 − εj+1 et 1 ≤ in ≤ m−1

2 . En particulier, Jn,m est un
module fini.
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Considérons ensuite les deux ensembles suivants :

L(n) := {(ε1, i1; · · · ; εn, in) | εk ∈ {0, 1}, 1 ≤ ik ≤ pik+1 − εk+1, in = 1},

J (n) := {(ε0, i0; · · · ; εn−1, in−1) |
n−1∑
j=0

(εj + ij)p
j = pn − 1}.

On définit respectivement le degré de (ε1, i1; · · · ; εn, in) ∈ L(n) comme
étant le degré de Xε1

1 Y
i1
1 · · ·Xεn

n Y inn , soit
∑n
k=1 2(p − 1)ik − εk, et le de-

gré de (ε0, i0; · · · ; εn−1, in−1) ∈ J (n) comme étant le premier degré de
x̂ε00 ŷ

i0
0 · · · x̂

εn−1

n−1 ŷ
in−1

n−1 , soit
∑n−1
k=0 2ik + εk.

On vérifie sans peine que les deux correspondances suivantes

L(n) −→ J (n)

(εj , ij)1≤j≤n 7−→ (εj+1, pij+1 − εj+1 − ij)0≤j≤n−1, (i0 = 1)

et

J (n) −→ L(n)

(εj , ij)0≤j≤n−1 7−→ (εj+1,
1 +

∑j
k=0(εk+1 + ik)pk

pj
)0≤j≤n−1

sont bien définies et inverses l’une de l’autre. De plus, elles préservent le
degré. On en déduit que, en chaque degré, la dimension du module quotient
L⊗n1 /

∑n
i=1Mi est inférieure ou égale à celle du module de Brown-Gitler

J(2pn − 2). La surjectivité de gn est utilisée pour obtenir la

Proposition 4.15. — Les éléments

gn(Xε1
1 Y

i1
1 · · ·Xεn

n Y inn ), (ε1, i1; · · · ; εn, in) ∈ L(n),

forment une base de J(2pn − 2).

4.4. Γp
n−1(Wn) en tant que Fp[Matn(Fp)]-module. — Dans cette section, on

montre que le Fp[Matn(Fp)]-module Γp
n−1(Wn) est engendré par

b
((p−1)pn−1)
1 · · · b(p−1)

n . Cela est équivalent à démontrer la surjectivité du
morphisme suivant :

Fp[Matn(Fp)]→ Γp
n−1(Wn), σ 7→

(
b
((p−1)pn−1)
1 · · · b(p−1)

n

)
· σ.

On se ramène alors à démontrer l’injectivité du morphisme dual :

Sp
n−1(W ∗n)→ FMatn(Fp)

p , P 7→
(
σ → 〈b((p−1)pn−1)

1 · · · b(p−1)
n , σ · P 〉

)
.

Ici 〈 , 〉 désigne l’accouplement canonique entre Γp
n−1(Wn) et Sp

n−1(W ∗n). On
rappelle que 〈B·σ, P 〉 = 〈B, σ·P 〉 pour tout σ ∈ Matn(Fp), toutB ∈ Γp

n−1(Wn)

et tout P ∈ Spn−1(W ∗n).
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On a ainsi vérifié que le théorème 4.12 est équivalent à la proposition sui-
vante.

Proposition 4.16. — Pour tout P ∈ Sp
n−1(W ∗n), il existe σ ∈ Matn(Fp)

telle que l’expression de σ · P comme somme de monômes distincts contient le
monôme y(p−1)pn−1

1 · · · yp−1
n .

Pour toute suite d’entiers I = (i1, . . . , in), notons yI = yi11 · · · yinn . Appelons
admissible tout monôme yI qui vérifie is−1 ≥ pis pour 1 < s ≤ n. Mettons
l’ordre lexicographique sur les monômes de S∗(W ∗n). Pour tout élément homo-
gène non-nul P de S∗(W ∗n), soit µ(P ) le plus grand monôme (par rapport à
l’ordre lexicographique) qui apparaît dans P .

Lemme 4.17. — Si µ(P ) n’est pas admissible, il existe σ ∈ Matn(Fp) tel que
µ(σ · P ) > µ(P ).

Démonstration. — Soit µ(P ) = yi11 · · · yinn . Comme µ(P ) n’est pas admissible,
il existe 1 < s ≤ n tel que is−1 < pis. En regroupant les monômes de P , on le
réécrit sous la forme P = yi11 · · · y

is−2

s−2 Qy
is+1

s+1 · · · yinn +R, de manière que µ(R) <

µ(P ) et que Q = Q(ys−1, ys) ∈ Fp[ys−1, ys] est un polynôme de degré is−1 + is.
Observons que pour tout σ ∈ Matn(Fp) correspondant aux substitutions qui ne
font intervenir que ys−1, ys, les monômes de σ ·R sont différents des monômes
de yi11 · · · y

is−2

s−2 (σ ·Q)y
is+1

s+1 · · · yinn . Par conséquent, si un tel σ vérifie µ(σ ·Q) >

y
is−1

s−1 y
is
s , on aura forcément µ(σ ·P ) > µ(P ) (car µ(σ ·P ) est supérieur ou égal

à µ
(
yi11 · · · y

is−2

s−2 (σ ·Q)y
is+1

s+1 · · · yinn
)
qui est strictement supérieur à µ(P )).

On a ainsi montré qu’il suffit de vérifier le lemme pour n = 2. Soit µ(P ) =

yi11 y
i2
2 avec i1 < pi2. On pose P = (y1y

p
2 − y

p
1y2)qQ avec Q ∈ Si(V ∗2 ) et l’entier

q le plus grand possible.

Cas 1. — Q contient un monôme yi1. Celui-ci est forcément µ(Q), d’où µ(P ) =

ypq+i1 yq2, ce qui est absurde puisque µ(P ) = yi11 y
i2
2 et i1 < pi2.

Cas 2. — Q contient un monôme yi2. Soit σ ∈ Mat2(Fp) qui échange y1 et y2.
Alors

µ(σ · P ) = ypq+i1 yq2.

Cas 3. — Q est divisible par y1y2. Notons que y1y
p
2 − y

p
1y2 = y1y2

∏
a∈F∗p(y2−

ay1). La maximalité de q implique alors qu’il existe a ∈ F∗p tel que Q n’est
pas divisible par y2 − ay1. Soit σ ∈ Mat2(Fp) qui fixe y1 et transforme y2 en
ay1 + y2. Alors

σ · P = (y1y
p
2 − y

p
1y2)qQ(y1, ay1 + y2).
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Le terme qui ne comporte pas y2 dans Q(y1, ay1 + y2) est égal à Q(y1, ay1),
qui est non nul puisque Q n’est pas divisible par y2 − ay1. Supposons que
Q(y1, ay1) = byi1, alors

µ(σ · P ) = ypq+i1 yq2.

Observons maintenant que si pq + i+ q = i1 + i2, alors (pq + i, q) > (i1, i2),
car dans le cas contraire, on a i1 ≥ pq + i, ce qui implique q ≥ i2, et alors
i1 ≥ pi2 + i ≥ pi2. Le lemme suit.

Démonstration de la proposition 4.16. — Posons Yi = yp−1
i . Montrons la pro-

position par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial. Supposons que n > 1 et
que la proposition soit vraie pour n−1. En posantW ∗n−1 = Fp{y2, · · · , yn}, cette
hypothèse implique que pour tout Q ∈ Spn−1−1(W ∗n−1), il existe τ ∈ Matn(Fp)
tel que τ ·Q contient Y p

n−2

2 · · ·Y pn−1Yn. Ici τ ne fait intervenir que les généra-
teurs y2, . . . , yn.

Soit P un élément quelconque non-nul de Sp
n−1(W ∗n). Il faut montrer que

σ·P contient Y p
n−1

1 · · ·Y pn−1Yn pour un certain σ ∈ Matn(Fp). D’après le lemme
4.17, on peut supposer que m(P ) = yi11 · · · yinn est un monôme admissible. Mais
alors i1 ≥ (p − 1)pn−1. Réécrivons P sous la forme P = Y p

n−1

1 f + R, où
f = f(y1, . . . , yn) et R ne contient que des monômes dont la puissance de y1

est inférieure à (p− 1)pn−1.
Soit u une combinaison linéaire non nulle des générateurs y2, . . . , yn. Soit σu

la matrice définie par la substitution y1 := y1 + u. On considère σu · P comme
un élément de Fp[y2, · · · , yn][y1]. Il est clair que le coefficient de Y p

n−1

1 dans
σu ·R est nul. Puisque f est de degré pn−1 − 1, on vérifie que le coefficient de
Y p

n−1

1 dans

σu · Y p
n−1

1 f(y1, · · · , yn) =

p−1∑
i=0

(−1)iy
pn−1(p−1−i)
1 up

n−1if(y1 + u, y2, · · · , yn)

est f(u, y2, . . . , yn).

Cas 1. — Il existe u telle que f(u, y2, . . . , yn) 6= 0. D’après l’observa-
tion plus haut, il existe τ ∈ Matn(Fp) tel que τ · f(u, y2, . . . , yn) contient
Y p

n−2

2 · · ·Y pn−1Yn. Comme τ ne fait pas intervenir y1, il suit que τσu · P
contient Y p

n−1

1 · · ·Y pn−1Yn.

Cas 2. — f(u, y2, . . . , yn) = 0 pour toute combinaison non nulle u. Ceci im-
plique que le polynôme f(y1, . . . , yn) est divisible par y1 + u pour toute u.
Comme f ∈ Spn−1−1(W ∗n), il suit que f = a

∏
06=u∈V ∗

n−1
(y1 + u) pour certain

a ∈ F∗p. Clairement
∏

06=u∈W∗
n−1

(y1 + u) contient Y p
n−2

2 · · ·Y pn−1Yn. D’où P

lui-même contient Y p
n−1

1 · · ·Y pn−1Yn.
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La proposition est démontrée.

5. Application : cohomotopie du spectre L(n, 3)

Dans cette section, on étudie la cohomotopie du spectre L(n, 3) dans la
catégorie des spectres p-complétés. On note [L(n, 3), Sk] le groupe abélien des
applications du spectre L(n, 3) dans le spectre des suspensions itérées de la
sphère Sk. On désigne par M la catégorie dont les objets sont les Ap-modules
gradués et dont les morphismes sont les applications Ap-linéaires de degré zéro.
La catégorie U des Ap-modules instables est alors une sous catégorie pleine
de M.

Utilisant la suite spectrale d’Adams

ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3) =⇒ [L(n, 3), Ss−t],

on se ramène à l’étude des groupes d’extension ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3). A cette
fin, on se servira de la suite spectrale de Grothendieck

ExtuU(DvΣ
−tZ/p, Ln,3) =⇒ Extu+v

M (Σ−tZ/p, Ln,3)

pour passer de la catégorie U des Ap-modules instables à celle des Ap-modules
à travers les dérivés Dv du foncteur de déstabilisation (voir la section 5.1). La
suite exacte du théorème 1.1 sera utilisée pour calculer les groupes d’extension
ExtuU(DvΣ

−tZ/p, Ln,3). En particulier, on cherche à comprendre les groupes

Hom U(DvΣ
−tZ/p, Ln−u ⊗ J(2pu − 2)),

ou encore le module instable

(DvΣ
−tZ/p : Ln−u) U ,

la division dans U de DvΣ
−tZ/p par le module de Steinberg Ln−u. On se res-

treint à la division par L1, le cas général est difficile et sera étudié ailleurs.
En particulier, on explicitera une décomposition de (D(n) : L1) U en termes des
invariants modulaires de GLn. Ici D(n) est l’image de la restriction H∗Σpn →
H∗(Z/p)n induite par l’inclusion canonique (Z/p)n ↪→ Σpn . Pour p impair,
D(n) est en général strictement inclu dans (H∗(Z/p)n)GLn : c’est là une diffé-
rence fondamentale avec le cas p = 2.

On exposera le calcul du groupe ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3) pour s−t ≥ 2pn−2 +n.
Par conséquent, on obtiendra un résultat de type “conjecture de Segal” pour la
cohomotopie du spectre L(n, 3).

Théorème 5.1. — Supposons k ≥ 2pn−2 + n. Alors

[L(n, 3), Sk] =


Z/p si k = 2pn − 2 + n,
Z/p si k = 2pn−1 − 1 + n,
0 sinon.
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5.1. Dérivés du foncteur de déstabilisation. — On note D : M → U et on appelle
foncteur de déstabilisation l’adjoint à gauche du foncteur oubli O : U → M.
Le foncteur D est exact à droite et on note Ds : M → U, s ≥ 0, ses foncteurs
dérivés.

On considère Σpn le groupe des permutations (de l’ensemble des points) du
groupe Vn = (Z/p)n et in : Vn ↪→ Σpn le plongement via l’action par transla-
tion. On note Z/p le Σpn -module trivial Z/p et Z/p le Σpn -module Z/p via la
signature. On pose

D(n) = Im

Å
H∗(Σpn ; Z/p)

i∗n−→ H∗(Vn; Z/p)
ã
,

D(n) = Im

Å
H∗(Σpn ; Z/p)

i∗n−→ H∗(Vn; i∗n Z/p)
ã
.

Comme le plongement naturel in envoie Vn dans le sous-groupe alterné Apn

de Σpn , H ∗Vn := H∗(Vn; i∗n Z/p) s’identifie àH∗Vn := H∗(Vn; Z/p). Néanmoins
la structure de H ∗Vn en tant que GLn-module est donnée par l’action tordue
[24] :

g ∗ f := det(g)
p−1
2 (g · f)

où g · f désigne l’action naturelle de g ∈ GLn sur f ∈ H∗Vn. On observera que
D(n) ⊂ (H∗Vn)GLn et D(n) ⊂ ( H ∗Vn)GLn .

On considère ensuite l’application Z/p-linéaire

Stn(x1, y1, . . . , xn, yn;−) : M → H∗Vn ⊗M

définie de manière récurrente comme suit ([24, 2.4.1]) :

St1(x1, y1;m) =
∑
ε=0,1

0≤ε+2i≤|m|

(−1)ε+i
Å
x1

y1

ãε
y

(|m|−2i)(p−1)
2

1 ⊗ βεP i(m),

Sts(x1, y1, . . . , xs, ys;m) = St1

(
x1, y1; Sts−1(x2, y2, . . . , xs, ys;m)

)
.

On abrègera la notation Stn(x1, y1, . . . , xn, yn;m) en Stn(m).

Soit M un module instable. Le module instable RnM est défini par

RnM = D(n) · StnM
+ ⊕D(n) · StnM

−,

où M+ (resp. M−) désigne le sous-espace de M formé des éléments de degré
pair (resp. impair).

Théorème 5.2 ([24]). — Soit M un module instable. Alors, pour tout s ≥ 0,
on a un isomorphisme de modules instables DsΣ

1−sM ∼= ΣRsM.
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Rappelons que, à signe près, la classe d’Euler de la représentation régulière
réelle réduite de Vn est donnée par

en =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yn

yp1 · · · ypn
... · · ·

...
yp

s−1

1 · · · yps−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p−1
2

.

La formule suivante sera utile pour le calcul des groupes ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,m).

Corollaire 5.3. — Supposons s ≥ 0 et s+ t ≥ 1. Alors

DsΣ
tZ/p ∼=

{
Σs+tD(s)es+t−1

s si s+ t est impair,
Σs+tD(s)es+t−1

s si s+ t est pair.

On convient d’alléger cette formule en écrivant DsΣ
tZ/p = Σs+tD±(s)es+t−1

s .

Démonstration. — D’après [24, 4.2.1], on a Sts(Σ
kι) = (−1)

k(k−1)s
2 Σkeks , ι dé-

signant le générateur de Z/p. Le théorème 5.2 donne :

DsΣ
tZ/p = DsΣ

1−s(Σs+t−1Z/p) ∼= ΣRs(Σ
s+t−1Z/p)

∼=

{
ΣD(s) · Sts(Σ

s+t−1Z/p) si s+ t− 1 est pair,
ΣD(s) · Sts(Σ

s+t−1Z/p) si s+ t− 1 est impair,

∼=

{
Σs+tD(s)es+t−1

s si s+ t est impair,
Σs+tD(s)es+t−1

s si s+ t est pair.

Le corollaire est démontré.

5.2. Calcul de ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3). — Soit N un module instable. La suite
spectrale de Grothendieck associée à la composée des foncteurs

M D // U
Hom U(−,N) // V

est de la forme :

Eu,v2 = ExtuU(Dv(−), N) =⇒ Extu+v
M (−, N).

On se sert du corollaire 5.3 et cette suite spectrale pour calculer les groupes
d’extension ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3). On commence par le

Lemme 5.4. — Soit M un module instable. On a

1. ExtsU(M,Ln,3) = 0 si s > n ;
2. ExtsU(ΣdM,Ln,3) = 0 si d > 2ps − 2.
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Démonstration. — La première assertion est conséquence directe de la résolu-
tion injective de Ln,3. Pour la deuxième, on note Σ̃ le foncteur adjoint à droite
du foncteur de suspension Σ. On a Σ̃J(k) = J(k− 1) pour k ≥ 1 et Σ̃J(0) = 0.
De plus, si L est un module instable réduit et J est un module instable, on a
L⊗ Σ̃J ∼= Σ̃(L⊗J) [14]. Comme le module instable Ln−s est réduit, on obtient

Hom U(ΣdM,Ln−s ⊗ J(2ps − 2)) = Hom U(M,Ln−s ⊗ Σ̃dJ(2ps − 2)) = 0

si d > 2ps − 2. Le lemme est démontré.

5.2.1. Les groupes ExtnM(Σ2pn−2Z/p, Ln,3) et Extn+1
M (Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3). —

On calcule ensuite les groupes

ExtnM(Σ2pn−2Z/p, Ln,3) et Extn+1
M (Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3).

Proposition 5.5. — On a ExtnM(Σ2pn−2Z/p, Ln,3) ∼= Z/p.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :

ExtuU(DvΣ
2pn−2Z/p, Ln,3) =⇒ Extu+v

M (Σ2pn−2Z/p, Ln,3).

D’après le corollaire 5.3, on a

DvΣ
2pn−2Z/p = Σv+2pn−2D±(v)ev+2pn−3

v .

On déduit du lemme 5.4 que

ExtuU(DvΣ
2pn−2Z/p, Ln,3) =

{
0 si u 6= n,
Hom U(DvΣ

2pn−2Z/p, J(2pn − 2)) si u = n.

=

{
0 si (u, v) 6= (n, 0),
Z/p si (u, v) = (n, 0).

Il suit que ExtnM(Σ2pn−2Z/p, Ln,3) ∼= ExtnU(Σ2pn−2Z/p, Ln,3) ∼= Z/p.

Proposition 5.6. — On a Extn+1
M (Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3) ∼= Z/p.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :

ExtuU(DvΣ
2pn−1−2Z/p, Ln,3) =⇒ Extu+v

M (Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3).

D’après le corollaire 5.3, on a

DvΣ
2pn−1−2Z/p = Σv+2pn−1−2D±(v)ev+2pn−1−3

v .

– Si v = 0 alors, pour tout 0 ≤ i ≤ n, on a

Hom U(Σ2pn−1−2Z/p, Ln−i ⊗ J(2pi − 2)) = 0.
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– Si v = 1 alors D1Σ2pn−1−2Z/p = Σ2pn−1−1D(1)e2p
n−1−2

1 , d’où

ExtuU(D1Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3) =

{
0 si u 6= n,
Hom U(D1Σ2pn−1−2Z/p, J(2pn − 2)) si u = n

=

{
0 si u 6= n,
Z/p si u = n.

Ici Hom U(D1Σ2pn−1−2Z/p, J(2pn − 2)) = Z/p car le sous-espace des
éléments de degré 2pn − 2 de Σ2pn−1−1D(1)e2p

n−1−2
1 est engendré par

Σ2pn−1−1XY p
n−1

.
– Si v ≥ 2 alors la connectivité de

DvΣ
2pn−1−2Z/p = Σ2pn−1−2+vD±(v)e2p

n−1−3+v
v

est supérieure ou égale au degré de Σ2pn−1−2+ve2p
n−1−3+v

v , soit

(2pn−1 − 2 + v) + (2pn−1 − 3 + v)(pv − 1) = (2pn−1 − 3 + v)pv + 1 > 2pn − 2.

On en déduit que

ExtuU(DvΣ
2pn−1−2Z/p, Ln,3) =

{
0 si (u, v) 6= (n, 1),
Z/p si (u, v) = (n, 1).

D’où Extn+1
M (Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3) ∼= ExtnU(D1Σ2pn−1−2Z/p, Ln,3) ∼= Z/p.

5.2.2. Les groupes ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3) pour s − t ≥ 2pn−2 + n. — On va
montrer la nullité des groupes d’extension ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3) pour s − t ≥
2pn−2 + n et (s, t) 6∈ {(n, 2− 2pn), (n+ 1, 2− 2pn−1)}.

Pour t ≥ 0, considérons le morphisme

f : Hom U
(
D1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
→ Hom U

(
D1Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

)
,

induit par le morphisme fn−1,n : L1 ⊗ J(2pn−1 − 2) → J(2pn − 2). D’après le
corollaire 5.3, on a

D1Σ−tZ/p =

{
Σ1−tD(1)e−t1 si t est pair,
Σ1−tD(1)e−t1 si t est impair.

On obtient donc une inclusion D1Σ−tZ/p ↪→ Σ1−tD(1) dont le quotient est
fini. Il s’ensuit que cette inclusion induit un isomorphisme

(D1Σ−tZ/p : L1) U
∼= (Σ1−tD(1) : L1) U .

Comme (D(1) : L1) U
∼= D(1), on obtient

Hom U
(
D1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

) ∼= Hom U
(
Σ1−tD(1), J(2pn−1 − 2)

)
.

On vérifie que le domaine et la source de f sont soit {0} soit Z/p.
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Lemme 5.7. — Supposons que Hom U(D1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)) ∼= Z/p.
Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — On peut choisir i ≥ 0 et ε = 0, 1 tels que le degré de
Σ1−tXεY i soit 2pn−1 − 2, i.e.

(t− 1) + (2pn−1 − 2) = 2i(p− 1)− ε ≥ 0.

Il s’ensuit que Σ1−tXεY i+p
n−1

est un élément de degré 2pn − 2 de D1Σ−tZ/p,
donc la source de f est aussi non nulle. En effet,
• Si t = 2k ≤ 0 alors ε = 1 et k+ (pn−1 − 1) = i(p− 1) > 0. Ceci implique

l’élément Σ1−2kXY i+p
n−1 ∈ Σ1−2kM1 · Y −k est de degré 2pn − 2. .

• Si t = 2k− 1 ≤ 0 alors ε = 0 et (k− 1) + (pn−1 − 1) = i(p− 1) ≥ 0. Ceci
implique l’élément Σ2−2kY i+p

n−1 ∈ Σ2−2kL1 · Y −k est de degré 2pn − 2.
En particulier, on a 0 ≤ i(p− 1)− ε ≤ pn−1 − 2.
Soit α : Σ1−tD(1) → J(2pn−1 − 2) le générateur représenté par Σ1−tXεY i.

On considère le composé suivant, noté β, qui est un élément de
Hom U

(
D1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
:

D1Σ−tZ/p ↪→ D(1)⊗ Σ1−tZ/p δ⊗id−−−→ D(1)⊗D(1)⊗ Σ1−tZ/p π⊗α−−−→ L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

où δ : D(1)→ D(1)⊗D(1) est donné par δ(xε1y
(p−1)i
1 ) = (x1+x2)ε(y1+y2)(p−1)i

et π : D(1) � L1 est la projection canonique. Or, le coefficient de Y p
n−1

1 Xε
2Y

i
2

dans le développement de

δ(Xε
1Y

pn−1+i
1 ) = (x1 + x2)ε(y1 + y2)(p−1)(pn−1+i)−ε

est
((p−1)(pn−1+i)−ε

(p−1)pn−1

)
qui est non nul puisque

(p− 1)pn−1 ≤ (p− 1)pn−1 + ((p− 1)i− ε) ≤ (p− 1)pn−1 + (pn−1 − 2).

Il s’ensuit que le composé

D1Σ−tZ/p β−→ L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)→ J(2pn − 2)

est non nul. Le morphisme f est ainsi un isomorphisme du groupe Z/p.

Lemme 5.8. — Supposons t 6= 2− 2pn−1 et Hom U
(
D1Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

) ∼=
Z/p. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — Il suffit de montrer que le groupe Hom U
(
D1Σ−tZ/p, L1 ⊗

J(2pn−1 − 2)
)
est non nul en considérant les deux cas suivants :

• Si t = 2k alors ils existent i ≥ 0 et ε = 0, 1 tels que le degré de
Σ1−2kXεY i−k ∈ Σ1−2kD(1) · Y −k soit 2pn − 2, i.e

(2k − 1) + 2k(p− 1) + (2pn − 2) = 2i(p− 1)− ε ≥ 0.
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Il suit ε = 1 et kp+ (pn − 1) = i(p− 1) > 0. Il suit encore k = (p− 1)κ ≤ 0 et
κp+ pn−1

p−1 = i > 0. Il s’ensuit i = ιp+1 et k+(pn−1−1) = ι(p−1) ≥ 0. Comme
k 6= 1− pn−1, on a ι > 0. On en déduit que Σ1−2kXY ι est un élément de degré
2pn−1 − 2 de Σ1−2kD(1). Ceci implique le groupe Hom U

(
D1Σ−2kZ/p, L1 ⊗

J(2pn−1 − 2)
)
est non nul.

• Si t = 2k − 1, k ≤ 0, alors ils existent i ≥ 0 et ε = 0, 1 tels que le degré
de Σ2−2kXεY i−k ∈ Σ2−2kL1 · Y −k soit 2pn − 2, i.e

(2k − 2) + 2k(p− 1) + (2pn − 2) = 2i(p− 1)− ε > 0.

Il suit ε = 0 et kp−1+(pn−1) = i(p−1) > 0. Il suit encore k = (p−1)κ+1 ≤ 0 et
κp+1+ pn−1

p−1 = i > 0. Il s’ensuit i = ιp+2 et k−1+(pn−1−1) = ι(p−1) ≥ 0. On
en déduit que Σ2−2kY ι est un élément de degré 2pn−1 − 2 de Σ2−2kD(1). Ceci
implique le groupe Hom U

(
D1Σ−2k+1Z/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
est non nul.

Proposition 5.9. — Supposons n ≥ 2, (s, t) 6= (n, 2 − 2pn) et (s, t) 6= (n +

1, 2 − 2pn−1). Alors le groupe ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3) est nul dès que s − t ≥
2pn−2 + n.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :

ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, Ln,3) =⇒ ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3).

On va montrer que ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, Ln,3) = 0 pour 0 ≤ u ≤ n. D’après le
corollaire 5.3, on a

Ds−uΣ−tZ/p = Σs−t−uD±(s− u)es−t−u−1
s−u .

Considérons les trois cas suivants :

1. Pour 0 ≤ u ≤ n − 2, on a s − t − u > 2pn−2 − 2. On en déduit que le
groupe ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, Ln,3) est nul pour tout 0 ≤ u ≤ n− 2.

2. Pour u = n− 1, le groupe Extn−1
U (Ds−n+1Σ−tZ/p, Ln,3) est le noyau du

morphisme

f : Hom U
(
Ds−n+1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
→ Hom U

(
Ds−n+1Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

)
qui est induit par le morphisme fn−1,n : L1⊗J(2pn−1− 2)→ J(2pn− 2).

(a) Si s = n− 1, le morphisme f devient

Hom U(Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2))→ Hom U(Σ−tZ/p, J(2pn − 2))

avec t ≤ −2pn−2 − 1. Le domaine de ce morphisme est trivial.
(b) Si s = n, le morphisme f devient

Hom U
(
D1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
→ Hom U

(
D1Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

)
avec t ≤ −2pn−2. Si le domaine de f est non nul, f est un isomor-
phisme d’après le lemme 5.7.
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(c) Si s ≥ n+1, d’après le corollaire 6.23, la connectivité de la dévision
(Ds−n+1Σ−tZ/p : L1) est ≥ ps−n(s − t − n) + 1. Comme s − t ≥
2pn−2 +n, celle-ci est supérieure à 2pn−1− 2. Le domaine de f est
nul.

3. Pour u = n, comme le cas précédent, le groupe ExtnU(Ds−nΣ−tZ/p, Ln,3)

est le conoyau du morphisme

f ′ : Hom U
(
Ds−nΣ−tZ/p, L1⊗J(2pn−1−2)

)
→ Hom U

(
Ds−nΣ−tZ/p, J(2pn−2)

)
.

(a) Si s = n, le morphisme f ′ devient

Hom U(Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)→ Hom U(Σ−tZ/p, J(2pn − 2)).

Le domaine de ce morphisme est trivial car t 6= 2− 2pn.
(b) Si s = n+ 1, alors t 6= 2− 2pn−1 et le morphisme f ′ devient

Hom U
(
D1Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
→ Hom U

(
D1Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

)
avec t ≤ 1− 2pn−2. Si la source de f ′ est non nulle, alors f ′ est un
isomorphisme du groupe Z/p d’après le lemme 5.8.

(c) Si s = n+ 2, le morphisme f ′ devient

Hom U
(
D2Σ−tZ/p, L1 ⊗ J(2pn−1 − 2)

)
→ Hom U

(
D2Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

)
avec t ≤ 2 − 2pn−2. On a D2Σ−tZ/p ⊂ Σ2−t(D(2) ⊕ D(2)

)
e1−t2 .

Supposons qu’il existe a ∈ D(2)⊕D(2) tel que le degré de Σ2−ta ·
e1−t2 soit 2pn − 2, i.e. deg a + (2 − t) + (1 − t)(p2 − 1) = 2pn − 2,
soit deg a + (1 − t)p2 = 2pn − 3. Comme t ≤ 2 − 2pn−2, il suit
deg a ≤ p2 − 3. D’autre part, d’après le corollaire 6.12,

D(2)⊕D(2) ∼= Λ(M̃2,0, M̃2,1)⊗ Fp[e2,Q2,1]

où deg e2 = p2 − 1, deg Q2,1 = 2(p2 − p), deg M̃2,0 = p2 − 2 et
deg M̃2,1 = p2 − 2p. On en déduit que soit deg a = 0, soit deg a =

p2 − 2p.
• Si deg a = 0, on a (1 − t)p2 = 2pn − 3 ce qui est absurde

puisque 3 n’est pas divisible par p2.
• Si deg a = p2 − 2p, on a (p2 − 2p) + (1 − t)p2 = 2pn − 3.

Ceci implique p = 3, d’où 3(1 − t) = 2.3n−1 − 2 ce qui est encore
impossible.
On a ainsi vérifié que le groupe Hom U

(
D2Σ−tZ/p, J(2pn − 2)

)
est

trivial.
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(d) Si s ≥ n+3, la connectivité de Ds−nΣ−tZ/p est supérieure ou égale
au degré de Σs−t−nes−t−n−1

s−n . Pour n ≥ 2 et s− t ≥ 2pn−2 +n, on a

deg Σs−t−nes−t−n−1
s−n = ps−n(s− t− n− 1) + 1

≥ p3(2pn−2 − 1) + 1

= (2pn(p− 1)− p3 + 3) + (2pn − 2)

> 2pn − 2.

Le domaine de f ′ est donc trivial.

En résumé, on a montré que ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, Ln,3) = 0 pour tout 0 ≤ u ≤ n.
La proposition suit.

La proposition 5.9 est en fait aussi valable pour n = 1.

Proposition 5.10. — Supposons (s, t) 6= (1, 2− 2p) et (s, t) 6= (2, 0). Alors le
groupe ExtsM(Σ−tZ/p, L1,3) est nul dès que s− t ≥ 2.

Démonstration. — On a la suite spectrale de Grothendieck :

ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, L1,3) =⇒ ExtsM(Σ−tZ/p, L1,3).

On va montrer que ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, L1,3) = 0 pour 0 ≤ u ≤ 1 en utilisant
la résolution injective L1,3 ↪→ L1 � J(2p− 2).

Pour u = 0, on a ExtuU(Ds−uΣ−tZ/p, L1,3) = Hom U(DsΣ
−tZ/p, L1,3)

qui est nul puisque DsΣ
−tZ/p est une suspension d’après le corollaire 5.3.

Pour u = 1, comme Ds−1Σ−tZ/p est encore une suspension, le groupe
Hom U(Ds−1Σ−tZ/p, L1,3) est nul. D’où

Ext1
U(Ds−1Σ−tZ/p, L1,3) ∼= Hom U(Ds−1Σ−tZ/p, J(2p− 2)).

On vérifie sans peine que, pour s−t ≥ 2, le groupe Hom U(Ds−1Σ−tZ/p, J(2p−
2)) est nul si (s, t) 6= (1, 2− 2p) ou (s, t) 6= (2, 0). La proposition suit.

Remarque 5.11. — Afin de pousser plus loin le calcul de Ext∗M(Σ∗Z/p, Ln,3)

dans cette direction, on a besoin d’étudier l’espace vectoriel gradué (D(s) : Lk) U
pour k ≥ 2, ceci sera fait ailleurs.
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s

Z/p n+ 1

Z/p n

//
2− 2pn − n 1− 2pn−1 − n −2pn−2 − n 0

OO

t− s

Figure 1. Exts
M(Σ−tZ/p, Ln,3), s− t ≥ 2pn−2 + n

5.3. Cohomotopie de L(n, 3). — Voici un résultat partiel sur les groupes d’ho-
motopie du spectre L(n, 3).

Théorème 5.12. — Supposons k ≥ 2pn−2 + n. Alors

[L(n, 3), Sk] =

{
Z/p si k = 2pn − 2 + n où k = 2pn−1 − 1 + n,
0 sinon.

Démonstration. — La suite spectrale d’Adams pour la cohomotopie [L(n, 3), Sk],
k ∈ Z est de la forme :

Es,t2 = ExtsM(Σ−tZ/p, Ln,3) =⇒ [L(n, 3), Ss−t], dr : Es,tr → Es+r,t+r−1
r .

Pour s− t ≥ 2pn−2 + n, on déduit des propositions 5.5, 5.6, 5.9 et 5.10 que

Es,t∞ =

{
Z/p si (s, t) = (n, 2− 2pn) ou (s, t) = (n+ 1, 2− 2pn−1),
0 sinon.

Le théorème suit.

6. (D(n) : L1) U en tant qu’espace vectoriel gradué

L’objectif de cette section est de déterminer (D(n) : L1) U en tant qu’es-
pace vectoriel gradué. En particulier, pour s + t ≥ 1, la connectivité de
(DsΣ

tZ/p : L1) U sera déterminée. Cette connectivité a été utilisée dans la
démonstration de la proposition 5.9(cas 2c).
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6.1. Invariants modulaires. — Afin de décrire la structure de D(n), nous allons
rappeler certains invariants modulaires de GLn définis par Dickson [6] et Mui
[18].

Rappelons que GLn agit à gauche sur H∗Vn ∼= Λ(x1, . . . , xn)⊗Fp[y1, . . . , yn]

comme suit. Etant donnés g = (gi,j) ∈ GLn et f ∈ H∗Vn, on a

g · f(x1, y1, · · · , xn, yn) = f(g · x1, g · xn, · · · , g · xn, g · g · yn)

avec g · xj =
∑n
i=1 gi,jxi et g · yj =

∑n
i=1 gi,jyi pour 1 ≤ j ≤ n.

Appelons f invariant de GLn par rapport à c : GLn → F∗p si g · f = c(g)f

pour tout g ∈ GLn. A la suite de Dickson [6], on pose

[e1, . . . , en] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
yp

e1

1 · · · ype1n

...
. . .

...
yp

en

1 · · · ypenn

∣∣∣∣∣∣∣∣
pour toute suite d’entiers naturels (e1, . . . , en). Les [e1, . . . , en] sont invariants
par rapport à la représentation déterminant de GLn, i.e.

g · [e1, . . . , en] = det(g)[e1, . . . , en]

pour tout g ∈ GLn. En particulier, pour 0 ≤ s ≤ n, on pose

Ln,s = [0, . . . , ŝ, . . . , n], Ln = Ln,n = [0, . . . , n− 1].

Lemme 6.1 ([6, 18]). — 1. Soit f ∈ Fp[y1, . . . , yn] un GLn-invariant par
rapport à detd, 1 ≤ d ≤ p− 2. Alors Ldn divise f .

2. Soit f ∈ Λk(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn], 1 ≤ k ≤ n, un GLn-invariant
par rapport à detd, 1 ≤ d ≤ p− 1. Alors Ld−1

n divise f .

D’après ce lemme, Ln,s est divisible par Ln. On a l’invariant de Dickson
Qn,s =

Ln,s
Ln

. Le degré de Qn,s est 2(pn − ps). Notons que Qn,0 = Lp−1
n et

Qn,n = 1.
A la suite de [18], on pose

Vk = Vk(y1, . . . , yk) =
∏
λi∈Fp

(λ1y1 + · · ·+ λk−1yk−1 + yk).

On a les relations suivantes entre les Ln, Qn,s et Vk :

Ln = V1 · · ·Vn,

Qn,s = Qn−1,sV
p−1
n + Qn−1,s−1,

Vk+1 =
k∑
s=0

(−1)s+kQk,sy
ps

k+1.
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Pour 0 ≤ s ≤ n− 1, posons

Mn,s =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 · · · xn

y1 · · · yn
...

. . .
...

yp
s−1

1 · · · yps−1

n

yp
s+1

1 · · · yps+1

n

...
. . .

...
yp

n−1

1 · · · ypn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

On a évidemment que Mn,s est invariant par rapport à la représentation dé-
terminant de GLn. De plus, d’après [18, I.4.12], si s ≤ n− 2, on a

Mn,s = Mn−1,sVn + Mn,n−1Qn−1,s.

Soient 0 ≤ s1 < · · · < sj ≤ n − 1. D’après le lemme 6.1, Lj−1
n divise le

produit Mn,s1 · · ·Mn,sj . On a alors l’invariant de Mui :

Mn;s1,...,sj = (−1)(
j
2)

Mn,s1 · · ·Mn,sj

Lj−1
n

.

Le degré de Mn;s1,...,sj est
2(pn−1)
p−1 + (1− 2ps1) + · · ·+ (1− 2psj ). Si l’ensemble

{s1, . . . , sj} est vide, on convient de poser Mn,∅ = Ln.
On note SLn le sous-groupe de GLn des matrices de déterminant 1.

Théorème 6.2 ([6]). — On a

1. Fp[y1, . . . , yn]SLn = Fp[Ln,Qn,1, . . . ,Qn,n−1] ;
2. Fp[y1, . . . , yn]GLn = Fp[Qn,0, . . . ,Qn,n−1].

Théorème 6.3 ([18]). — On a

1.
(
Λ(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn]

)SLn est un Fp[y1, . . . , yn]SLn-module libre
de base

{1, Mn;s1,...,sj}
avec 0 ≤ s1 < · · · < sj ≤ n− 1 ;

2.
(
Λ(x1, . . . , xn)⊗Fp[y1, . . . , yn]

)GLn est un Fp[y1, . . . , yn]GLn-module libre
de base

{1, Mn;s1,...,sjL
p−2
n }

avec 0 ≤ s1 < · · · < sj ≤ n− 1.

On rappelle que H ∗Vn désigne la cohomologieH∗Vn munie de l’action tordue
de GLn donnée par g ∗ f = det(g)

p−1
2 (g · f). On déduit du théorème 6.3 et du

lemme 6.1 le
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Corollaire 6.4. — ( H ∗Vn)GLn est un Fp[y1, . . . , yn]GLs-module libre de base

{L
p−1
2

n , Mn;s1,...,sjL
p−3
2

n }

avec 0 ≤ s1 < · · · < sj ≤ n− 1.

6.2. Structure de D(n) et D(n). — Soit G un groupe fini et soit S un sous-
groupe du groupe symétrique Σk. Le produit en couronne S

∫
G est défini

comme étant le produit semi-direct

Gk ↪→ S nGk � S.

La multiplication de S nGk est donné par

(s; g1, . . . , gk)(s′; g′1, . . . , g
′
k) = (ss′; g1g

′
s−1(1), . . . , gkg

′
s−1(k))

pour (g1, . . . , gk), (g′1, . . . , g
′
k) ∈ Gk et s, s′ ∈ S. Si G est un sous-groupe du

groupe symétrique Σm, alors S
∫
G agit sur les couples (i, j), 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤

j ≤ m :
(s; g1, . . . , gk) · (i, j) = (s(i), gi(j))

pour (s; g1, . . . , gk) ∈ S
∫
G. Le groupe S

∫
G est ainsi un sous-groupe de Σkm.

Soient maintenant (a1, . . . , an) la base canonique de Vn et Ai le sous-espace
engendré par ai, 1 ≤ i ≤ n. On a Ai ⊂ Σp. On désigne par Σpn,p le produit en
couronne itéré (

· · · (A1

∫
A2)

∫
A3 · · ·

) ∫
An.

Il est bien connu que Σpn,p est un sous-groupe de Sylow de Σpn contenant
Vn.

Si K est un sous-groupe de G et M un G-module, on note i(K,G;M) le
morphisme H∗(G;M)→ H∗(K;M) induit par l’inclusion K ↪→ G. Si M est le
G-module trivial, i(K,G;M) se note simplement i(K,G).

Par définition, D(n) = Im i(Vn,Σpn) et D(n) = Im i(Vn,Σpn ; Z/p).
La structure de D(n) en tant que Fp-algèbre a été déterminée pour la pre-

mière fois par H. Mui [18]. La méthode de calcul de Im i(Vn,Σpn) de [18]
s’appuie sur la théorie d’invariants modulaires de GLn et le résultat suivant.

Théorème 6.5 ([18]). — Soit G un sous-groupe de Σpn contenant Σpn,p.
Alors

Im i(Vn, G;M) = Im i(Vn,Σpn,p;M) ∩H∗(Vn;M)WG(Vn)

où WG(Vn) est le groupe de Weyl de Vn dans G.

Démonstration. — Voir la démonstration de [18, I.1.4]. La démonstration re-
pose sur la formule des doubles classes [5, 2.4.5] et le fait que Vn ⊂ Σpn,p ⊂ G

est un système fermé, i.e. si un sous-groupe de Σpn,p est conjugué à Vn dans
G, alors il est conjugué à Vn dans Σpn,p [18, I.2.1].

tome 140 – 2012 – no 2



UN COMPLEXE DE KOSZUL DE MODULES INSTABLES 295

Posons Mn(p) := Im i(Vn,Σpn,p). Cette algèbre a été aussi explicitée par
Mui.

Théorème 6.6 ([18]). — On a

Mn(p) = Λ(U1, . . . ,Un)⊗ Fp[V1, . . . ,Vn]

avec Uk = Mk;k−1L
p−3
2

k−1, 1 ≤ k ≤ n.

Notons que, d’après [18],

Fp[y1, . . . , yn]Un = Fp[V1, . . . ,Vn],

où Un désigne le sous-groupe de Sylow de GLn des matrices triangulaires su-
périeures avec 1 sur la diagonale. Le groupe Un est aussi le groupe de Weyl de
Vn dans Σpn,p, d’où Mn(p) est une sous-algèbre de (H∗Vn)Un .

On note en = L
p−1
2

n et M̃n;s = Mn;sL
p−3
2

n . Le degré de en est pn − 1 et le
degré de M̃n;s est pn − 2ps.

Les trois lemmes suivants seront utiles pour le calcul de l’intersection de
Mn(p) et l’algèbre (H∗Vn)G avec G un sous-groupe de GLn.

Lemme 6.7. — Pour 0 ≤ s < k ≤ n, on a Qk,s, es, M̃k,s ∈ Mn(p). De plus
si f est un élément de Λ(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn] tel que f ·Vn ∈ Mn(p),
alors f ∈ Mn(p).

Démonstration. — On répète la démonstration de II.6.3 et II.6.4 dans [18] pour
le premier énoncé. Comme Qk,s et es sont des Un-invariants de Fp[y1, . . . , yn],
il est clair que Qk,s et es appartiennent à Mn(p).

Ensuite, on a M̃k,k−1 = UkV
p−3
2

k , d’où M̃k,k−1 ∈ Mn(p). Pour s ≤ k − 2,
utilisant la relation Mk,s = Mk−1,sVk + Mk,k−1Qk−1,s, on a

M̃k,s = M̃k−1,sV
p−1
2

k + UkV
p−3
2

k Qk−1,s.

Comme UkV
p−3
2

k Qk−1,s ∈ Mn(p), il est clair que M̃k,s ∈ Mn(p) par récurrence.
Pour le dernier énoncé, on pose M′n(p) = Λ(U1, . . . ,Un)⊗Fp[V1, . . . ,Vn−1].

Comme f ·Vn ∈ Mn(p), on peut écrire f ·Vn = f0 +f1 avec f0 ∈ M′n(p) et f1 ∈
Mn(p) ·Vn. Si f0 est non-nul, alors f0 est divisible par yn. Or, aucun élément
non-nul de M′n(p) n’est divisible par yn car, d’une part, les U1, . . . ,Un−1 et
V1, . . . ,Vn−1 ne contiennent pas xn et yn, et d’autre part,

Un |yn=0= (−1)nxnen−1 6= 0.

Il s’ensuit f0 = 0, donc f ∈ Mn(p). Le lemme est démontré.
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Lemme 6.8. — Soit f ∈ Λk(x1, . . . , xn)⊗ Fp[y1, . . . , yn] de la forme

f =
∑
I

xIfI(y1, . . . , yn).

Si f est un élément de Mn(p), alors y
(p−1)(k−1)

2
1 divise fI0 avec I0 = {1, . . . , k}.

Démonstration. — Cette remarque apparaît dans la démonstration de II.6.6
de [18]. Comme f ∈ Mn(p), f est aussi de la forme

f =
∑
I

UIgI(V1, . . . ,Vn).

Un calcul direct donne U1 · · ·Uk = (−1)(
k
2)x1 · · ·xkL

p−1
2

1 · · ·L
p−1
2

k−1 qui est divi-

sible par y
(p−1)(k−1)

2
1 . Le lemme suit.

Lemme 6.9 ([18, I.4.15]). — Soient 1 ≤ d ≤ p − 1 et f ∈ Λk(x1, . . . , xn) ⊗
Fp[y1, . . . , yn] un invariant par rapport à detd de la forme

f =
∑
I

xIfI(y1, . . . , yn)

avec I une partie ordonnée de cardinal k de {1, . . . , n}. Supposons que ymi divise
fI pour certain i et certain I, alors Lm+d−1−m

n divise fI pour tout I. Ici a ≡ a
mod p− 1 avec 0 ≤ a ≤ p− 2.

On est maintenant en mesure de décrire la structure de D(n) et D(n). Pour
les calculs dans les sections qui suivent, il nous suffit de comprendre la structure
de D(n) et D(n) en tant que Fp-espaces vectoriels.

Théorème 6.10 ([18]). — D(n) est un Fp[Qn,0, . . . ,Qn,n−1]-module libre de
base

{1, Mn;s1,...,sjL
p−2+(p−1)[ j−1

2 ]
n }

avec 0 ≤ s1 < · · · < sj ≤ n− 1.

Démonstration. — On a D(n) = Mn(p) ∩ (H∗Vn)GLn . Posons j = 2j′ + e,
e = 0, 1. Comme

Mn;s1,...,sjL
p−2+(p−1)[ j−1

2 ]
n = (−1)(

j
2)M̃n,s1 · · · M̃n,sjL

p−1+(p−1)[ j−1
2 ]− (p−1)j

2
n

= (−1)(
j
2)M̃n,s1 · · · M̃n,sj e

e
n,

on déduit du lemme 6.7 et du théorème 6.3 que le module donné dans le théo-
rème est contenu dans Mn(p) ∩H∗V GLn

n .
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Montrons l’inclusion inverse. Soit f ∈ Λj(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn] un
élément de Mn(p) ∩H∗V GLn

n de la forme

f =
∑
I

xIfI(y1, . . . , yn).

Si j = 0, alors f est un élément de Fp[Qn,0, . . . ,Qn,n−1]. Supposons que j > 0.

D’après le lemme 6.8, y
(p−1)(j−1)

2
1 divise fI0 avec I0 = {1, . . . , j}. Comme f est

GLn-invariant, i.e. invariant par rapport à detp−1, on déduit du lemme 6.9 que
L
p−2+(p−1)[ j−1

2 ]
n divise f car

(p− 1)(j − 1)

2
+ p− 2− (p− 1)(j − 1)

2
= p− 2 + (p− 1)[

j − 1

2
].

Utilisant le théorème 6.3, f est un élément du module donné dans le théorème.

Théorème 6.11 ([24]). — D(n) est un Fp[Qn,0, . . . ,Qn,n−1]-module libre de
base

{L
p−1
2

n , Mn;s1,...,sjL
p−3
2 +(p−1)[ j2 ]

n }
avec 0 ≤ s1 < · · · < sj ≤ n− 1.

Démonstration. — On a D(n) = Mn(p) ∩ ( H ∗Vn)GLn . Posons j = 2j′ + e,
e = 0, 1. Comme

Mn;s1,...,sjL
p−3
2 +(p−1)[ j2 ]

n = (−1)(
j
2)M̃n,s1 · · · M̃n,sjL

p−1
2 +(p−1)[ j2 ]− (p−1)j

2
n

= (−1)(
j
2)M̃n,s1 · · · M̃n,sj e

1−e
n ,

on déduit du lemme 6.7 et du corollaire 6.4 que le module donné dans le théo-
rème est contenu dans Mn(p) ∩ ( H ∗Vn)GLn .

Montrons l’inclusion inverse. Soit f ∈ Λj(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn] un
élément de Mn(p) ∩ ( H ∗Vn)GLn de la forme

f =
∑
I

xIfI(y1, . . . , yn).

Si j = 0, alors f est un élément de Fp[Qn,0, . . . ,Qn,n−1]L
p−1
2

n . Supposons j > 0.

D’après le lemme 6.8, y
(p−1)(j−1)

2
1 divise fI0 avec I0 = {1, . . . , j}. Comme f est

invariant par rapport à det
p−1
2 , on déduit du lemme 6.9 que L

p−3
2 +(p−1)[ j2 ]

n divise
f car

(p− 1)(j − 1)

2
+
p− 3

2
− (p− 1)(j − 1)

2
=
p− 3

2
+ (p− 1)[

j

2
].

Utilisant le théorème 6.3, f est un élément du module donné dans le théorème.
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Corollaire 6.12 ([24]). — On a

D(n)⊕D(n) ∼= Λ(M̃n,0, . . . , M̃n,n−1)⊗ Fp[en,Qn,1, . . . ,Qn,n−1].

Remarque 6.13. — On note Apn le sous-groupe alterné du groupe sy-
métrique Σpn . D’après le lemme d’Eckmann-Shapiro, on a H∗Apn

∼=
H∗(Σpn ;1

Σpn

Apn
). On vérifie que le module induit 1

Σpn

Apn
est isomorphe à la

somme directe de la représentation triviale Z/p et la représentation signature
Z/p. Il s’ensuit que

D(n)⊕D(n) ∼= Im
(
H∗Apn

i(Vn,Apn )
−−−−−−→ H∗Vn

)
.

Le corollaire 6.12 alors peut être trouvé dans [19].

6.3. Calcul de (D(n) : L1) U . — Soit Gn−1 (resp. GLn−1) le sous-groupe de GLn
des matrices de la formeà

∗ · · · ∗ ∗
...
. . .

...
...

∗ · · · ∗ ∗
0 · · · 0 1

í
(resp.

à
∗ · · · ∗ 0
...
. . .

...
...

∗ · · · ∗ 0

0 · · · 0 1

í
).

Soit T: U → U le foncteur de Lannes [12]. On a

T((H∗Vn)GLn) = MapGLn(Vn, H
∗Vn).

Rappelons que si (a1, . . . , an) est la base canonique de Vn, alors l’action à droite
de GLn sur Vn est donnée par (a1 · g, . . . , an · g) = (a1, . . . , an)gt, le produit
matriciel de (a1, . . . , an) par le transposé de g ∈ GLn. L’espace vectoriel Vn
muni de cette action de GLn se décompose en deux orbites : celle de 0 et celle
de an. On a évidemment que le fixateur dans GLn de 0 (resp. de an) est GLn
(resp. Gn−1). On en déduit que

T
(
(H∗Vn)GLn

)
= (H∗Vn)Gn−1 ,

où T désigne le foncteur de Lannes réduit.

Théorème 6.14. — (H∗Vn)Gn−1 est un Fp[Qn−1,0, . . . ,Qn−1,n−2,Vn]-mo-
dule libre de base

{1, Mn−1;s1,...,siL
p−2
n−1, Mn;n−1L

p−2
n−1, Mn;r1,...,rj−1,n−1L

p−2
n−1}

où 0 ≤ s1 < · · · < si ≤ n− 2 et 0 ≤ r1 < · · · < rj−1 ≤ n− 2.
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Démonstration. — Observons d’abord que

Fp[y1, . . . , yn]Gn−1 = Fp[Qn−1,0, . . . ,Qn−1,n−2,Vn].

Donc il est clair que le module libre donné dans le théorème est contenu dans
(H∗Vn)Gn−1 .

Montrons l’inclusion inverse. On note Sn−1 le sous-groupe SLn des matrices
de la forme à

∗ · · · ∗ ∗
...
. . .

...
...

∗ · · · ∗ ∗
0 · · · 0 1

í
.

D’après [16], (H∗Vn)Sn−1 est un Fp[Ln−1,Qn−1,1, . . . ,Qn−1,n−2,Vn]-module
libre de base

{1, Mn−1;s1,...,si , Mn;n−1, Mn;r1,...,rj−1,n−1}

où 0 ≤ s1 < · · · < si ≤ n− 2 et 0 ≤ r1 < · · · < rj−1 ≤ n− 2.
Soit f un élément de (H∗Vn)Gn−1 , f ∈ Λj(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn]. Si

j = 0, alors f ∈ Fp[Qn−1,0, . . . ,Qn−1,n−2,Vn]. Supposons que j > 0. Comme
Sn−1 ⊂ Gn−1, f s’écrit

f =
∑
S

Mn−1;s1,...,sjfS +
∑
R

Mn;r1,...,rj−1,n−1fR,

avec fS , fR ∈ Fp[Ln−1,Qn−1,1, . . . ,Qn−1,n−2,Vn]. Comme f est GLn−1-inva-
riant, on déduit du lemme 6.1 que fS et fR sont divisibles par Lp−2

n−1. Il s’ensuit
que f est un élément du module libre donné dans le théorème.

Considérons ensuite le calcul de T(D(n)). Rappelons que, contrairement au
cas p = 2, D(n) est un sous-module propre de (H∗Vn)GLn . A cause de cela, on
va calculer T(D(n)) en utilisant la définition D(n) = Im i(Vn,Σpn).

Soit Cn le centralisateur dans le groupe Σpn du vecteur de base an ∈ Vn :

Cn = {f : Vn → Vn | f(v + an) = f(v) + an,∀v ∈ Vn} ⊂ Σpn .

Proposition 6.15. — On a T
(
Im i(Vn,Σpn)

) ∼= Im i(Vn,Cn).

Démonstration. — Rappelons d’abord la formule de l’image de T sur la coho-
mologie d’un groupe fini. Soit G un groupe fini, T(H∗G) est donné par ([12]) :

T(H∗G) ∼=
∏

ϕ∈Rep(Z/p,G)

H∗Gϕ.

Ici Rep(Z/p,G) désigne le quotient de l’action par conjugaison de G sur
Hom(Z/p,G) et Gϕ le centralisateur dans G de l’image de ϕ. Le morphisme
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T(H∗G) → H∗Gϕ est induit par le morphisme évident Z/p × Gϕ → G,
(x, g) 7→ ϕ(x)g.

Maintenant, soit f : G′ → G un homomorphisme de groupe. Par fontorialité,
le morphisme T(f∗) : T(H∗G)→ T(H∗G′) est le produit des morphismes

T(f∗ϕ) : H∗Gϕ →
∏

ϕ′∈Rep(Z/p,G′),
ϕ=f◦ϕ′

H∗G′ϕ′ ,

ϕ décrivant Rep(Z/p,G). On en déduit que T(Im f∗) est l’image du morphisme∏
ϕ∈Im Rep(f)

H∗Gϕ

∏
ϕ∈Im Rep(f)

T(f∗ϕ)

−−−−−−−−−−−−−→
∏

ϕ∈Im Rep(f)

Å ∏
ϕ′∈Rep(f)−1(ϕ)

H∗G′ϕ′

ã
,

où Rep(f) : Rep(Z/p,G′)→ Rep(Z/p,G) est l’application induite par f : G′ →
G.

Revenons au cas où f est le plongement naturel in : Vn → Σpn . On a

Rep(Z/p, Vn) = Vn.

Considérons l’image de Rep(in) : Rep(Z/p, Vn) → Rep(Z/p,Σpn). On a évi-
demment que Rep(in)(0) = 0. Si v1 et v2 sont deux éléments non-nuls de
Vn = Rep(Z/p, Vn), alors v1 est conjugué à v2 dans Σps par un automorphisme
f ∈ Aut(Vn) ⊂ Σpn qui envoie v1 à v2. En effet, pour tout v ∈ Vn, on a

(f ◦ v1 ◦ f−1)(v) = f(v1 + f−1(v)) = f(v1) + v = v2 + v = v2(v),

i.e. f ◦ v1 ◦ f−1 = v2.
On en déduit que Im Rep(in) = Vn/GLn et celui-ci est représentée par 0 et

an ∈ Vn ⊂ Σpn , {a1, . . . , an} étant la base canonique de Vn. Le centralisateur
dans Σpn de 0 (resp. an) est alors Σpn (resp. Cn).

Soit jn : Vn ↪→ Cn l’inclusion naturelle. Par ce qui précède, T(Im i(Vn,Σpn))

est l’image du morphisme :

H∗Σpn ×H∗Cn

i(Vn,Σpn )×
∏

v∈Vn\{0}

i(Vn,Cn)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ H∗Vn ×
∏

v∈Vn\{0}

H∗Vn.

Il suit que T(Im i(Vn,Σpn)) ∼= Im i(Vn,Cn). La proposition est démontrée.

Rappelons que Gn−1 est le sous-groupe de GLn des matrices de la formeà
∗ · · · ∗ ∗
...
. . .

...
...

∗ · · · ∗ ∗
0 · · · 0 1

í
.
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Corollaire 6.16. — On a T
(
Im i(Vn,Σpn)

) ∼= Im i(Vn,Σpn,p)∩(H∗Vn)Gn−1 .

Démonstration. — Montrons d’abord que Vn ⊂ Σpn,p ⊂ Cn. On considère
Σpn−1 le groupe des permutations (de l’ensemble des points) de Vn−1, le sous-
espace de Vn engendré par a1, . . . , an−1. Soit in−1 : Vn−1 ↪→ Σpn−1 l’inclu-
sion naturelle. Soit An le sous-espace de Vn engendré par an. Vérifions que
Σpn−1

∫
An est un sous-groupe de Cn. Soit f un élément de Σpn−1

∫
An de la

forme

f = (s;λ1an, . . . , λpn−1an)

avec s ∈ Σpn−1 et λ1an, . . . , λpn−1an ∈ An. Par définition du produit en cou-
ronne, on a

f(v + λan) = s(v) + λin−1(v)an + λan

pour v ∈ Vn−1 et λan ∈ An. D’autre part, on peut réécrire le groupe Cn comme
suit :

Cn = {f : Vn → Vn | f(v + λan) = f(v) + λan,∀v ∈ Vn−1, λ ∈ Fp}.

On en déduit que f est un élément de Cn, d’où Σpn−1

∫
An ⊂ Cn. Comme Σpn,p

est un sous-groupe de Σpn−1

∫
An contenant Vn, on a Vn ⊂ Σpn,p ⊂ Cn.

Montrons maintenant le corollaire. D’après le théorème 6.5, on a

Im i(Vn,Cn) ∼= Im i(Vn,Σpn,p) ∩ (H∗Vn)WCn (Vn).

D’autre part, d’après [10, Proposition 3.5], le groupe de Weyl WCn(Vn) s’iden-
tifie à GLn ∩ Cn. Par définition, on a

GLn ∩ Cn = {f ∈ Aut(Vn) | f(v + an) = f(v) + an,∀v ∈ Vn}
= {f ∈ Aut(Vn) | f(an) = an}
= Gn−1.

Le corollaire suit.

Théorème 6.17. — T(D(n)) est un Fp[Qn−1,0, . . . ,Qn−1,n−2,Vn]-module
libre de base{

1,Mn−1;s1,...,siL
p−2+(p−1)[ i−1

2 ]
n−1 ,Mn;n−1L

p−2
n−1,Mn;r1,...,rj−1,n−1L

p−2+(p−1)[ j−1
2 ]

n−1

}
avec 0 ≤ s1 < · · · < si ≤ n− 2 et 0 ≤ r1 < · · · < rj−1 ≤ n− 2.
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Démonstration. — On a T(D(n)) = Mn(p) ∩ (H∗Vn)Gn−1 . Posons j = 2j′ + e

avec e ∈ {0, 1}. Comme

Mn−1;s1,...,sjL
p−2+(p−1)[ j−1

2 ]
n−1 = (−1)(

j
2)M̃n−1,s1 · · · M̃n−1,sj e

e
n−1,

Mn;r1,...,rj−1,n−1L
p−2+(p−1)[ j−1

2 ]
n−1 = (−1)(

j
2)
‹Mn,r1 ···‹Mn,rj−1

‹Mn,n−1L
p−2+(p−1)[

j−1
2

]

n−1

L
j−1+

(p−3)j
2

n

= (−1)(
j
2)
‹Mn,r1 ···‹Mn,rj−1

‹Mn,n−1e
e
n−1

V
(p−1)j

2
−1

n

,

on déduit du lemme 6.7 et du théorème 6.14 que le module donné dans le
théorème est contenu dans Mn(p) ∩ (H∗Vn)Gn−1 .

Montrons l’inclusion inverse. Soit f ∈ Λj(x1, . . . , xn) ⊗ Fp[y1, . . . , yn] un
élément de Mn(p) ∩ (H∗Vn)Gn−1 de la forme

f =
∑
I

xIfI(y1, . . . , yn).

Si j = 0, alors f est un élément de Fp[Qn−1,0, . . . ,Qn−1,n−2,Vn]. Supposons

que j > 0. D’après le lemme 6.8, y
(p−1)(j−1)

2
1 divise fI0 avec I0 = {1, . . . , j}.

Comme f est Gn−1-invariant, f est aussi GLn−1-invariant. On déduit du lemme

6.9 que L
p−2+(p−1)[ j−1

2 ]
n−1 divise f car

(p− 1)(j − 1)

2
+ p− 2− (p− 1)(j − 1)

2
= p− 2 + (p− 1)[

j − 1

2
].

Utilisant le théorème 6.14, f est un élément du module donné dans le théorème.

Corollaire 6.18. — (D(n) : L1) U est un Fp[Qn−1,0, . . . ,Qn−1,n−2,V
p−1
n ]-mo-

dule libre de base{
1,Mn−1;s1,...,siL

p−2+(p−1)[ i−1
2 ]

n−1 ,Mn,n−1L
p−2
n , Mn;r1,...,rj−1,n−1L

p−2
n L

(p−1)[ j−1
2 ]

n−1

}
avec 0 ≤ s1 < · · · < si ≤ n− 2 et 0 ≤ r1 < · · · < rj−1 ≤ n− 2.

Démonstration. — L’action de GL1 sur H∗Z/p induit une action sur T(D(n))

à travers l’inclusion GL1 ↪→ GLn donnée par λ 7→ diag(1n−1, λ). Le résultat se
déduit facilement du théorème précédent.

6.4. Série de Poincaré de (RsΣ
iZ/p : L1) U . — On note PM (t) la série de Poin-

caré du module instable M . Par définition des foncteurs Φ et Σ [22], on a

PΦM (t) = PM+(tp) + t2−pPM−(tp),

PΦΣM (t) = t2PM+(tp) + tpPM−(tp).

Si M = (RsΣ
iZ/p : L1) U , on écrit Ps,i(t) (resp. P+

s,i(t), P
−
s,i(t)) pour PM (t)

(resp. PM+(t), PM−(t)).
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Lemme 6.19. — Pour s ≥ 2, on a

1. (1− t2(ps−1−1))P+
s,0(t) = P+

s−1,0(tp) + tp−2P−s−1,0(tp);

2. (1− t2(ps−1−1))P−s,0(t) = tp−1P−s−1,0(tp) + t2p
s−1−3P+

s−1,0(tp).

Démonstration. — D’après le corollaire 6.18, le sous-espace des éléments de
degré pair de (D(s) : L1) U est le Fp[Qs−1,0, . . . ,Qs−1,s−2,V

p−1
s ]-module libre

de base{
1, Ms−1;i1,...,irL

p−2+(p−1)[ r−1
2 ]

s−1 , Ms;j1,...,jk,s−1L
p−2
s L

(p−1)[ k2 ]
s−1

}
où {i1, . . . , ir} avec r pair (resp. {j1, . . . , jk} avec k impair) est une partie
ordonnée non-vide de {0, . . . , s − 2}. On notera P+

s (t) la série de Poincaré de
l’espace vectoriel engendré par cette base. De même, le sous-espace des éléments
de degré impair de (D(s) : L1) U est le Fp[Qs−1,0, . . . ,Qs−1,s−2,V

p−1
s ]-module

libre de base{
Ms−1;i1,...,irL

p−2+(p−1)[ r−1
2 ]

s−1 , Ms,s−1L
p−2
s , Ms;j1,...,jk,s−1L

p−2
s L

(p−1)[ k2 ]
s−1

}
où {i1, . . . , ir} avec r impair (resp. {j1, . . . , jk} avec k pair) est une partie
ordonnée non-vide de {0, . . . , s − 2}. On notera P−s (t) la série de Poincaré de
l’espace vectoriel engendré par cette base.

Le degré de Ms−1;i1,...,irL
p−2+(p−1)[ r−1

2 ]
s−1 est

2(ps−1 − 1)([
r − 1

2
] + 1) + (1− 2pi1) + · · ·+ (1− 2pir )

et le degré de Ms;j1,...,jr,s−1L
p−2
s L

(p−1)[ r2 ]
s−1 est

2(ps−1 − 1)[
r

2
] + (2ps − 2ps−1 − 1) + (1− 2pj1) + · · ·+ (1− 2pjr ).

On en déduit, en posant 2pI = 2pi1 + · · ·+2pir pour I = (i1, . . . , ir) et 2p∅ = 0,
que

P+
s (t) =

∑
I⊂{0,...,s−2},
|I| pair

tp
s−1|I|−2pI +

∑
J⊂{0,...,s−2},
|J| impair

tp
s−1(|J|−3)−2pJ+2ps

=: A+
s (t) +B+

s (t);

P−s (t) =
∑

I⊂{0,...,s−2},
|I| impair

tp
s−1(|I|+1)−2pI−1 +

∑
J⊂{0,...,s−2},
|J| pair

tp
s−1(|J|−2)−2pJ+2ps−1

=: A−s (t) +B−s (t).
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On a, en considérant si I contient 0 ou non,

A+
s (t) =

∑
I⊂{0,...,s−3},
|I| pair

tp(p
s−2|I|−2pI) +

∑
I⊂{0,...,s−3},
|I| impair

tp(p
s−2(|I|+1)−2pI)−2

= A+
s−1(tp) + tp−2A−s−1(tp);

B+
s (t) =

∑
J⊂{0,...,s−3},
|J| impair

tp(p
s−2(|J|−3)−2pJ+2ps−1)

+
∑

J⊂{0,...,s−3},
|J| pair

tp(p
s−2(|J|−2)−2pJ+2ps−1)−2

= B+
s−1(tp) + tp−2B−s−1(tp).

Il suit que
P+
s (t) = P+

s−1(tp) + tp−2P−s−1(tp).

De même,

A−s (t) =
∑

I⊂{0,...,s−3},
|I| impair

tp(p
s−2(|I|+1)−2pI)−1 +

∑
I⊂{0,...,s−2},
|I| pair

tp(p
s−1(|I|+2)−2pI)−3

= tp−1A−s−1(tp) + t2p
s−1−3A+

s−1(tp);

B−s (t) =
∑

J⊂{0,...,s−3},
|J| pair

tp(p
s−2(|J|−2)−2pJ+2ps−1)−1

+
∑

J⊂{0,...,s−3},
|J| impair

tp(p
s−2(|J|−1)−2pJ+2ps−1)−3

= tp−1B−s−1(tp) + t2p
s−1−3B+

s−1(tp).

D’où
P+
s (t) = tp−1P−s−1(tp) + t2p

s−1−3P+
s−1(tp).

On observe enfin que si l’on note Qs(t) la série de Poincaré de l’espace
vectoriel Fp[Qs−1,0, . . . ,Qs−1,s−2,V

p−1
s ], alors

Qs(t) =
1

(1− t2(ps−1−p0)) · · · (1− t2(ps−1−ps−2))(1− t2ps−1(p−1))
.

Il s’ensuit (1− t2(ps−1−1))Qs(t) = Qs−1(t). Le lemme est démontré.

Lemme 6.20 ([24, Définition-Proposition 4.5.1]). — Soient s, i ≥ 1. Il existe
une suite exacte courte des modules instables :

0→ ΣRsΣ
iZ/p→ Σ2RsΣ

i−1Z/p→ ΦΣRs−1Σi−1Z/p→ 0.
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Comme le foncteur (− : L1) U est exact et commute avec Φ et Σ [22], il résulte
du lemme que

(1) Ps,i(t) = tPs,i−1(t)− tp−1P−s−1,i−1(tp)− tP+
s−1,i−1(tp).

Proposition 6.21. — Pour s ≥ 1 et i ≥ 0, on a

Ps,i(t) =

{
tp
s−1iPs,0(t) si i est pair,

tp
s−1(i−1)+1P−s,0(t) + tp

s−1(i−1)+2ps−1−1P+
s,0(t) si i est impair.

Démonstration. — On fait une récurrence double sur (i, s). On a rien à
faire pour i = 0. Pour s = 1, on a (R1ΣiZ/p : L1) U = (ΣiM1 : L1) U =

Σi(R1Z/p : L1) U car le quotient de ΣiM1 par R1ΣiZ/p est un module fini.
D’où P1,i(t) = tiP1,0(t).

Supposons que la formule de la proposition soit vérifiée pour tout (s′, i′) <

(s, i) dans l’ordre lexicographique.

Supposons que i est impair. On a

Ps,i(t) = tPs,i−1(t)− tp−1P−s−1,i−1(tp)− tP+
s−1,i−1(tp) (d’après (1))

= tp
s−1(i−1)+1Ps,0(t)− tp

s−1(i−1)+p−1P−s−1,0(tp)− tp
s−1(i−1)+1P−s−1,0(tp)

(par hypothèse de récurrence)

= tp
s−1(i−1)+1Ps,0(t)− tp

s−1(i−1)+1(1− t2(ps−1−1))P+
s,0(t)

(d’après le lemme 6.19(1))

= tp
s−1(i−1)+1P−s,0(t) + tp

s−1(i−1)+2ps−1−1P+
s,0(t).

Supposons que i est pair. On a

Ps,i(t) = tPs,i−1(t)− tp−1P−s−1,i−1(tp)− tP+
s−1,i−1(tp) (d’après (1))

= tp
s−1(i−2)+2P−s,0(t) + tp

s−1iP+
s,0(t)− tp

s−1i−1P+
s−1,0(tp)

− tp
s−1(i−2)+1+pP−s−1,0(tp) (par hypothèse de récurrence)

= tp
s−1(i−2)+2P−s,0(t) + tp

s−1iP+
s,0(t)

− tp
s−1(i−2)+2(1− t2(ps−1−1))P−s,0(t) (d’après le lemme 6.19(2))

= tp
s−1iPs,0(t).

La proposition est démontrée.

Pour s ≥ 1 et i ≥ 0, on note cs,i la connectivité de (RsΣ
iZ/p : L1) U .
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Corollaire 6.22. — On a

cs,i =


i si s = 1,
ps−1i si s ≥ 2 et i est pair,
ps−1i+ (p− 2)ps−2 si s ≥ 2 et i est impair.

En particulier, cs,i ≥ ps−1i.

Démonstration. — Pour s = 1, il est facile à voir que c1,i = i.
Supposons que s ≥ 2 et i est pair. Il résulte de la proposition 6.21 que

cs,i = ps−1i.
Supposons que s ≥ 2 et i est impair. On note c+s,i, c

−
s,i respectivement la

connectivité de (RsΣ
iZ/p : L1)+

U , (RsΣ
iZ/p : L1)−U . D’après la proposition 6.21,

on a

c+s,i = ps−1(i− 1) + 1 + c−s,0

c−s,i = ps−1(i+ 1)− 1.

D’après le lemme 6.19, on a

c−s,0 = min(p− 1 + pc−s−1,0; 2ps−1 − 3)

pour tout s ≥ 2. De plus, il est facile à vérifier que c−1,0 = 2p−3. Par récurrence,
on peut montrer que c−s,0 = 2ps−1 − 2ps−2 − 1 pour s ≥ 2. Il suit que

c+s,i = ps−1(i+ 1)− 2ps−2.

Comme cs,i = min(c+s,i, c
−
s,i), on obtient cs,i = ps−1i+ (p−2)ps−2. Le corollaire

est démontré.

Corollaire 6.23. — Si s + t ≥ 1, la connectivité de (DsΣ
tZ/p : L1) U est

supérieure ou égale à ps−1(s+ t− 1) + 1.

Démonstration. — On a (DsΣ
tZ/p : L1) U

∼= Σ(RsΣ
s+t−1Z/p : L1) U . Le corol-

laire se déduit du corollaire précédent.
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