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Mémoire sur la théorie des dérivées principales et son application
a la mecanique analytique; par M. EMiLe Mataigu.

(Séance du 30 avril 1873)
En cherchant a simplifier la démonstration de quelques formules de la

Mécanique analytique, j’ai été conduit a la théorie suivante, qui a aussi de
'intérdt au point de vue de I'analyse pure. '

DES DIFFERENTS GROUPES DE DERIVEES D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES
QUI NE SONT PAS INDEPENDANTES .
1. Considérons une fonction « d’'un nombre pair de variables que nous
désignerons par ¢y, qay-., qu> P1s Par---» Pm, €L SUpposons que, enire ces
variables, il existe k équations

Q) fi=0, =0, ..., fi=0,
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k étant << 2m. D'aprés cela, « est une fonction donnée des variables g, p;;
mais, & cause des équations (1), « peut aussi étre considéré comme fonction
des mémes variables d’une infinité d’autres maniéres.

Nous désignerons sous le nom de dérivées, immédiates de la fonction «les
dérivées par rapport aux quantités ¢;, p; de la fonction donnée pour a.
Mais, & cause des équations qui lient entre elles ces variables, la fonction «
peut étre mise sous différentes formes renfermées dans la formule

o = a4 Nfy +Aefat oo Mfis
), dgy. .y )i &tant des fonctions des mémes variables qui ne deviennent pas

infinies dans les limites ou I'on fait varier ces variables. Les dérivées de «’
sont renfermées dans les deux formules

:;; Z;‘+ ;df’ +MZZ" . +n§£’
Z)q‘ fu + dq; f: + . Z;:fb
%=L+‘Zlf:¢+“3ﬁ ..+>3;’:
dPt o/ p: f’+ dhfb

ou I'on doit donner a i les valeurs 1, 2,..., m. Mais, en nous appuyant sur
les équations (1), nous pouvons réduire ces dérivées aux expressions

da df, . dfy
_' + g d—q— + oo EE’
d¢ A df,

nous désignerons ces expressions sous le nom de dérivées virtuelles de la
fonction «,et chaque groupe de dérivées virtuelles variera avec les fonctions
adoptées pour les multiplicateurs 3, Xs,..., X

On peut encore définir les dérivées virtuelles de « d’une autre maniére.
Faisons varier, dans la fonction donnée pour «, les variables g;, p; de quan-
tités infiniment petites indiquées par la caractéristique &, la variation de «
sera

da da da da da
—_ -— eee G 5— O — O] vie = OPu,
da = dq, 3q‘+dq, 3gs + +dqm Um + dp, P+ + pm Pt

et, en différentiant les équations qui lient entre elles les variables g, p;,
nous aurons



0=%8q+ f‘Jq,-}- +£[|-8q.+d’3p, .+!&8p..

dg,
=Y 3, 19 L/} dafs dfi
0-—dq‘3€Is+dq’3‘h+-~-+dq.31-+dpl31’|+- 3?-’

e ® e & s e o 8 s e o e e s g e ° e e & o e e s e s e e e @

Multiplions ces équations respectivement par ), ),,..., et ajoutons-les a la
variation de «; nous obtiendrons ainsi 8« sous différentes formes et les
coefficients des variations des variables dans chacune des formes de 3= for-
ment un groupe de dérivées virtuelles.

DERIVERS PRINCIPALES D'UNE FONCTION.

2. Pour distinguer les dérivées virtuelles des dérivées immédiates, nous
placerons les premiéres entre parenthéses, et nous écrirons

da df. df, N %

dq.) dq.+ * dg, 'H"d ot dq.

(2) ( dat) da df, N dfy N fi
dq, ‘le+ ldq + ’dq Tt kdq

. t.ia. ’ df, df, dfg

(T)—):) dp + )y dp -+ )vg vee 4 M

(3) (d") dafy dfz Y 4&
( dpg + s B dp + )'i dp + dpg,

Suivant une notation généralement adoptée, posons, u et » étant deux
fonctions quelconques des variables,

du dv du dv du dv
() =g, @y, G p, T T g, 3,
du dv du dv du dv .

T dpdg dpydg, T T dpadgs’

daf df;

si nous multiplions les équations (2) respectivement par -, ==, ...,
' dp,” dp,

f. af
dg

et les équations (3) par 7~ 1.+, €t que nous retranchions la somme
2

des ‘'secondes de celle des premiéres, nous aurons
da) dfy ) df; ( df
(dq; ap, T \ag,) 3, T \dga) G

(DA (G
dp,) dg, \dp,)dq,” * dpy/ dqy
—[a1ﬁ]+[fbﬁ])l+(flvf‘])‘i+"'+(fk’f‘]M;
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et i étant susceptible des valeurs 1,2, 3,..., k, cette équation en renferme
k distinctes. ‘

Jusqu’a présent, nous avens laissé absolument arbitraires les valeurs des
multiplicateurs ), ), ..., &; adoptons maintenant pour ces fonctions celles
qui rendent nul le second membre de 1'équation précédente, et qui sont les
solutions des k équations :

x +[fe: fl 2+ [fos il X+ - o + [fis fll M= 1f1> o]
(4) [fhfz] N+ X +[f5’fs] e R [fkvfallk:[fe’ “]v

[Fo 20+ o s o fils + oo % =[fal.

Il en résulte que les dérivées virtuelles de la fonction « satisfont aux k
équations renfermées dans la suivante

dfs [ da df; <da ) df [ da )
ol A3 haiodll IO i LAY (i SRR B LA (sl
dp, \dgy dp. \ dq, + + dp,, \dg,,

) , ,

ou ¢ est susceptible des valeurs 1, 2,..., k.

Quand les quantités X auront les valeurs déterminées par les équations (4),
nous donnerons au groupe des dérivées de « le nom de groupe des derivces
principales. Comme on a

[fo fl=—T1fuf)s (fs fd=—1[f1sfs]s-s

le déterminant des équations (4) est gauche, et I'on sait qu’un tel détermi-
nant est nul si le nombre des équations est impair ; nous supposerons donc
essentiellement k pair.

Réciproquement, si les dérivées virtuelles de « satisfont aux équations (5)
supposées en nombre pair, les quantités ) satisferont aux équations (4).
Nous avons donc ce théoréme :

TuéorkMe 1. — a étant une fonction des 2m variables q,, (fyy..., Gus Pi>
Pase-+s Pu, lices entre elles par un nombre pair d’equations

=0, f,=0, ..., fi=0,

il existe un groupe de derivées virtuelles de la fonction « et il en existe un
seul qui satisfait aux équations linéaires (5). Ce groupe de derivées, dites
principales, s’obtient en prenant pour les multiplicateurs ) les valeurs fournies
par les equations (4).

De ce théoréme on peut déduire comme corollaire le suivant :

Tukoriue 1. — Le groupe des dérivées principales de « ne depend pas de
la forme souslaquelle « a été donne.

En effet, supposons qu’on parte d’une autre forme «, donnée 3 « ; les dif-
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férents groupes de dérivées virtuelles resteront évidlemment les mémes. Le
groupe des dérivées principales satisfera encore aux k équations (5), et
comme, parmi le nombre infini de groupes de dérivées virtuelles, il n’yen
a qu'un qui satisfasse & ces équations d’aprés le théoréme précédent, le
groupe des dérivées principales qu'on obtient en partant de la forme o, est
le méme que celui qu’on obtient en partant de la forme donnée d’abord.

La propriété renfermée dans ce dernier théoréme est de nature a faire
comprendre L'utilité qu’il peut y avoir & distinguer le groupe des dérivées
principales d’entre tous les autres groupes de dérivées.

Tueorkme Ill. — Chaque dérivée principale de la somme de deux fonctions
par rapport i une des variables q;, p;, est €gale a la somme des dérivées
principales de ces deux fonctions par rapport ¢ la méme variable.

SiTon résout les équations (4), on aura pour les quantiltés ) des expres-
sions qu’on peut représenter par

Yo =DLys [fse] + Lua{fere] + ... 4+ Lus [fhﬁ] = 2 Lus [fs:#],

s étant susceptible des valeurs 1, 2,..., k; et, de plus, il est aisé de recon-
naitre que 'on a

Lu,s =—Lsu, Lu,n =0.

Nous aurons pour la dérivée principale de « par rapport a gq;

(da) d¢I£+2 o dq“"ZZLnd (fsra]

dg

u étant comme s susceptible des valeurs1, 2,..., k. Nous aurons les dérivées
principales

2

45) (d(a+¢’)
dqi ’ dqi

en remplacant, dans l'expression de ( g—;>, a para’ et a+-a'; et, comme
\ i
on a [fy,a] + [fs,«']=[fie+ '], on en conclut

) =(a) + (@)
( dgi /7 \dg; + dqi)’
comme il fallait le démontrer.

ExempLe. — Considérons le cas ou les équations de condition se réduisent
i deux

i=0, fo=0;
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on aura, pour la formule des dérivées principales,

(&)=t s [l dh [

les dérivées par rapport 4 p; s'en déduisent en y changeant g en p. Enfin on
pourra vérifier le théoréme Il et reconnaitre directement que le second
membre de I'équation précédente ne change pas de valeur, quand on y
remplace o par «—+ ), fy+Lfs-

PROPRIETE REMARQUABLE DES DERIVEES PRINCIPALES.

3. Considérons 2m —2r fonctions des 2m variables g;, p;, que nous dési-
gnerons par lalettre g :

By =81 (¢15 Gas - - +» Gu> Pa>» Por o5 Pu)s
Ba=Bs(q1> e -« +» Gus P1s Pos -+ +» Pu)s

Bom—r)==Batm—n (915 G+ - - -+ Q> P1s Pa> - - 5 Pu)s
ou les variables g¢;, p; sont supposées satisfaire aux 2r équations
f1:0,. f,=0, ceey fz,-zo,

Au moyen de ces 2m équations, on peut exprimer les 2m variables ¢;, p; en
fonction des (uantités B et d’'une maniére unique, et sil’on nous donne une
fonction « des quantités g¢;, p;, cette fonction pourra elle-méme s’exprimer
au moyen des quantités 3 et d'une seule maniére.

Si, aprés avoir exprimé « au moyen des quantiiés g, nous en prenons la
variation, nous aurons

on -, — 2
da = dB 331"‘ dﬁ ﬁ + . (I,“.’z(m_r, 8[ 20m—7, Z 3!’
ou enrore
dﬁ ds ds dp
i cer 4 D Py U R 4 .
Yo = 2 dB dq + g, s+ o Gy gy P e gy 8""‘)

On a ensuite, en différentiant les équations qui relient entre elles les va-
riables,
O—df{ 341+ fl sq +. dfi 3’/m (1[13])‘4— +;_/_‘,3[),1
dq, lqm ] !

df daf, dqf, /» A
0= 8 U+ g, g, + e g, 3, + ?17. d}).m,sp

..........................



— 163 —

Désignons par p,(B), palB)s---» per(B) un groupe de 2r quantités corres-
pondant & une quelconque des fonctions B, et qui varie d’une fonction g &
I'autre ; multiplions les 2r équations précédentes respectivement par

d d
T mB, X g
8 8

et ajoutons-les a la variation de «; nous aurons

() e+ palt) G2 ) 20+
da d d
b= o+ + e & f‘ alf) G2 ) B
S & i(p)df‘ +alf) 3 f’ o) Ok

Les coefficients des variations des quantités ¢;, p; forment un groupe de
dérivées virtuelles de- la fonction « (n° 1), et ces dérivées sont données par
les deux formules

(%)= I (f,[j w8t gl j’?’),

dans lesquelles est susceptible des valeurs 1, 2, 3,..., m.

Les quantités renfermées entre parenthéses dans les seconds membres
sont les dérivées virtuelles de B. Prenons pour les multiplicateurs u(p) les
quantités qui satisfont aux 2r équations

[fnfa] wa(B) + * + [fs:fs] w5(B) + -« - = [farsfo] var(B3) = [f2:B],

( g *  + [foh]esB) + [fofi] vs(B) + - - - + [forsfi] ar(B) = [fiB),

alors le groupe des dérivées virtuelles de chaque fonction g deviendra celui
des dérivées principales. Désignons, pour abréger, ces dérivées principales

pal‘
dqi ! dp‘ ’

et les dérivées virtuelles de « deviendront

(8) (dq,) Z (d:;,) g;&) = %: Z—E (%)

Or, je dis que ces derniéres dérivées de « sont les dérivées principales.
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En effet, les dérivées principales de B satisfont aux 2r équations renfer-
mées dans la suivante

‘zg <d‘h> %{: (dq) * %:. (0%;
dfl}i <‘II’1) d’f; (dPo> dqf; <dp, u) =0,

ol i est susceptible des valeurs 1,2,..., 2r (n° 2). On en conclut immé-
diatement que les expressions (8) satisfont aux mémes équations dans les-
quelles la lettre g est remplacée par la lettre «, et par suite les expressions
(8) sont bien les dérivées principales de a.

Ainsi les dérivées principales de la fonction « peuvent se représenter,
d’une part, par

i, . df Ifs

dq -+ 2y (l(]i+ 2dqi+---+7~2r ;lélf,
(1[1 df, dfsr

+ cap e e B g

M 2a,... ayant pour valeurs les solutions des équations (4) du ne 2, ou
k=2r; et, d’autre part, elles peuvent se mettre sous la forme (6), en pre-
nant pour les fonctions p(B) celles qui satisfont aux équations (7). En éga-
lant ces deux genres d’expressions, on obtient le théoréme suivant :

TuioriME IV. — On imagine 2m —2r fonctions, deésignées generalement
par B, des 2m variables q,, qsse..y Gm, P1s Pas--> Pm, €L 01 SUppose entre ces
variables les 2r équations

=0, fu=0, ..., far=0;

alors, en désignant par « une fonction quelconque de ces variables, on aura
les deux formules

de df dfsr _ df, , dfsr
dg TMag e g Zdﬁ(dqi #1lB) gg, + - Ty'zr((i)dq)
da df, dfzr do. (dp df, llf;r
it 1dp‘ H o= Z:dﬁ<dp )dp‘ + e () )

les quantites p,(B), pa(B),... €lant les solutions des eéquations (1), et les quan-
tités 2y, dg,... €tant les solutions des mémes eéquations dans lesquelles les
seconds membres sont remplaces par

[f‘,d.], [fi’a]’ ey [fzn‘l]-

Nous ne considérerons plus désormais de dérivées virtuelles que celles
qui sont principales ; nous pouvons donc convenir maintenant que les déri-
vées immeédiates placées entre parenthéses représenteront les dérivées prin-
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cipales, et le théoréme précédent sera renfermé d'une maniére concise et
trés-élégante dans les deux formules (8), qui montrent que le théoréme
élémentaire relatif a la dérivée d’une fonction composée est applicable aux
dérivées principales d’une fonction composée, renfermant plusieurs varia-
bles qui ne sont pas indépendantes.

ExexpLe. — Examinons le cas particulier ot le nombre des équations qui
lient les variables ¢y, p; s€ réduit a deux

fi=0, f,=0;

le nombre des fonctions gsera 2m—2, et nous aurons la formule
i)yl (8
dg,) — " dp\dq;)’

)t sl i fis] 4
dg;) ~ dgi " [fiufi) dgs  [fufe] dg;’
(BY=8 4 [e8l 4 _ 18] d,

dg;) ~ dgi * [fufsl dg  [fufe] dgi’

siTon donne4 ala valeur particuliére p, prise parmi les variables p,, p,,..
Pm, celte formule deviendra

dpg (d8\ _ 4 (dfydf _ df dfs),
? dg (dqt) T fi-f:d \dgs dg:  dgs dqx)

en posant

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA MECANIQUE DANS LE CAS D'EQUATIONS DE CONDITION
ENTRE LES VARIABLES.

4. Soient q,, ¢,,..., qn des variables propres a déterminer la position
d’un systéme de n points matériels en mouvement et sollicités par des

forces ; on suppose de plus qu'il existe des équations de condition entre les
variables ¢; :

(l) fl=01 f3=0, seey fr=0.

Imaginons la demi-force vive T exprimée par g,, ¢,,..., qm €t leurs déri-
vées prises par rapport au temps ¢, que nous représenterons par q',, ¢'s,--,
¢ w; puis différentions T par rapport & ¢',, ¢s,..-, ¢'m, de maniére a former
les quantités

ar _ ., 9T _ a _ .
E—p” dq; =P ccoy dq,’,_p""

nous pouvons, d’aprés cela, exprimer T au moyen de q,, gy, ..., gnet dep,,
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Pss«+-» Pms NOUS supposons aussi qu'il existe une fonction de forces U que
nous exprimons au moyen de g, g,,..., gm; enfin, formons les dérivées par-
tielles de T—U==H dans ces hypothéses ; alors nous aurons les équations

@) dg, _dH dg, B~ dg il
dt — dp, dt —dpy T dt — dp,

avec celle-ci
i dp), dp, dil _ dpy
(3) 0—(dq + =5 ) 1+( +dt) s + .. +( dt)c?q,,;

(OEuvres de Jacobi, t. 111, p.194), 3q,, 5¢,,... représentant les variations de

415 Gs,... d’aprés les équations (1); ces variations satisfont donc aux équa-
tions

d

d{; %9, + ,‘ 3q,+ + ,‘ 8‘1m =10
dfs fs fs _
d, dq, + Sq, 4 e + aa,. 3q,, =0,

Multiplions les équations précédentes respectivement par 3, 4,,..., et ajou-
tons-les a I'équation(3) ; alors, pourvu qu’on dispose convenablement de
ces multiplicateurs, les coefficients des variations dg; dans ’équation résul-
tante seront nuls, et I’on aura

(dpo_ _aH _ df _, df

__da& . dfy o _
dt dq, M ! dq, % dq, " dq,’
dp, = — a _, 9 2 df _ 2y {l/‘lr"

) di = " dg, " ™ dg, T ™ dg, 4
dpn_ M A, Y, O

dt dqm ! dqm * dq"l d([,'

Si I'on différentie I’équation f;=0, ona

df: dq, | df; dgy

dg, dt " dq, di

dq, dt + ...=0,

ou
dfi di df;

puc LA —— . =0,
dg, dpy, ~ dq. dp,

qu’on peut représenter, d’aprés une notation précédente, par

[fi, H} =0;
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désignons-la, pour abréger, par F;=0, et nous aurons les r équations
(5) F,=0, F,=0, ..., F,=0,

auxquelles satisfont les quantités g;, p;.
Diiférentions les équations (5) et remplagons les d_ ‘et dp ¢

leurs tirées des équations (2) et (4), et nous aurons les r equatlons

(Fol] = [f,F] 2 + [foFd 2 + o0 + [fFd] 2,
(6) (Fo.H] = [fi,Fg) 2y + [fosFe) 22 + - 4 [Fg) 2,

par+leurs va-

desquelles on pourra tirer ), %,..., ), pour les portér dans les équations
(4). On peut remarquer entre les coefficients les égalités faciles & démon-
trer :

Rl = [fo . oo [F] = [/ B, -

SiI'on prend pour les variables ¢; les 3z coordonnées x;, y;, z; des points
matériels, on a

T=gzm(2;2+y;* + 5%,

l~9|'a

les équations (2) deviennent
dz; ' dy; L dz; i

7{—'-1;[1 '(I_t'-—'yiv —d_t'zzh

et les équations (4) prennent la premicre forme donnée par Lagrange aux
équations de la dynamique

iz . df . dfy

m“t—lt_’—‘—t?;i ‘da:i 'dz.

Quoique, en général, on doive réduire les variables au moindre nombre
possible, on comprend aisément qu'il puisse étre utile dans certains cas de
considérer les équations (2) et (4).

GENERALISATION DU PROBLEME DU NUNERO PRECEDENT.

5. Nous allons considérer une question plus générale que la précédente.
Imaginons que les 2m variables ¢y, ¢s,..., qm, Py> P1»-.., Pm satisfassent a
I'équation

d d
M sy Yesp, ..t T gy,

{}
(dp. (‘Il)ts s+ - + sqn)_su’
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H étant une fonction de ces variables, en sorte que I'on a

di dll

dil
8““’@;3‘11’*'-""'3;” Oqu + 3p4+ + BPM‘

Si les variables ¢;, p; étaient indépendantes, les coefficients de leurs varia-
tions seraient égaux dans les deux membres de I'équation (7); mais on sup-
pose entre les variables q;, p; un nombre pair d’équations

(8) fi=0, =0, ..., for=0.

En introduisant des multiplicateurs }, J,,..., 3, comme dans la question
précédente, on déduit des équations (7) et (8) les 2m équations suivantes

dg, _ dl df, d,, dfar
dt + gdp +lg + -..+)-2r P 1
(4) dgy _ df. dfa dfsr.
’at‘ p + A + )\g + oot 27— dp
dp, a4, dfs ., dfx
dt — " dg, ~ "tdq,~ *dg, "7 "Vdg,
(B) dpe _ _ . dfy ., dfs . dfy
dt " dg, tdgy,  tdg, U Mdgy®
En différentiant une des équations (8), fi=0, on a
dfi dq, | dfs dgy dfi dp, | dfi dp,
dgdatagarttpatpgat =%

et, en remplacant les dérivées des ¢;, p; d’aprés les équations (A) et (B),
ona

(o) + M [fifi] + 2 [fofs] + ..o =0;
les quantités ), )y,..., Ay satisfont donc aux 2r équations suivantes

* + fohfld + Al oo +mfilh

F+ ol + [franfd i + oo + [farr fi] 2er = [fi:H],
fofiln  + * + [fofs] s+ -0 + [fnfil &

+ [fr+i’f2] )‘r+l + [fr+:’f2] )‘r+2 + e + [fir’f‘l] )“lrz [f!rH]'
(fofirld +  [fofyl2e + e el

+ [fr+vf2r] T+ 1 + [/r+2f2r] [ + L + * = [fzr»“]’

et on pourra les tirer de ces équations pour les porter dans (A) et (B). Si
I’'on compare ces équations aux équations (4) du n® 2, on voit que les se-
conds membres des éguations (A) et (B) représentent les dérivées principales
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de la fonction H; les équations (A) et (B) peuvent donc s’écrire, d’aprés la
notation des dérivées principales,

dg, di\ dq, di dq,,, di
dt (E) [ (@) Tt T (dpm)
© dp,  (dH\ dp, _[dH dpu __(dH
= () = () % =— ()

Montrons comment le probléme actuel renferme celui*du numéro précé-
dent. 1l faut alors supposer que les r premiéres équations (8)

/1:0y fg-’——_'—-o, ...,fr____()
ne renferment plus les variables p;, et il en résulte

(fw fo] =0,

toutes les fois que u et v ne surpassent pas r; ensuite on supposera de plus
que les fonctions f,, f3,..., fr satisfont aux équations

[l =0, [fuH] =0, ..., [f,H] =0;

enfin on prendra pour f; . ,, fr,,-.. lesfonctions F,= [f,, H], F,=[f,,H], ...

Examinons d’abord les r premiéres équations qui donnent les quantités
3; leurs seconds membres sont nuls et, dans leurs premiers membres, les
coefficients de 1, ,,..., ), sont nuls aussi; on en conclut que les valeurs de
A 445 M gye--y 2or elles-mémes s’annulent. Ensuite les » équations suivantes
en ) fourniront 3, ),,...,, et coincideront avec les équations (6) du numéro
précédent.

Les » derniers termes des équations (A) et (B) s’annuleront parce que
A iy Mrrgyeee, Ay sONt Nuls, et les autres termes multipliés- par des ) dis-
paraitront aussi des équations (A), parce que les r premiéres fonctions f ne
renferment pas les variables p;. Les équations (A) et (B) coincideront donc
avec les équations (2) et (4).

Ainsi les équations (2) et (4) sont aussi de la forme (C), et on doit remar-
quer que les dérivées principales de la fonction H par rapport aux p; coinci-
dent avec les dérivées immédiates.

SUR LE PROBLEME DES PERTURBATIONS DANS LE CAS OU IL EXISTE DES EQUATIONS
DE CONDITION ENTRE LES VARIABLES DU PROBLEME.

6. Supposons que I'on ait intégré les équations (2) et (4) du n° 4 & Poc-
casion d’un probléme de dynamique et qu’on ait trouvé pour intégrales

(1) Br=¢1 Bi=da -2y Ba(n—r)":"l‘l(m—r)’



— 170 —

Bi» Bar ... désignant les 2m — 2r constantes arbitraires qui y entrent. Suppo-
sons ensuite que I’on ait 4 résoudre le méme probléme dans lequel la fonc-
tion H est: remplacée par H-4-q, de sorte que @ est la fonction perturba-
trice. Alors les seconds membres des équations (1) ne sont plus constants,
et on prend pour inconnues les fonctions 8 définies par les équations (1) et
dont les dérivées par rapport au temps sonten général de trés-petites quan-
tités.

Tel est le probléme des perturbations. Quand les équations de cendition
entre les variables g;, q,,..., gu disparaissent, ce probléme se résout par
des formules dues 4 Lagrange, ou par d’autres dues & Poisson ; les pre-
miéres ne changent pas par les équations de condition; ce sont donc les
formules analogues & celles de Poisson que nous nous proposons de déter-
miner. Mais nous allons résoudre ce probléme en adoptant la généralisation
du n° 5. Quand une généralisation a pour effet de compliquer des calculs,
elle présente souvent plus d’inconvénients que d’avantages; mais on ne
peut faire ce reproche a celle-ci, car elle simplifie les calculs en confon-
dant deux genres de fonctions qui remplissent exactement le méme réle
dans la question.

Supposons donc entre les 2m variables q,, ¢s,..-, g, Pyy Poye.s Pn les 2r
¢quations finies

(2) i=0, =0, ..., f(r=0,
et ces variables sont aussi assujetties aux 2m équations différentielles
(3) dgy __ (ad dp; _ _ (dll
dt — dp; dt — dq; ’

H étant une fonction des mémes variables, et les seconds membres dési-
gnant les dérivées principales de la fonction H.

Concevons que I'on ait intégré ces équalions et que I'on ait trouvé pour
intégrales les 2m — 2r équations

Bs=1a(g1:9s> - - - qm:P1sPas - - - Pm)>

Bi = 4’1(41»43: RS ] qmvpbp!y ey Pm\,
(%)

dans lesquelles By, Bs,. -+, Bam—r désignent des constantes arbitraires, qui ne
figurent pas dans les seconds membres. Supposons ensuite que l'on ait &
résoudre le méme probléme dans lequel la fonction H est remplacée par

H+- 0, a étant trés-petit, de sorte que les équations (2) subsistent encore,
mais les équations (3) sont remplacées par

5 dgs __ (dH+0)\ dpi__  (d{H4-0)
(5) dat dp: )’ dt — I7TA i
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Alors les fonctions des g;, p; qui forment les seconds membres des équa-
tions (4) n’ont plus des valeurs constantes; mais leurs dérivées par rapport
& t sont en général de trés-petites quantités qu'il s’agit de déterminer.
Ces fonctions, que nous désignerons par B, sont définies par les équa-
tions (4), et ces équations jointés aux 2r équations (2) permettront d’expri-
mer les 2m variables q;, p; an moyen des quantitésg et d’une seule maniére.

Soit « =1 une irftégrale du probléme sans perturbations, c’est-a-dire une
des équations (4), et « est la constante arbitraire. En différentiant cette
équation, on a

i=m
— dy d‘h dy dp
0=23 dgidt T ap; dt]+ dt’
i=1
dont le dernier terme est nul, si ¢ ne se présente pas explicitement dans J,
et; d’aprés les équations (3), on obtient

(6) °=i % % aps (dq«)]

Si P'on passe ensuite au probléme avec perturbations, on regarde, dans
I’équation «=1, « comme une fonction de ¢, et, en la différentiant, on aura

2 dy dq, ay dpi] , 4y

flt dgiat Tapat | Tar

les dérivées de ¢;, p; étant fournies par les équations (5), et il en résulte

i=m

dr dd] (d(H + ) d} (dH+4q) dy

(1) 7*2 Z@( dp: ) dp:\™ dg >+‘“
=1

Retranchons I'équation (6) de I'équation (7), et nous aurons, en mettant
dans le résultat la lettre « au lieu de ¥, ce qui ne peut plus maintenant
amener de confusion,

da dn
2 dg; (dpx dps (dq,) ]

Les fonctions @ peuvent s’exprimer au moyen des quantités 8 et d'une
seule maniére, et, d’aprés le n* 3, les dérivées principales de Q sont don-
nées par les formules

)= Zdﬂ (@) (@)= Zzg i)’
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i=m
da_ d_nz de (& )
dat — - dg dg; \dp; dpg dg; ]

On a d’ailleurs

()= +e® Lrum e+ ..,
a8\ _ds i dr,
(B) =2 +eB Lrun L.,

¢4(B) ps(B)s -.. étant les solutions des équations (7) du n° 3 ; en rempla-
cant, on obtient

®) G = DG (108 + wlBlefd + tBlafil + . + plBlofi])

qui est la formule cherchée. On voit que, grice i la considération des dé-
rivées principales, les calculs se sont présentés de la méme maniére ques'il
n’y avait pas eu d’équations conditionnelles.

SUR DES FORMULES REMARQUABLES RELATIVES A L'EXPRESSION [«,B].

7. Nous allons déduire de la formule des perturbations un autre formule
trés-importante.

Si I'on consideére d’abord le cas particulier ot I'on part des équations du
n° 4, on a entre les variables q,, ¢s,..., gu lés r équations

(@) fi=0, =0, ..., =0,

d’oti I'on déduit, entre les variables ¢,. g5, ..., gn €t Py, Psy -., Pm, T autres
équations

(b) fiv1=F =0, f ,=F=0 ... fh,=F=0,

et, d’aprés ces équations de condition, on peut remplacer, comme on sait,
les 2m variables gq;, p; par 2m— 2r variables Q,, Q,,..., Qu—r, P,, P;,...,
Pn—, indépendantes entre elles et qui satisfont aux 9m — 2r équations dil-
férentielles
d}; di  dP;,__ dH
&) & apy At aor

Nous montrerons dans une autre occasion comment, dans le cas le plus
général du n° 5, on peut remplacer aussi les 2m variables ¢;, p; par
9m — 2r autres variables qui satisfont aux équations (c).
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Désignons par [«,8] par rapport aux variables Q;, P, I'analogue de [«,8]
pour les variables ¢y, p;; c’est-d-dire posons

y_dx dd | dudf _dx_ dB
B =, T @, T @, @,
dx df d» dp da dp

dv,dg, — db, dg,” " T dp,_, d0,

comme il 1’existe pas d’équations conditionnelles entre les variables Q;, P;,
la formule des perturbations, si ’on emploie ces variables, se réduit a

da da ,
(9) df = Ak 0 (o8]
8
. - . lo | . \ .
Or, il est aisé decomprendre que les coefficients de (‘Tﬁ— doivent étre les mé-

mes dans les deux équations (8) et (9); on a donc cette formule trés-im-
portante, qui permet de passer des variables Q;, P; aux variables g;,,

D) [aB) = [2B] 4+ )= Ni] + palB)lefe] 4 - + var(B)[2f):

Cette équation renferme la formule trouvée par Jacobi (Nova methodus,
g 46, t. Ill de ses (Euvres), et qu'il se propose de découvrir désle g 38 : Quum
propter rei utilitatem, tum propter egregiam ejus difficultatem, tum quia
accurate examinare juvat quecunque spectant ad expressionem [a,f8] tantis
proprietatibus gaudentem.

La formule & laquelle Jacobi est parvenu par des calculs trés-compliqués
se rapporte au cas ou les équations de condition se réduisent aux équations
(a) et (b).

On peut remplacer la formule (D) par une autre dont le second membre
renferme de la méme maniére « et 8. On a d’abord

(%,8) = [%,8] + X w(B)[2fuls

u étant susceptible des valeurs 1, 2, 3,.., 2r. En résolvant les équations (7)
du n°3, on a

palB) = X Lus[fs,8],
s
Ly, ne dépendant pas de B, mais seulement des fonctions f, et I'on a
[m,s = — Ls.u;
on obtient ainsila formule

(E) (@8] = [08] — X X Lus(eful [B.£4)-
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Tl est aisé de veérifier que Pexpression du second membre ne fait que
changer de signe, quand on y permute « et g. Eile devient en effet

[B,2] — X X Lus[B.fa] [fs];

comme u et s sont susceptibles des mémes valeurs 1, 2, 3,..., 2r, il est
permis de les permuter, ce qui donne

Be] — X X Lou [8.] [2:fid 5
enfin, comme on a L, —=—1L,,,0na
— [,8] + X X Lus [Bfs] [l

ce qui est bien I'expression (E) changée designe.

Jacobi met aussi 1’expression de [«,8])’ sous une forme tout i fait diffé-
rente, dans le g 48 de son mémoire. Mais, pour obtenir la forme analogue,
nous ne pouvons plus conserver la généralité dans laquelle nous avons
établiles formules (D) et (E), etil fautfaire surlesfonctions f desrestrictions
indiquées par le théoréme suivant :

THEorREME. — Supposons que les r premiéres fonctions f, savoir fy, f,,...,
fr» soient toutes independantes des wvariables p;, ou supposons seule-

ment, ce qui est beaucoup plus géneral, qu’elles satisfassent aux r(r:“
équations )
(9) fofd =0, [fufs]=10, .-y [frmpfrl =0,
on a la formule
(F) [#B) = [+ A, 8+B],
en posant
u=r u=r u=r
A=frs D Lt [0f] F fran X upalafid + o+ for X, Lugeoafis
- o -
B=frt 3 Vg s 8]+ Frs Dy Vupa B+ o fir 0 U (BF)-
u=1 u=t u=1

Les fonctions L qui entrent dans les expressions de A et B sont les mémes
que celles qui entrent dans la formule (E). Le déterminant gauche des
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équations qui déterminent les fonctions p(B) est un carré que nous repré-
senterons par D, ct I'on a
L1 _ad
“ T D dlfufi]

Nous ne développerons pas les calculs qui conduisent au théoréme préceé-
dent, qui n’est pas d’ailleurs difficile & vérifier ; mais nous ferons remarquer
que la formule (F) a aussi plus d’étendue que celle de Jacobi (g 48 de son
mémoire) ; en effet, dans la formule de Jacobi, f;, f,,..., f; sont assujetlis a
satisfaire aux équations

[fuH) =0, [fpH]=0, ..., [f,H =0,

et les fonctions f;.1, fr+2... sont précisément les premiers membres de
ces équations. Or la formule (F) n’exige pas ces restrictions.

On peut remarquer que si les équations de condition entre les variables
se réduisent & deux, r est égal & I'unité, et le nombre des équations (g) se
réduit a zéro. Donc, dans ce cas, la formule (F) est toujours applicable,
sans que les fonctions f; et f, soient assujetlies & aucune restriction,



