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Mémoire sur la théorie des dérivées principales et son application
à la mécanique analytique; par M. EMILE MATHIEU.

(Séance du 50 avril 1875)

En cherchant à simplifier la démonstration de quelques formules de la
Mécanique analytique, j'ai été conduit à la théorie suivante, qui a aussi de
l'intérêt au point de vue de l'analyse pure.

DES DIFFÉRENTS GROUPES DE DÉRIVÉES D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES
QUI NE SONT PAS INDÉPENDANTES.

1. Considérons une fonction a d'un nombre pair de variables que nous
désignerons par q^ ^,..., ry,», p^ j^,..., ^n, et supposons que, entre ces
variables, il existe k équations

(1) A = Û , ^==0, . . . . ^,===0,



- m -
k étant < 2w, D'après cela, a est une fonction donnée des variables q^ p»;
mais, à cause des équations (1), « peut aussi être considéré comme fonction
des mêmes variables d'une infinité d'autres manières.

Nous désignerons sous le nom de dérivées, immédiates de la fonction aies
dérivées par rapport aux quantités ç,, pi de la fonction donnée pour a.
Mais, à cause des équations qui lient entre elles ces variables, la fonction a
peut être mise sous différentes formes renfermées dans la formule

v! == a 4- XiA +-Wî4-... •+- Wih

\» \»*««» ^t étant des fonctions des mêmes variables qui ne deviennent pas
infinies dans les limites où l'on fait varier ces variables. Les dérivées de a'
sont renfermées dans les deux formules

é^é^ri^^'''^^+s•/•+^•+•••+^••
^^^+.^4-^^4-...4->^dpi d p i ' l dpi 'dpi "api

dx^ dx, d\k.+•Sp,f^dp^+-^àp^
où l'on doit donner à i les valeurs 1, 2,..., m. Mais, en nous appuyant sur
les équations (1 ), nous pouvons réduire ces dérivées aux expressions

da . , < / / i . , . dfk— 4- ̂  — -+- ... 4- '•x .-»dqi dqi dqi
^ .̂..-̂ A.,
dpi dpi dpi

nous désignerons ces expressions sous le nom de dérivées virtuelles de la
fonction a, et chaque groupe de dérivées virtuelles variera avec les fonctions
adoptées pour les multiplicateurs >i, >„..., ^.

On peut encore définir les dérivées virtuelles de a d^une autre manière.
Faisons varier, dans la fonction donnée pour a, les variables y<, pi de quan-
tités infiniment petites indiquées par la caractéristique ^, la variation de a
sera

^-ê^Ê^^-4-^^4-^^-1--4'^^
et eft différentiant les équations qui lient entre elles les variables q^ pi,
nous aurons
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^^^ ~S— "Vl —1— "5—<<îi '' <tq*

°=^+£^+
••••^-â^'1'^^4--4-^-
•'•+&^î^•'^§^

Multiplions ces équations respectivement par ^, >,,..., et ajoutons-les à la
variation de a ; nous obtiendrons ainsi Sa sous différentes formes et les
coefficients des variations des variables dans chacune des formes de ^«for-
ment un groupe de dérivées virtuelles.

AÉRHéxS PMNCIPALBS D^HE FÛKCTIOR.

2. Pour distinguer les dérivées vi
placerons les premières

(2)

(3)

(d^-\<w -(dï.\-
VqJ~

(dî.\-
\dpJ-
(dt}-VpJ~

entre parenthèses, et nous écrirons

- d "+x^dy^ dqt
da+7.^dq, dç,

^•.4.) ^
dpt "tdp^
dï -i- i ̂Sp^^dp,

rtuelles des

•'-'•â4-
^
^
^

dérivées

.. • + >k

... + Xjfc

... + X»

... 4-^

immédiates,

dA
%'
dft
^

dh
dpt*
dft
d^

nous

Suivant une notation généralement adoptée, posons, u et v étant deux
fonctions quelconques des variables,

r*i «1 — du dv -L. d" dv -j- -i- du dv

^-^^^^^^•••^Sg;^
du rfv du dv du dv

wdpidq^' dp^dq^ dp^
dfi df,si nous multiplions les équations (2) respectivement par -Jl^ —/<-,...,
"Pi dps/if fit

et les équations (3) par -r--, T^»-*> et î11® nous retranchions la somme
«Cl "Çî

des fécondes de celle des premières, nous aurons
(^\df^ /(U\df^ .fd^\dfi
\dqJ dp, ̂  \dqJ dp, ̂  • • • + \dqJ dp,,

_(d^\dft_ /d^\ d^_ _ /d^ \ dft
\dpjdq, {dpjdq^ • • • {dpjdq^

t=[^^+^/>d>>i-^r^M^+...-^-[A^f]^;
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et i étant susceptible des valeurs 1,2, 5,..., &, cette équation en renferme
k distinctes.

Jusqu'à présent, nous avons laissé absolument arbitraires les valeurs des
multiplicateurs \, ̂ » - - - » ^k5 adoptons maintenant pour ces fonctions celles
qui rendent nul le second membre de l'équation précédente, et qui sont les
solutions des k équations

(4)
* +[/s:A].^+[^.A]x5+•••-+-(A»A]^=^A^-]>

Vi. AI \ + * + rA. A] ̂  + • • • + [A. A] ̂  = [A. a],

[A. A] ̂  4- [A» AP 2 4- [A, Al ^5 + ... + * = [A, a].
Il en résulte que les dérivées virtuelles de la fonction a satisfont aux k
équations renfermées dans la suivante

(5)

dfi/d^\ . d f i _ / d ^ \ , j^/^
dpt\dqj •~dp, \dqJ 4- • • • 4- ̂  |̂ J
^ (d^\ _ df^ / da \ __ _d/,_ /d^_\ ̂  ^
dqi \dpJ dq^ \dpJ ' ' ' dq^ \dp,J

où i est susceptible des valeurs 1, 2,..., k.
Quand les quantités \ auront les valeurs déterminées par les équations (4),

nous donnerons au groupe des dérivées de a le. nom de groupe des dérivées
principales. Comme on a

[A./i]=-r/i,A]. l^/i]=-[A^L'-
le déterminant des équations (4) est gauche, et Fon sait qu'un tel détermi-
nant est nul si le nombre des équations est impair ; nous supposerons donc
essentiellement k pair.

Réciproquement, si les dérivées virtuelles de a satisfont aux équations (5)
supposées en nombre pair, les quantités ). satisferont aux équations (4).
Nous avons donc ce théorème :

THÉORÈME I. — a étant une fonction des 2m variables q^ q 3,..., </„<, pi,
?!»•••» Pm9 ^tees ̂ ttre elles par un nombre pair d'équations

/,==(), A==O, ..., A==O,
il existe un groupe de dérivées virtuelles de la fonction a et il en existe un
seul qui satisfait aux équations linéaires (5). Ce groupe de dérivées, dites
principales, s9 obtient en prenant pour les multiplicateurs \ les valeurs fournies
par les équations (4).

De ce théorème on peut déduire comme corollaire le suivant :
THÉORÈME II. — Le groupe des dérivées principales de a ne dépend pas de

la forme sous laquelle a a été donné.
En effet, supposons qu'on parte d'une autre forme a^ donnée à a ; les dit-
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férents groupes de dérivées virtuelles resteront évidemment les mêmes. Le
groupe des dérivées principales satisfera encore aux k équations (5), et
comme, parmi le nombre infini de groupes de dérivées virtuelles, il n'y en
a qu'un qui satisfasse à ces équations d'après le théorème précédent, le
groupe des dérivées principales qu'on obtient en partant de la forme <^ est
le même que celui qu'on obtient en partant de la forme donnée d'abord.

La propriété renfermée dans ce dernier théorème est de nature à faire
comprendre Futilité qu'il peut y avoir à distinguer le groupe des dérivées
principales d'entre tous les autres groupes de dérivées.

THÉORÈME III. — Chaque dérivée principale de la somme de deux fonctions
par rapport à une des variables q,, p^ est égale à la somme des dérivées
pînncipales de ces deux fonctions par rapport à la même variable.

Si l'on résout les équations (4), on aura pour les quantités ). des expres-
sions qu'on peut représenter par

>u == L,.i [A,a] 4- L«., [/,,a] 4- ... + L,̂ . [f^] == ̂  Lu., [f^],
s

s étant, susceptible des valeurs 1, 2,..., k , et, de plus, il est aisé de recon-
naître que l'on a

LM,< == —— ^S,Uf Ly,f< == 0.

Nous aurons pour la dérivée principale de a par rapporta ç»

(dv.\ _dï y. d/« rf» , vv', dfu
W-^+^xtt^=^+2:l^^.^»],

u étant commes susceptible des valeurs!, 2,..., k. Nous aurons les dérivées
principales

/^\ /d(a^)\
W \~dq~}'

en remplaçant, dans l'expression de ( — ) » a par a'et a-ha'; et, comme
v0^/

on a [/;,»] + [fs^] =^ [f,,a4-a'], on en conclut

Mi±j^)\ _ {d^\ (d^\
\ dqi )~~'\dq,)^~\dqi]i

comme il fallait le démontrer.
EXEMPLE. — Considérons le cas où les équations de condition se réduisent

à deux
A=0, ^==0;

\\
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on aura, pour la formule des dérivées principales,

/ ^ \ d a [f^}df, fA,«]^
\dqi) ̂  dqi "r [f^] dqi [f^] dq^

les dérivées par rapport à pi s'en déduisent en y changeant q en p. Enfin on
pourra vérifier le théorème 11 et reconnaître directement que le second
membre de l'équation précédente ne change pas de valeur, quand on y
remplace a par a -h \ fi + \fy

PROPRIÉTÉ REMARQUABLE DES DÉRIVÉES PRINCIPALES.

3. Considérons 2m—2r fonctions des 2m variables g», p», que nous dési-
gnerons par la lettre (3 :

Pi = Pi fol. ̂  • • • » <^P ̂ l» P^ ' • - . JP»»»)»

PS = Pâ foi» Q^ • - • > <7m* ^l» PS* • • • » ^M»)»

P2(OT-r)==Pt(»»-r)foi,Çâ» • • • • • îw îP l ïPâ» • • • » ^ » i ) »

où les variables q^ pi sont supposées satisfaire aux 2r équations
/,=0, /s=0, ...,/,,=().

Au moyen de ces 2m équations, on peut exprimer les 2m variables //„ jp, en
fonction des quantités j3 et d'une manière unique, et si l'on nous donne une
fonction a des quantités g,, p,, cette fonction pourra elle-même s'exprimer
au moyen des quantités ^ et d'une seule manière.

Si, après avoir exprimé a au moyen des quantités ($, nous en prenons la
variation, nous aurons

.. da ^ , dv. ^ av. ^ _ ^ àf. .
^ === ,— ^Pi 4- ,p ops -+- . . . 4- -^———— ^î,m-r, == J -^ Ap,

rfPi "Hâ "^(tH -r) Arf "P
?

ou encore

^m^^-^i^^^-^^")-
p

On a ensuite, en différentiant les équations qui relient entre elles les va-
riables,

-t,'''^^,"--"4-^"-4-^""*""^1"--=^*'.+&t'•+•;•+â""-+^t'•+•••+^t'-
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Désignons par ^(p), ^(p),..., ,̂.((3) un groupe de 2r quantités corres-

pondant à une quelconque des fonctions (3, et qui varie d'une fonction? à
l'autre ; multiplions les 2r équations précédentes respectivement par

së^)' 2;î^-'
P P

et ajoutons-les à la variation de a ; nous aurons

(^^l^^---)^-"
^zS +(^+^)|+^)â+-)^--

p +%+^)%+^)|+-)^+... ) OP(+ ...i, • -• • api • - • apf • 1 -

Les coefficients des variations des quantités y,, pi forment un groupe de
dérivées virtuelles de la fonction a (n° l), et ces dérivées sont données par
les deux formules

(6)

(ds \ _ y rfl /^ , , /p. d/! , ^ „ fsi < \̂^J - ̂  dp ̂  + 'tt^ dç;+ - + ̂ } dqïY
/da\ yd»./d,î /R^/'i, , /p^A^
(dp.) = i ̂  (rfp;. + ̂ P) ̂  + - + ̂ ) ̂ ).

?

dans lesquelles i est susceptible des valeurs 4, 2, 5,..., m.
Les quantités renfermées entre parenthèses dans les seconds membres

sont les dérivées virtuelles de (3. Prenons pour les multiplicateurs u.(^) les
quantités qui satisfont aux 2r équations

(7)
* 4- [fM ̂ (P) + [f'M ̂ (P) + . . . + [Ar,A] ̂ r(&) = [A^

r/"*»A] ^(?) + * + [f^] ^(P) + . . . 4- [fr,̂  ^r(3) = fA^J,

alors le groupe des dérivées virtuelles de chaque fonction (5 deviendra celui
des dérivées principales. Désignons, pour abréger, ces dérivées principales
par

/dp\ /dp\
W W

et les dérivées virtuelles de a deviendront

m y^- vdï f^\ (tu \- vda (d^ \w W^^T^W W^^^W
Or, je dis que ces dernières dérivées de a sont les dérivées principales.
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En effet, les dérivées principales de j3 satisfont aux 2r équations renfer-
mées dans la suivante

^ / d P \ ^ / ^ \ df, ( d ^ \
dpi \dqJ ' dp, [dqj + •• 4- 3^ [dq~J

_ ^ / d ? \ ^ / r f ? \ __ d ^ / d f ^ \ _
^i \W ^ \dpJ "• ^ ^rfpj — oî

où i est susceptible des valeurs 1,2,..., 2r (n° 2). On en conclut immé-
diatement que les expressions (8) satisfont aux mêmes équations dans les-
quelles la lettre p est remplacée par la lettre a, et par suite les expressions
(8) sont bien les dérivées principales de a.

Ainsi les dérivées principales de la fonction a peuvent se représenter,
d'une part, par

s^^i—^.
l̂.̂ !-- .̂

)^, /a,... ayant pour valeurs les solutions des équations (4) du n° 2, où
k= 2r; et, d'autre part, elles peuvent se mettre sousJa forme (6), en pre-
nant pour les fonctions ̂ ) celles qui satisfont aux équations (7). En éga-
lant ces deux genres d'expressions, on obtient le théorème suivant :

THÉORÈME IV. — On imagine 2m— 2 r fonctions, désignées généralement
par (3, des 2m variables q^ ,̂..., ̂ , p,, p,,..., p^ et on suppose entre ces
variables les 2r équations

/l==0, / 2=0 , . . . , /2r==0;

alors, en désignant par a une fonction quelconque de ces variables, on aura
les deux formules

â+>.%+••-^»^(l+^%—^)^),
^^•••^ l̂̂ ,^ ...+»<),

les quantités ^((3), ^(^),... étant les solutions des équations (7), et les quan-
tités \, >2,... étant les solutions des mêmes équations dans lesquelles les
seconds membres sont remplacés par

• [/i^], K,a], .... [/^a].

Nous ne considérerons plus désormais de dérivées virtuelles que celles
qui sont principales ; nous pouvons donc convenir maintenant que les déri-
vées immédiates placées entre parenthèses représenteront les dérivées prin-
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cipales, et le théorème précédent sera renfermé d'une manière concise et
très-élégante dans les deux formules (8), qui montrent que le théorème
élémentaire relatif à la dérivée d'une fonction composée est applicable aux
dérivées principales d'une fonction composée, renfermant plusieurs varia-
bles qui ne sont pas indépendantes.

EXEMPLE. — Examinons le cas particulier où le nombre des équations qui
lient les variables ç<, pi sff réduit à deux

/i=0, /,=0;

le nojnbre des fonctions psera 2m—2, et nous aurons la formule
/ d a \ y « d a / d P \
W-^d^dqi}9

en posant
/da\ _^« [f^]df, [f^]df,
{dqj-dq^ [f^]dqi [f^] dq^
/ r f p \ ^ MH/i [/i^HA.
\dqi) - dqi •' [A,A] dqi [f^] dq^

s'iVoï) donne à a la valeur particulière ps prise parmi les variables p^ pi,...,
pm) celte formule deviendra

ydp,W\_ i (df^df, df.dfA
^ d^ \dqi) - [f^Ï \dq, dq, dq, dq,^

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE LA MÉCANIQUE DANS LE CAS D'ÉQUATIONS DE CONDITION
ENTRE LES VARIABLES.

4. Soient Çp ç,,..., qm des variables propres à déterminer la position
d'un système de n points matériels eu mouvement et sollicités par des
forces ; on suppose de plus qu'il existe des équations de condition entre les
variables ç, :

(1) A = = 0 , A=0, ..., /r==0.

Imaginons la demi-force vive T exprimée par q^ ç,,..., Cm et leurs déri-
vées prises par rapport au temps t, que nous représenterons par q\, ̂ 2,...,
c[m ; puis différentions T par rapport à q\, </„..., ç'w, de manière à former
les quantités

dT _ dT __ dT _
^-^^-^•'•'â^-^'

nous pouvons, d'après cela, exprimer T au moyen de q^ q^..., qm^t dep^
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P»»--» pro; nous supposons aussi qu'il existe une fonction de forces U que
nous exprimons au moyen de q^ Ça,..., g»; enfin, formons les dérivées par-
tielles de T—U==H dans ces hypothèses ; alors nous aurons les équations

(2)

avec celle-ci

dq^ _ dQ. dq^
~df ~~ dp^ ~dt ''

dû dq^
' —' •"» ~jr, dtdp,

d^
' d p ^

„. . /dH , dpA. . /dH , dpA , , /dH ^\ .(5) ^te^^r9^^^^)^
(Œuvres de Jacobi, 1.111, p. 194), 5 ,̂ ̂ ,... représentant les variations de
Ci, <h,... d'après les équations (1); ces variations satisfont donc aux équa-
tions

^Ê^"-^-0

|^+^^+-+^^=°-

Multiplions les équations précédentes respectivement par \, AÏ,..., et ajou-
tons-les à Inéquation (5) ; alors, pourvu qu'on dispose convenablement de
ces multiplicateurs, les coefficients des variations Sqi dans l'équation résul-
tante seront nuls, et l'on aura

(4)

( ^Pm __ diï __ _ __
~dt~^^dq^ ^dq, />2 dq,

Si l'on différentie Féquation /t==0, on a

dfi àq, dfi dq^ _.
dq, ~3t ' dq^ 'dt ' ' • ""' î

OU

î
~dt^~~
dp^
'Tt^"

^Pm^,
~dt~^~

dû- — — Ai
î

rfH— -,— — À<^
dH

""àï." 1

dA.
dqi
d^
dq^

d/i
<'?»

, dh
'-Sq,-

; <7/'î-t </'?<

, d/,
ï^-

... • « r

... — >.r

dfr

dq;
df^
d<U

dfr

dq»

dfi dQ^
dqtdpi

df^d^
dq^ dp^ + ...==0,

qu'on peut représenter, d'après une notation précédente, par

fA,H]==0;
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désignons-la, pour abréger, par F<==0, et nous aurons les r équations

(5) F,=0, ^=0, ..., Fr=0,

auxquelles satisfont les quantités g,, p,.
Diiférentions les équations (5) et remplaçons les -pet ^-p par ; leurs va-

leurs tirées des équations (2) et (4), et nous aurons les r équations

1 M = [A,FJ \ 4- [A,FJ )., + ... 4- .yr,FJ )„
(6) [F,,H] == [W \ 4- [W ̂  + ... + [/.,Fj ?.,

desquelles on pourra tirer \, >s,.. , >r pour les porter dans les équations
(4). On peut remarquer entre les coefficients les égalités faciles à démon-
trer :

IW == [A^iL • • •. [W == [W. " • '
Si Fon prend pour les variables <^ les 5^ coordonnées .r,, y<, ^ des points

matériels, on a

T==|2m,(.r,^4-2/r-+^),

les équations (2) deviennent
d^—.,' dyi—„ dzi^-^.
dt-"^ ' d t " " ^ ' "^~'11

et les équations (4) prennent la première forme donnée par Lagrange aux
équations de la dynamique

rf^_ dH . df, df,
^W ^~~~ dx,•^ Al dxi ~'À3 'Sxi"" ' " <

Quoique, en général, on doive réduire les variables au inoindre nombre
possible, on comprend aisément qu'il puisse être utile dans certains cas de
considérer les équations (2) et (4).

GÉNÉRALISATION DU PROBLÈME DU NUMÉRO PRÉCÉDENT.

5. -Nous allons considérer une question plus générale que la précédente.
Imaginons que les 2w variables q^ Ça,..., Cm, pi, pî,..., pm satisfassent à
l'équation

m Ï»?,+ '̂».+...+ti>.
('S1'..-̂ » -̂•.+*,•»'•)'»•
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H étant une fonction de ces variables, en sorte que l'on a»=̂ ...̂ ....̂ -••̂ .
Si les variables î,,p, étaient indépendantes, les coefficients de leurs varia-
tions seraient égaux dans les deux membres de l'équation (7); mais on sup-
pose entre les variables ̂ , p, un nombre pair d'équations

(8) A=o, /,==o, .... /,r=o.
En introduisant des multiplicateurs >„ ï,...., ̂  comme dans la question

précédente, on déduit des équations (7) et (8) les 2m équations suivantes

(A)
ï^-^^———t.
ÎM.-.̂ -̂ :.

(B)

dp,_
dt ~'
dps_
dt ~ '

.da-^dfL^^_ _, ̂
î '^i 'd?, • • • ^dq,-

. ^ -X^- , ^ - ^
^ 1^ '^"•••-^^

En différentiant une des équations (8), /;==0, on a

df^ d^dq, , d ^ d p df,dp
dqt dt^dq,dt + - + dp, ~dt + dp, ~dt + ••• == 0'

et, en remplaçant les dérivées des ^, p, d'après les équations (A) et (B)
on a ' / v / »

[W +\ [fi^}+\W +... =0;
les quantités \, >,,..., ̂  satisfont donc aux 2r équations suivantes

* + fA,AK +[A,/i]^+...+[/•„/•,] A,
+ ^+1'/.]^, + [fr^,f,] >^ + ... + f/^.] ̂  = y.,H],

[A,A] \ + * + r ,̂/,] /.;+...+ [/•„ ̂  x,
+ Ifr+i.fî] '-r+l + yr+t,/î] >-,+, + 4-[Ar,/î]^r=[/,,Hj.

[A^trJ^l + l/t./'J/.î +

+ [/r+t.Ar]>T+l + [/r+î.Ar]î-,+» +
+[fr,ftr]>r
+ * = [AT,HI,

et on pourra les tirer de ces équations pour les porter dans (A) et (B) Si
l'on compare ces équations aux équations (4) du n« 2, on voit que les se-
conds membres des équations (A) et (B) représentent les dérivées principales
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de la fonction H ; les équations (A) et (B) peuvent donc s'écrire, d'après la
notation des dérivées principales,

dq^_ /JH\ dq^_ /JH\ dq^ _ /dH\dt - \dpj' dt - [dpj9 ••- (T- \dp,r
( t ^-^(^ ^-^ (d^\ ^m^. /^H\

dt ^ [dqj' dt ~ [dqj9 • • • ' Jt - - W

Montrons comment le problème actuel renferme celui^ du numéro précé-
dent. Il faut alors supposer que les r premières équations (8)

/ ï==0, /,==(), ..., /,==()

ne renferment plus les variables p», et il en résulte

[/*.» fv] == 0,

toutes les fois que u et v ne surpassent pas r; ensuite on supposera de plus
que les fonctions /i,/2,..., fr satisfont aux équations

[/LH]==0, [/,,H]=0, ..., [M]=0;

enfin on prendra pour fr+^ /r+s»-. les fonctions F^== [^H], F,=[^,H],....
Examinons d'abord les r premières équations qui donnent les quantités

\ ; leurs seconds membres sont nuls et, dans leurs premiers membres, les
coefficients de \, \,..., \ sont nuls aussi ; on en conclut que les valeurs de
'/r-n» ^r-i-2»-- .» \r elles-mêmes s'annulent. Ensuite les r équations suivantes
en \ fourniront >p )g,..., >r et coïncideront avec les équations (6) du numéro
précédent.

Les r derniers termes des équations (A) et (B) s'annuleront parce que
^r^.i, > r 4 - â » - - - » \r sont nuls, et les autres termes multipliés-par des \ dis-
paraîtront aussi des équations (A), parce que les r premières fonctions fne
renferment pas ,les variables p,. Les équations (A) et (B) coïncideront donc
avec les équations (2) et (4).

Ainsi les équations (2) et (4) sont aussi de la forme (G), et on doit remar-
quer que les dérivées principales de la fonction H par rapport auxp, coïnci-
dent avec les dérivées immédiates.

SUR LE PROBLÈME DES PERTURBATIONS DANS LE CAS OU IL EXISTE DES ÉQUATIONS
DE CONDITION ENTRE LES VARIABLES DU PROBLÈME.

6. Supposons que l'on ait intégré les équations (2) et (4) du n° 4 à Foc-
casion d'un problème de dynamique et qu'on ait trouvé pour intégrales

(1) Pi = +i> ^ == +«» •. •» Pt(m-r)==4«(m-r}»
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ft, pa,... désignant les 2m—2r constantes arbitraires qui y entrent. Suppo-
sons ensuite que l'on ait à résoudre le même problème dans lequel la fonc-
tion H est remplacée par H+û, de sorte que û. est la fonction perturba-
trice. Alors les seconds membres des équations (1) ne sont plus constants,
et on prend pour inconnues les fonctions j3 définies par les équations (1) et
dont les dérivées par rapport au temps sont en général de très-petites quan-
tités.

Tel est le problème des perturbations. Quand les équations de condition
entre les variables q^ ^,..., q^ disparaissent, ce problème se résout par
des formules dues à Lagrange, ou par d'autres dues à Poisson ; les pre-
mières ne changent pas par les équations de condition ; ce sont donc les
formules analogues à celles de Poisson que nous nous proposons de déter-
miner. Mais nous allons résoudre ce problème en adoptant la généralisation
du n° 5. Quand une généralisation a pour effet de compliquer des calculs,
elle présente souvent plus d'inconvénients que d'avantages ; mais on ne
peut faire ce reproche à celle-ci, car elle simplifie les calculs en confon-
dant deux genres de fonctions qui remplissent exactement le même rôle
dans la question.

Supposons donc entre les 2m variables q^ ^g,..., ^», p^ pa»--*» Prn ^es ̂ r

équations finies

(2) / i==0, A = = û » • • • , /sr==0,

et ces variables sont aussi assujetties aux 2m équations différentielles

m dqi_/dû\ dpi /din
(5) Tt-W dT^te

H étant une fonction des mêmes variables, et les seconds, membres dési-
gnant les dérivées principales de la fonction H.

Concevons que l'on ait intégré ces équations et que l'on ait trouvé pour
intégrales les 2m — 2r équations

w ?i = +i (îl»Î2. • • • > qm^Pî, • • - Pm)f
Pî==<Mîi^ •-•>W^s» • • • » P m ) >

dans lesquelles ̂ , ft,..., P»(w-r) désignent des constantes arbitraires, qui ne
figurent pas dans les seconds membres. Supposons ensuite que l'on ait à
résoudre le même problème dans lequel la fonction H est remplacée par
H-j-û, û étant très-petit, de sorte que les équations (2) subsistent encore,
mais les équations (5) sont remplacées par

(5)
^__/rf(H+n)\ dpi_ MH+on
^~~\ dpi / dt^^\~dq~)'



- 171 -
Alors les fonctions des ç,, p^ qui forment les seconds membres des équa-
tions (4) n'ont plus des valeurs constantes; mais leurs dérivées par rapport
à ( sont en général de très-petites quantités qu'il s'agit de déterminer.
Ces fonctions, que nous désignerons par p, sont définies par les équa-
tions (4), et ces équations jointes aux 2r équations (2) permettront d'expri-
mer les 2m variables qi, p<au moyen des quantités (3 et d'une seule manière.

Soit a==^ une irftégrale du problème sansperturbations^ c'est-à-dire une
des équations (4), et a est la constante arbitraire. En différentiant cette
équation, on a

i=mA_ v r^ ^-L. ̂  ̂ i}^^
"^^{dqi-dt^dpi'dt^'St9

i==t

dont le dernier terme est nul, si < ne se présente pas explicitement dans i}»,
et^ d'après les équations (5), on obtient

n Yl"^ f<m\ ^ /^Vl.^(6) o=2bte)-•^(%JJ+y
Si l'on passe ensuite au problème avec perturbations y on regarde, dans
l'équation a==^, a comme une fonction de (, et, en la différentiant, on aura

»=OT

dy. _ ̂  Fd^ dqi d^ dpi\ d^
d t ^ 2 ^ \ d q ^ ^ t ' S p i ~ 3 t \ ~ T ' d Ï Ïdt ^^[dqf

i=l

les dérivées de q^ pi étant fournies par les équations (5), et il en résulte

/„ rf% - V* [dyf fdV[±^\ ^ MH+n)V| . d^f
(7) dt^2à [dqi \~dp~) ~~~ dpi {'^aqr)]1^

1=1

Retranchons l'équation (6) de l'équation (7), et nous aurons, en mettant
dans le résultat la lettre a au lieu de ^, ce qui ne peut plus maintenant
amener de confusion,

<=»iu — v r^î- ̂ dn-^ —da- /^vi
dt ~ 2à [dqi \dpi) "~ dpi \dqi}]9

1=1

Les fonctions a peuvent s'exprimer au moyen des quantités ? et d'une
seule manière, et, d'après le n° 5, les dérivées principales de û sont don-
nées par les formules

(dfi \ -, V dn (d^ \ (dfï \ -, V dn (d^ \ -
\dq,)^2àd^\W \3pi)-^^[dp^
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on a donc

t=rod9- -, vdfi v r̂ i (<dïî^ —da- /^M
^ — ̂  ̂  Zà \dqi \dpi) dpi \dqi) \

? <=i
On a d'ailleurs

(â)- '̂!̂ '̂ -'
(|)=ê^>|̂ |--

^i(P)» ^(P)» •-• étant les solutions des équations (7) du n° 5 ; en rempla-
çant, on obtient

(8) î = 2 ̂ (̂ 1 + ̂ W 4- ̂ (PM + ... 4- ^(P)[^rl)>

qui est la formule cherchée. On voit que, grâce à la considération des dé-
rivées principales, les calculs se sont présentés de la même manière que s*il
n'y avait pas eu d'équations conditionnelles.

SUR DES FORMULES REMARQUABLES RELATIVES A L'EXPRESSION [a,?].

7. Nous allons déduire de la formule des perturbations un autre formule
très-importante.

Si Fon considère d'abord le cas particulier où l'on part des équations du
n°4, on a entre les variables q^ ^,..., qm les r équations

(a) ^==0, /2=0, ...,/,==0.

d'où l'on déduit, entre les variables ̂ , Çg,..., qm et pp pg,..., p», r autres
équations

(b} ^=F,=0. ^==F,==0, . . . , /^==Fr=0,

et, d'après ces équations de condition, on peut remplacer, comme on sait,
les 2m variables q^ pi par 2w—2r variables Q^, Qa,..., Qm-n Pi, Pa,...,
Pn»-r indépendantes entre elles et qui satisfont aux 2m—2r équations dif-
férentielles

dQi_d^ ^__^H
(^ dt ̂  dp/ dt ~~~ dQi'

Nous montrerons dans une autre occasion comment, dans le cas le plus
général du n° 5, on peut remplacer aussi les 2m variables q^ pi par
2^— 2y autres variables qui satisfont aux équations (c).
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Désignons par [a,(3]' par rapport aux variables Q<, P< l'analogue de [a,p]

pour les variables q^ pi ; c'est-à-dire posons

[apT~dî-^+^^+ . d- ^1 " J —f1(\ /7U ' ^ ^u • " • ' n̂ ^n1 ?rJ -rfOirfPi dQ,dP, - "dO^ d?^
_d^(^_d^d^_ rfy. rfp

dP,^ dP.riQ, - (IP^^^r;5

comme il n'existe pas d'équations conditionnelles entre les variables Q,, P,,
la formule des perturbations, si l'on emploie ces variables, se réduit à

••> Ê-I^Ml-.
P

Or, il est aisé decomprendre que les coefficients de r n doivent être les mê-up
mes dans les deux équations (8) et (9) ; on a donc cette formule très-im-
portante, qui permet de passer des variables Q,, P» aux variables q^,

(D) [a,?]' = [a,?] + ̂ (P)M] + HWW + ... 4- ^(P)[a,A,].

Cette équation renferme la formule trouvée par Jacobi (Nova meïhodus,
g 46, t. III de ses ŒUVRES), et qu'il se propose de découvrir dès le g 58 : Quum
propter rei utiliiàtem, tum propter egregîam ejiis difficultatem, tum quia
accurate examinare juvat quœcunque spectant ad expressioneîn [a,?] tantis
proprietatibus gaiidentem.

La formule à laquelle Jacobi est parvenu par des calculs très-compliqués
se rapporte au cas où les équations de condition se réduisent aux équations
(a) et (b).

On peut remplacer la formule (D) par une autre dont le second membre
renferme de la même manière a et (3. On a d'abord

[a^==[a,P]+S^(P)[a,/«],
«

H étant susceptible des valeurs 1, 2, 5,.., 2r. En résolvant les équations (7)
du n° 5, on a

^W==ï,L^[f^

L,,$ ne dépendant pas de (3, mais seulement des fonctions /, et l'on a

Ly,s === — L<,|»;

on obtient ainsi la formule

(E) W == [a,P] - 2 2 1̂  [̂ ] [!V,].
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11 est aisé de vérifier que Fexpression du second membre ne fait que

changer de signer quand on y permute a et p. Eile devient en effet

[M-2I;W^H^];
« s

comme M et s sont susceptibles des mêmes valeurs 1, 2, 5,..., 2r, il est
permis de les permuter, ce qui donne

[M~224u[iV,][a,/.<];
u s

enfin, comme on a Lu.s ==—L,,u, on a

-M]+22LM[P^][a,A,],
» s

ce qui est bien l'expression (E) changée de signe.
Jacobi met aussi l'expression de [a,?]' sous une forme tout à fait diffé-

rente, dans le g 48 de son mémoire. Mais, pour obtenir la forme analogue,
nous ne pouvons plus conserver la généralité dans laquelle nous avons
établi les formules (D) et (E),etil faut faire sur les fonctions f des restrictions
indiquées par le théorème suivant :

THÉORÈME. — Supposons que les r premières fonctions f, savoir f^ /„...,
fr^ soient toutes indépendantes des variables p^ ou supposons seule-

ment y ce qui est beaucoup plus général, quelles satisfassent aux ——^—-

équations

(g} [fM = o, [f,^] = o, ..., [/̂ , /,] == o,
on a la formule

(F) [a,p]'==[a+A,(34-B],

en posant
u=-r n=r tt==r

A ==f,^ ̂  L.,̂  [a,̂ ] + ̂ , ̂  iu.r^,f«\ + - + Ar ̂  W^

U==l tt=l tt=l

u==:r u=.r t(==r

B == /• ,̂ ̂  L.,̂  , [P/J + /r+î ̂  4,̂  , [W + ... + /,r ̂  4,îr [P,/,.].

»S=:i t(==l tt==l

Les fonctions Lqui entrent dans les expressions de A et B sont les mêmes
que celles qui entrent dans la formule (E)* Le déterminant gauche des
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équations qui déterminent les fonctions y.{^) est un carré que nous repré-
senterons par D2, et l'on a

, 1 dD
^^DSCT

Nous ne développerons pas les calculs qui conduisent au théorème précé-
dent, qui n'est pas d'ailleurs difficile à vérifier; mais nous ferons remarquer
que la formule (F) a aussi plus d'étendue que celle de Jacobi (g 48 de son
mémoire) ; en effet, dans la formule de Jacobi, f^ /„..., fr sont assujettis à
satisfaire aux équations

l/i»H]==0, [AJ1]==0, ..., [/r,H]==0,

et les fonctions ^.+1, ^r+i»... sont précisément les premiers membres de
ces équations. Or la formule (F) n'exige pas ces restrictions.

On peut remarquer que si les équations de condition entre les variables
se réduisent à deux, r est égal à l'unité, et l<s nombre des équations (g) se
réduit à zéro. Donc, dans ce cas, la formule (F) est toujours applicable,
sans que les fonctions f^ et /^ soient assujetties à aucune restriction.


