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Sur une série a loi alternée; par M. Maurice p’OcAcne.

(Séance du 20 juin 1884.)

1. Nous rappellerons, en commengant, une formule que nous
avons donnée derniérement dans les Nouvelles Annales de Ma-
thématiques (3¢ série, t. 1II, p. 71).

Considérons une série définie par la loi de récurrence

U, = alUpq + bUn_g

et les valeurs des termes initiaux U, et U, supposées absolu-
ment quelconques.
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Nous appelons série fondamentale de la proposée celle qui
s’obtient en conservant la méme loi de récurrence

Up = aUp—g + buy o,

et en prenant pour valeurs des termes initiaux
Up=o0, u=I.

On sait que le terme u, d'une telle série est donnée par la for-
mule
n__<n
_wpn

([) Up = a__p

a et 3 étant les racines de 'équation génératrice
2—az—b=o

[formule (7) de notre Mémoire]. Nous avons démontré [for-
mule (12)] que les termes de la premiére série peuvent se déduire
de ceux de sa série fondamentale par la formule

(2) U,= Uiun+bU0un~ly

dont la présente Note n’est qu’une application.

2. L'idée de la série & loi alternée dont nous allons parler
nous a été suggérée par la question de Géométrie suivante :

Etant donné un triangle ABC, on forme le triangle A,B, C, (*)
qui a pour sommets les milieux des cétés du triangle ABC, puis
le triangle A,B,C, qui a pour sommets les milieux des cétés
du triangle AyB,C,, et ainsi de suite. Trouver les coordonnées
des sommets de l'un quelconque AxByCyi des triangles de cette
suite en fonction des coordonnées des sommets du triangle

ABC.

Nous représenterons les coordonnées de A par z et y, celles
de B par &’ et y/, celles de C par 2" et )”, et, d’'une maniére gé-
nérale, celles de Ax par xx et vy, celles de By par ) et y}, celles
de Cy par z, et ;. Nous appellerons de plus le triangle AxB;Cy
triangle (k). '

(') On suppose que le point A, est le milieu de BC, le point B, le milieu de AC
et le point G, le milieu de AB._
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11 nous suffit de considérer les abscisses, le calcul des ordonnées
étant identiquement le méme.
Un calcul direct donne

'+ 2" , x+x T+
Zo = — Zy = P Ty = PO
2r + 7'+ 2" , x4z T+ 422"
nET 0 hETg o o nE T
22+ 32"+ 32" . 3z+22'+ 32 o 3z + 32+ 22"
fl‘:‘—"—-——s ) Ty= e 1=
6z + 52"+ 52" , 52 4+62 + 52" s bSz+52+62"
=T BT T ) BT T w6

3. 11 suffit d’observer la fagon dont se forment méthodique-
ment ces expressions successives pour en saisir immédiatement
la loi.

Pour les dénominateurs, aucune difficulté; au triangle (k) cor-
respond le dénominateur 24+1. ’

Pour les numeérateurs, la loi est assez longue a énoncer :

Prenons le triangle (k); les numérateurs de z;, z) et z} sont
des trinémes du premier degré en z, 2’ et 2", dont les coefficients
sont les trois mémes nombres permutés circulairement. Le plus
petit de ces nombres est égal au plus grand moins un, et le troi-
siéme est égal au plus grand ou au plus petit, selon que & est pair
ou impair. Cette remarque rameéne la recherche des trois coeffi-
cients a celle du plus grand seulement. Représentant celui-ci par
Uy, nous voyons que les trois coefficients sont

Ur, Up, Up—1
si k est pair, et
Uk, Uk-l, Uk—-l
si k est impair.

Comment, dans chaque expression, répartir les trois coeffi-
cients entre xz, x' et ’? Que k soit pair ou impair, deux des
coefficients sont égaux et le troisiéme différent; nous appellerons
ce coefficient le coefficient a part. Cela posé, nous pourrons
dire que le coefficient & part affecte z dans I'expression de x4, '
dans P'exyression de x; et z” dans I’expression de z.
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4. Si donc nous supposons A pair (k = 2n), nous avons
_ (Usp—1)x +Ugpz'+ Ugp”

Zop = ’
p2n+1

que nous pouvons écrire

Uznv(fl' +z'+ .7/‘”) —_Tr
g2+l :

ZTan =

Posant 2 + 2’ + z2" = S,, et supposant que I'on remplace suc-
cessivement le signe ( ) par I'absence de signe, par le signe prime
et par le signe seconde, on aura, d’une maniére générale,

(3) at, = JSe 7,

2n Qi+l

Si nous supposons maintenant &k impair (k= 2n-+ 1), nous
avons

Usna1® +(Usps — D& 4+ (Ugpppy — 1) 2"
Top+1 =

92n+2

ou

(Ugpry —N(x+2'+2")+x
Ton+1 =

92n+2 5
et, d’'une maniére générale, en employant la méme notation que
précédemment,

. ) _ (Uspsr — D Sp + 20)
<'~l) Ton+r = 22n+2 :

5. Les formules (3) et (4) peuvent étre réunies en une seule,
plus générale, comprenant a la fois les cas ol & est pair et ceux ou

. . . . , k

il est impair; il suffit pour cela de représenter par R (;) le reste
de la division de & par 2, reste qui est' 1 ou o; on a alors, quel
que soit l'entier &,

" . x(k) _ [Uk—R (I:c)] S;_(_,)k_z.( >..

- ok+1 >

par suite, de méme

(59 S [U"_R<§>] Sz —(—1)kyt)
N 1 -

2k+1
Xil. 6
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Les formules (5) et (5") résoudront complétement le probleme
lorsque nous aurons obtenu l'expression de Uy en fonction de
son rang k, expression que nous allons rechercher maintenant.

6. On apercoit immédiatement la loi de formation récurrente
des nombres U; on a

Uo =1,

U; =2U,,

Uy =2aU; —1,
U = aU,,

et d’'une maniére générale

Usp =2Usp—y—1,

Uzn+1 = 2Usp.

Au lieu de faire le calcul direct des termes de cette série, nous
allons généraliser la loi, quitte 4 remplacer ensuite, dans les résul-
tats obtenus, les coefficients généraux par les valeurs particuliéres
qu’ils ont dans la série précédente.

7. Considérons donc la série définie par la valeur initiale
Up = a,
et les deux formules de récurrence

Usgn—y = aUsp—2 + ﬁ,
Usn = YU:n-i + 3,
%, 8, 7, 8 et @ étant absolument quelconques.
Eliminant U,,_, entre les deux {ormules précédentes, on a
Usn = 2y Usp—g + By + 83
de méme,

Usp—a = ay Uzn—b -+ B‘{ + 8.

Retranchant ces deux égalités l'une de ’autre, nous avons

Usp = (ay + 1) Ugp—a — ay Usn—s-

Représentant alors les termes de rang pair de la série par la
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letire P, de facon que

PO = UO, Pl = U!y .oy Pll = U:m

nous voyons que ces quanutés forment A leur tour une serxe ré-
currente définie par les. valeurs initiales

Po =a,
Py=aay+By+3¢
et par la formule
P, = (a‘( +1)Ppy — ayP,,_,,
c’est-a-dire rentrant dans le type de celles donl; il a été parlé au
n° 1.
La série fondamentale de cette série est définie par
Po =0,
P =1
Pn= (2 +1)Pp—y — &Y Pn—2;
son équation génératrice est
22— (ay+1)3+ay=o0

et a pour racines

Par suite, l’application de la formule (1) montre que

(a1
Prn=—T

‘Den résulte, d’aprés la formule (2), pour P,,, la valeur

(= r) (ay)—1

aay X1

=(awy+ By +38) -0 progey

ou, aprés réduction et remplagant P, par Ua,,

(6) U = (ay)r[a(ay —1) +By+ 8] —(By+8)

ay — 1

On a ensuite

(7)  Uzpaq =aUsn+ B= (ay)*a[a(ay — xl;—_ﬂ;{ 48] — (28 + B).
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8. Les formules (6) et (7) peuvent encore étre réunies en une
seule; si 'on représente, comme précédemment, par R(-’é) le
.. . (s k
reste de la division de k par 2, et si 'on désigne par E(;) la par-
tie entiére du quotient de & par 2, on voit que la formule

(a*()E(g)aR(L;)[a(wr —1)+By+8]— («“(9 5+ ‘(R(L?)ﬁ)

a‘{'—l

(8) Up=

résume les deux précédentes et convient & toute valeur de £.
Remarquons que, dans le cas ou a =1, cette formule se sim-
_plifie beaucoup, parce qu’on a
k k
(az)‘:(?) an(z") = ak;
la formule devient donc alors

ak[a(a?—1)+ ﬁa+3]——(an(}’:)8+a“( 2 )ﬁ)
aZ—

(8) Uy =

9. Pour la série particuliére d’ott nous sommes parti, nous

avions
n
“=Y=21 B:o’ 0:——1’ a=Il,

la formule (8') donne par ces substitutions

k
k+1 “(_)
(9) Up = ’__f%;

Cette derniére formule, rapprochée des formules (5) et (5'), ré-
sout le probléme que nous nous étions proposé en commencant;
on a

2k+1 +2R (%) k

o
] 3 2
ok—+1

)] Sz—(—1)kz)

b

ou

s, [zl‘f) . R(é)] Sem—(—1)i20)

() — Oz —_
(10) ) =3 -+ pyare)




De méme,

L
oSy [,"§, ' (2)] Sy — (=0t

ok +1

10. Si nous posons zx + z), + &) = Sz,, nous avons, en rem-
placant successivement dans la formule (10) 2}’ par zx, zj et z},
et faisant la somme de ces trois expressions

[#0-m(2)-c o]

2
k= Sz+ oh+1

Sg

Or on vérifie aisément que, quel que soit 'entier 4, pair ou
impair, on a identiquement
k

2“( ’) — 3B<§>——(—1)"= 0;
par suite,

s.z-‘. = Su;
de méme,

Sy, = Sy-

Ces deux égalités montrent que le triangle A;B;Cx a méme
centre de gravité que le triangle ABC, propriété qu’il est bien
aisé de démontrer par la Géométrie.

11. Dans l'expression (10) de z}, le premier terme est indé-
pendant de k; le second terme a un numérateur qui ne contient
que des fonctions de 4 finies, quel que soit £, tandis que son déno-
minateur croit indéfiniment avec k : ce second terme tend donc
vers zéro lorsque k croit au dela de toute limite. Par suite, quand
k tend vers l'infini,

limz!) = %”f ,
limy{) = S{ ,

c’est-d-dire que la limite commune des positions qu’occupent les
trois sommets des triangles que nous considérons, lorsqu’on pro-
longe indéfiniment 'inscription de ces triangles les uns dans les



autres, est le centre de gravité commun de tous ces triangles, ce
qui était bien évident. Nous avons ainsi des sortes de vérifica-
tions de nos formules.

12. Nous signalerons une remarque qui résulte de la for-
mule (6). Sil'on pose

(11) ay = A,

(12) Br+d=g,

cette formule s’écrit

(13) L

La valeur de U,, ne dépend que de X, p, a; si donc on conserve
la méme valeur a pour le terme initial, et que l'on choisisse
poura, 3, v, 8 des systémes de valeurs quelconques, mais satisfai-
sant aux relations (11) et (12), on formera autant de séries dans
lesquelles les termes de rang pair seront les mémes, a rang égal.

13. Nous allons donner maintenant la formule générale qui

permet de calculer

i=k

2U,=U0+U,+...+ U,

i=0
quel que soit k, U; étant le terme dont ’expression résulte de la
formule (8) aprés remplacement de k par . On a, d’aprés cette
formule, '

i=k

(i4) Z U= a(w{—;;)i"lp{-i—o ;} [(w{)EG)zn(;)]
- <[ 209 0|

Evaluons les trois sommes qui figurent au second membre. Pour
la premiére, on voit immédiatement que, si k est pair (k=2n),
ona

»
X

‘S [(ay)E(i’)zR(L’)] (w{)"+l—l—l—a[(w{)"——l]

Y —1

Y

~
It
o
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et si k est impair (k= 2n +1),

i=2n+1

2 [(GY)E‘(.;)an(i:)] _ () — 4 2 f(zy)rt —1]

ay —1

i=o0

Nous pourrons réunir ces, deux formules en une seule, conve-
nant a toute valeur de 'entier &, de la maniére suivante :

(15) § [(GY)E(-;)QR (';)] = (“Y)E(s)ﬂ—— l—l—a[(ay)c(%) — 1]

ay —1

’
i=0

en représentant par G k la diﬂ'érende k—E kY.
p par G (5

On obtienl encore immédiatement

i=2n

2 (11‘({)3) =8(n+1+ na),
i=0

i?ﬁl (1“}(5)3) =8[n+ r+(n+1)zL
i=0

formules qui conduisent a la suivante :
% (2 k k\
(16) > (,R(;)s)=B[E(;>+x+zc<;)].
i=0
On trouve de la méme fagon

i=2n

2 (#5)) =ptn v,
;=i+ (YR(iTH)p)za[n+|+(n+l)Y]; )

d’oti 'on conclut que, d’'une maniére générale,

o ZE o)
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Le rapprochement des formules (14), (15), (16) et (17) montre

que
' § [aCar— 1)+ By-+3] L (O —iea [ () ]| )
o 0 o o] () -1

Si o =1, il est facile de voir que I'on a, quel que soit 'entier £,

K k
(“’)E(—’)H—'+“[(¢’)G(;)—l] = (akrt—1)(a-+1);
par suite, dans ce cas,

[a(a2—1) =+ af + 8] (ak+!—1) (2 +1)

0 St a8 o8]

(@ —1)7 =

i=k.
14. La sommez U; croit indéfiniment avec k, mais le quo-
i=0
tient de cette somme par &, lorsque ay est inférieur a I'unité, tend
vers une limite qu'il est facile d’obtenir. En effet, remarquons que,
dans ce cas,

k k
lim(w()E(E)-H = ]im(ay)"(_z)z o

2 )

k kT

et que
lim
On en conclut que, si ay <1, on a, lorsque A tend vers I'infini,

(19) ]im( Z >=°<‘+‘°:)‘:E({l>+()

et, sta =y,

(19") lim< 2 U) Q?lt‘:)

i=0

>¢-I

15. Nous remarquerons, pour terminer, que des formules dé-



— 89 —

montrées pour la série & loi alternée qui vient d’étre étudiée on
déduit les formules correspondantes relatives a la suite, non al-
ternée, qui est définie par
Up=a
et
Up=aUpy + ?‘y

quel que soit £.

11 suffit pour cela de faire 3 = 3 dans les formules (8'), (18') et
(19'), ou I'on a déja supposé a = y. '

Dans la formule (8'), nous avons ’expression

k41

an(—g)a _'_an( 2 )p,
qui, pour 8§ = 3, devient
p(,"(%)_,_,“(%)

Or, sur les deux quantités R(é) et R(

une nulle et I'autre égale a 'unité; par suite,

)

2

),-il y en a toujours

k+1

3(1“(2)_‘_ " _’—)) = (1 + a),

el la formule (8') donne, aprés division haut et bas par 1 +a,
pour I'expression du terme Uy,

a(a—1)+B]—B.

a—I

(20) U =

Dans la formule (18'), ou l'on fait 8 =3, on trouve I'expres-
sion
k k
.. k N
or, par définition méme de G(;) [formule (15)], on a

t(5)-o(t) -

par suite, la formule (18') devient, aprés division haut et bas, par
(1+42)3

(x—1)2

i=k
(21) EU‘_:[a(a—-l)—i—B](ak+l_|)—(a—1)f3(lc+;)'
=0
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Enfin, si U'on suppose 2 <1, la formule (19') montre que I'on a,
lorsque k& devient infini, ‘

i=k
. 1 8
(22) hm<z§)ui>= P




