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Meémoire sur les groupes primitifs ; par M. CAMILLE Jorpax.
(Séance du 30 avril 1873}

Nous avons démontré, dans un précédent mémoire (Journal de Liouville,
¢ série, t. XVI), que le degré d’'un groupe primitif G, ne contenant pas le
groupe alterné, mais contenant une substitution donnée A qui déplace N
lelitres, ne saurait dépasser une certaine limite L =N+ M. La quantité M
est une fonction F(N) du nombre N.

Nous examinons, dans le mémoire qui suit, le cas ou 'ordre de A est un
nombre premier p. Tous les autres cas peuvent se ramener a celui-1a ; car
une substitution quelconque, élevée a une puissance convenable, donne une
substitution d’ordre premier.

Nous arrivons i ce résultat remarquable, qu'on peut assigner & M une va-
leur qui ne dépend pas du nombre p, mais seulement du nombre q des cycles
de A. Nous démontrons, en effet, qu'on peut assigner deux fonctions de q,
o(q) et f(q) jouissant de la propriété suivante :

Le degré d'un groupe primitif G, ne contenant pas le groupe alterné, mais
contenant une substitution A d’ordre premier p et & q cycles, ne peut depasser
P +9(q), si Lon a p > f(g).

Done, en appelant F(g) la plus grande des quantités F(2g), F(5q), ...,
F(f(9)9), ¢(q), on pourra prendre pour limite L= pq + F(q) =N + F(gj.
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Le premier paragraphe de notre mémoire est consacré i démontrer la
proposition suivante, qui est le fondement de notre analyse :

Soit A une substitution d’ordre premier p 4 g cycles; si le groupe pri-
mitif G contient la substitution A, on pourra y déterminer une suite de sub-
stitutions A, B, C, ... semblablesa A, et dont chacune déplace quelque lettre
que les précédentes laissaient immobile, jusqu'a ce que 'on ait épuiseé le
nombre des lettres de A; mais si p>>gq, on pourra déterminer la suite
A, B, G, ..., de telle sorte que chacune de ces substitutions successives ne
puisse contenir dans aucun de scs cycles plus d’une lettre nouvelle.

Cela posé, notre théoréme étant supposé démontré pour les nombres in-
férieurs & g (nous avons trouvé précédemment, p. 42, lorsque q=1,
#(9) =2, quel que soit p), nous le démontrons pour ¢, en établissant des
formules récurrentes qui lient ¢(q) et f(g) do(g — 1), ..., flg—1), ....Cest
la I'objet des sections Il & VI.

Dans la section VII, nous discutons ces formules, et nous en déduisons les
inégalités suivantes :

2
#(q) < jogz 91089+,
en prenant pour f(q) la plus grande des quantités suivantes :

2 -
g2 qlogg+q+1, 3¢+2, 18

Il est certain d’ailledrs, d’aprés notre mode d’opérer, que ces limites
sont loin d’étre assez resserrées. Une étude plus minutieuse (VHI) nous a en
elfet montré qu’on pouvait prendre pour limites

o) =q+1, fl@=4q,

lorsque ¢=2, 3, 4 ou 5; et nous avons de fortes raisons de croire qu'on
arriverait au méme résultat pour les valeurs suivantes de q.

1

1. Soient G un groupe primitif; A I'une de ses substitutions; A, A’, ...
les diverses substitutions semblables 4 A qui sont contenues dans G. Il est
clair que toute substitution de G les transformera les unes dans les autres;
donc le groupe H= (A, A’, ...) sera permutable & toutes les substitutions
de G.

Le groupe H sera transitif; car, san$ cela, on sait que G ne pourrait étre
primitif. Si donc A ne deplace qu'une partie des lettres, I'une au moins des
aulies substitutions A’, ..., dont H est dérivé, contiendra réunies dans unde
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ses cycles des lettres diplacées par A et quelques-unes des letires restantes ;
sans quoi H, permutant exclusivement entre elles les lettres que A déplace,
ne seraif pas transitif. Si la swite A’, ... contient plusieurs substitutions
jouissant de la propriété ci-dessus, soit B I'une d’elles, choisie de telle sorte
que G ne contienne aucune substitution qui jouisse des mémes propriétés,
tout en ne déplagant qu'une partie des lettres nouvelles que B déplace..

S’il exis.e encore des lettres qui ne soient déplacées ni par A ni par B,
I'une au moins des substitutions A’, ... devra de méme méler dans ses
cyeles quelques-unes de ces leltres a celles que déplacaient déja A et B. Si
plusieurs de ces substitutions jouissent de cette propriété, on en choisira
une G de telle sorte qu'il n'y en ait pas d’autre qui ne déplace qu’une
partie des lettres nouvelles introduites dans C. On pourra continuer ainsi
jusqu’a ce qu’on ait obtenu une suite de substitutions A, B, G, ..., telle que
toute lettre se trouve déplacée au moins par 'une d’elles.

2. Nous admetirons, dans ce mémoire, que A soit une substilution
d’ordre premier p ct & g cycles, ¢ &tant un entier <p. .

Les substitutions B, G, ..., étant successivement définies comme il vient
d’étre indiqué, nous aurons la proposition suivante, qui va servir de fonde-
ment & toute notre analyse.

Tutorine. — Aucune des substitutions successives B, C, ... ne peut contenir
dans aucun de ses cycles plus d’une lettre nouvelle.

3. Nous allons démontrer d’abord cette proposition pour la substitution
B. Pour y arriver, nous supposerons que l'un des cycles de B contienne
plusieurs lettres nouvelles; et nous en déduirons I’existence, dans la suite
A, A, ..., d’une substitution qui méle dans ses cycles les letires de A & des
lettres nouvelles, tout en déplacant moins de lettres nouvelles que B; con-
séquence jnadmissible, comme contraire a la définition méme de B:

4. Soit 1 le groupe dérivé de celles A, A, ... des substitutions A, A’, ...
qui ne déplacent aucune lettre nouvelle. Les pq lettres déplacées par les di-
verses substitutions de I pourront se répartir en classes, en groupant en-
semble celles que les substitutions de I permettent de permuter entre elles.
Sil permute transitivement les pq lettres, il n’y aura qu'une classe ; sinon
il y en aura plusieurs; mais dans aucun ‘cas il n’y en aura plus de ¢, car
chacune d’elles contient au moins p lettres, nombre des leltres associées
dans chacun des cycles de A. ’

5. Soient maintenant x, y deux lettres nouvelles, contenues dans un
méme cycle de B. On peut admettre qu'elles s’y suivent immédiatement.
Car si y suivait v & r rangs de distance, on n’aurait qu’a considérer, au licu
de la substitution B, la substitution B", qui lui est semblable, et dont I'un
des cycles contient & suivi immédiatement de .

Cela posé, les lettres nouvelles que B déplace seront de deux espéces;
les lettres y, ... que B fait succéder & des lettres nouvelles; et les lettres

1 12
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que B fait succéder a des lettres anciennes a, @', .... ll existe nécessairement
des lettres de cette seconde espéce, puisque B contient au moins un cycle
ou les lettres nouvelles sont mélées aux anciennes.

6. Les lettres a, o', ..., auxquelles B fait succeder des lettres nouvelles, for-
meront par leur réunion une ou plusieurs des classes entre lesquelles nous
avons réparti les letires de 1. Supposons en effet qu’il en fiit autrement, et
qu’il y elit une classe contenant a la fois des lettres g, ... de la suitea, d’,...,
et d’autres lettres «, ... non contenues dans cette suite. Le groupe I étant
transitif par rapport aux lettres de cette classe, I'une au moins des substi-
tutions A, A’, ..., dont il est dérivé, mélera dans ses cycles les lettres a, ...
aux lettres «, .... Supposons, par exemple, que A contienne dans un méme
cycle les deux lettres a et «. La transformée de A par B sera semblable a A.
Elle contiendra dans un de ses cycles la lettre que B fait succéder a a, la-
quelle est nouvelle, et celle que B fait succéder i «, laquelle est ancienne.
Elle jouira donc comme B de la propriété de méler dans ses cycles des lettres
anciennes a des lettres nouvelles. Cependant elle déplace moins de lettres
nouvelles que B, car elle laisse immobiles les lettres y, ... de premiére es-
péce que B déplacait. Ce résultat est inadmissible, comme contraire  la
définition de B.

7. On peut répartir d’une seconde fagon les lettres nouvelles que B dé-
place en deux catégories : 1°les lettres z, ... auxquelles B fait succéder des
lettres nouvelles; 2° celles auxquelles B fait succéder des lettres anciennes
b, .... EtI'on verra de méme que les lettres b, ... formeront par leur réunion
une ou plusieurs des classes de lettres de 1; car s'il en était autrement, 'une
au moins des substitutions A, A’ ..., étant transformée par B—*, donnerait
une nouvelle substitution jouissant de la méme propriété que B, mais dé-
plagant moins de lettres nouvelles, ce qui est inadmissible.

8. Les classes de lettres qui constituent la suite a, ... peuvent appartenir
en tout ou en partie 4 la suite b, .... Nous admettrons pour plus de géné-
ralité qu’elles ne lui appartiennent pas en totalité.

Soient a', ... celles des lettres @, ... qui n’appartiennent pas a b, .... Par
la définition méme de ces suites, B fera succéder a', ... a4 des lettres an-
ciennes c, ....

9. Les lettres ¢, ... formeront encore une ou plusieurs classes dans 1.

Cette proposition est le noud de notre démonstration; pour I'établir,
considérons le groupe J transformé de I par B. Ses diverses substitutions
laisseront immobiles les lettres que B fait succéder & des lettres nouvelles,
¢’est-a-dire les lettres nouvelles de premiére espéce, et les leftres anciennes
de la suite b, .... Mais au contraire elles déplaceront les ]etires nouvelles de
seconde espéce, ainsi que les lettres @', ...

Les substitutions de I permutant exclusivement entre elles.les lettres
a, ..., cellesde J permuteront exclusivement entre elles les lettres nouvelles
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de la seconde espéce, que B leur fait succéder. D’aulre part, ces diverses
substitutions remplaceront respectivement le systéme s' des lettres o, ...
par divers systémes de lettres s, s”, ..., dont chacun sera exclusivement
formé de lettres anciennes.

10. En premier lieu, chacun des systémes s',s", ... sera formé par Uen-
semble des lettres d’une ou plusieurs classes. En effet, soit S celle des sub-
stitutions de J qui remplace les lettres des’ par celles des”. La transformée
B’ de Bpar 8 sera une substitution semblable a B, dont les cycles contien-
dront les mémes lettres nouvelles que ceux de B(puisqne, parmi les lettres
nouvelles que B contenait, les unes ne sont pas déplacées par 8 et les autres
sont permutées ensemble). Soit d’ailleurs 2z’ la lettre que 8 fait succéder
4 z; P'un des cycles de B contenant deux lettres nouvelles consécutives z, y,
I'un des cyeles de B contiendra les deux lettres nouvelles consécutives ', y.
Donc B’ jouira des mémes propriétés caractéristiques que B; et le raisonne-
ment déja fait sur B, étant appliqué a B, montrera que les lettres anciennes
auxquelles B’ fait succéder des lettres nouvelles doivent former par leur
réunion une ou plusieurs classes. Mais ces letires sont, d’une part, les lettres
communes aux deux suites a, ... et b, ..., lesquelles forment une ou plu-
sieurs classes, et, d’autre part, les lettres de s”. Donc ces derniéres lettres,
considérées isolément, formeront une ou plusieurs classes, ce qu’il fallait
démontrer. ’

11. Deux cas pourront maintenant se présenter, suivant que les systémes
s’,s”, ... seront tous formeés des mémes classes de lettres, ou différeront
les uns des autres par quelques lettres.

Dans le premier cas, les substitutions de J permuteront exclusivement
entre elles les lettres @', ... du systéme s’; donc les substitutions de I, dont
elles sont les transformées par B, permutaient exclusivement entre elles les
lettres c, ..., que B remplacait par @', .... Donc les lettres c, ... forment
dans I une ou plusieurs classes, comme nous voulions I'établir.

12. Supposons au contraire que les systemes s', s”, ... différent par quel-
ques classes ; nous aboutirons a une absurdité.

On voit d’abord que chaque substitution de J remplace les uns par les
autres les systémes s, s, .... Supposons en effet que I'une d'elles S rem-
place s par un autre systéme de leltres s, ; J, contenant une substitution T
qui remplace s’ par s”, contiendra ST, qui le remplace par s,; donc s, sera
par définition 'un des systémes de la suite s', s”, ..

Il résulte évidemment de 13 que, s'il existe des classes communes a tous
les systémes s', s”, ..., les lettres de ces classes seront permultées exclusive-
ment entre elles par les substitutions de J. Si I'on supprime ces letires
communes dans chacun des systémes §', 57, ..., les systémes de lettres
restantes o’, ¢”, ... jouiront encore de la propriété d’étre permutés enlre
eux par les substitutions de J,
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13. Supposons, pour fixer les idées, qu’il existe des classes communes a
w systémes de la suite o', ¢”, ..., mais qu'il n’en existe aucune commune i
p—+1 systémes. Les classes communes & tous les systémes ayant été sup-
primées, p sera inférieur au nombre des systémes; il se réduira a I'unité,
siles systémes pris deux & deux n’ont aucune classe commune.

Soient o', ¢”', ..., o, 1 systémes ayant des classes communes, et soient <
le systéme des lettres formant les classes communes a ces systémes ; 7, 7,
T, ... les systémes de leltres que les diverses substitutions 1, 8,,8,, ... du
groupe J font succéder a t; «,, par exemple, sera formé des classes com-

-munes & ceux des systémes o,, ..., of de la suite ¢, ... que §, fait succéder
ad',...,d" Dailleurs deux quelconques des systémes =, 7,, ... N€ peu-
vent avoir aucune classe commune sans étre identiques. En effet, si =, et
Ty, par exemple, avaient une classe commune, cette classe appartiendraif a
la fois aux p systémes o, ..., % que 8, fait succéder a o, ..., *, et aux p
syslémes o, ..., o que 8, leur fait succéder. Mais, par hypothése, aucune
classe n'appartient & plus de p systémes de la suite o', .... Donc ces p der-
niers systémes se confondent avec les précédents; donc les lettres de r,, qui
leur sont communes, se confondent avec celles de r,, communes aux pré-
cédents.

14. Nous remarquerons encore que la suile t, t,, ... contient nécessaire-
ment plusiewrs systémes distincts. Car J contient une substitution 8, qui
remplace o’ par un systéme o1 different de o', ..., a*; cette substitution
remplacera r par un nouveau systéme x,, 'dont les lettres appartiendront
¢**1, tandis que les lettres de = ne lui apparlenaient pas; donc =, différe de
». Mais, d’un autre coté, le nombre des systémes distincts de la suite <, =, ...
ne peut dépasser q, puisque chacun d’eux est formé d’une ou plusieurs classes
de lettres, et que le nombre total des classes est au plus égal a q.

15. Cela posé, le groupe I étant dérivé des substitutions A, A', ... qui
sont d’ordre p, son transformé J par B sera dérivé des substitutions Jb,
Jor, ... transformées de celles-la par B, et qui seront aussi d’ordre p. Et
puisque J contient une substitution S, qui déplace les systémes =, 7, ...,
I'une au moins Jb des substitutions Jo, Jb’, ... dont il est dérivé déplacera
ces systémes. Soit Jb? la premiére des puissances successives de Jbo qui ne
déplace plus les systémes; p sera un entier > 1 et qui divisera 1.2... ¢, le
nombre des systémes étant moindre que ¢. Il est évident d’ailleurs que
celles des puissances de Jo qui ne déplacent pas les systémes sont Jlo",'
Joze, ., o, ... Mais Jo?, se réduisant & P'unité, ne déplacera pas les
systémes. Donc p sera un multiple de p; et comme il est premier, on aura
p = p; résultat absurde, p ne divisant pas 1.2... q.

16. Il est donc établi, ainsi que nous ’avions annoncé, que les lettres de
la suite c, ... forment une ou plusieurs classes. Ges lettres pourront étre
contenues en tout ou en partie parmi celles de la suite b, .... Supposons
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pour plus de généralité qu’elles n’y soient pas toutes contenues. Si, parmi les
lettres de la suite ¢, ..., on efface celles qui lui sont communes avec la suite
b, ..., les lettres restantes ¢/, ... jouiront de la propriété que B les fait suc-
céder a des lettres anciennes d, ....

Un raisonnement identique au précédent fera voir que les lettres d, ...
forment une ou plusieurs classes.

17. Continuant ainsi, on arrive au résultat suivant : Pour qu'il n’existe
aucune substitution deplacant moins de lettres nouvelles que B et les mélant
dans ses cycles aux lettres anciennes, il faut que les lettres anciennes a, ...,
que B remplace par des lettres nouvelles, forment une ou plusieurs classes; de
méme pour les lettres anciennes c, ..., que B remplace par des lettres anciennes,
mais que B remplgce par des lettres nouvelles ; de méme pour les lettres an-
ciennes d, que B et B2 remplacent par des lettres anciennes, mais que B® rem-
place par des lettres nouvelles, etc.

18. Cela posé, considérons l'une des classes contenues dans la suite
a, .... Elle contient au moins p lettres, toutes déplacées par B qui n’a que ¢
cycles. Donc deux au moins de ces lettres, a, a,, seront contenues dans un
méme cycle, ou elles seront respectivemnent remplacées par deux lettres
nouvelles z, z,; on aura donc, en mettant ces lettres en évidence,

B=(az ... a2 ...)(...) ...,

et en élevant B & une puissance convenable on obtiendra une substitution
semblable & B et de la forme

Br=(aa,...2z,...)(...)....

Cette substitution contient les mémes lettres nouvelles que B, et son pre-
mier cycle contient deux lettres nouvelles consécutives; on peut donc rai-
sonner sur elle comme sur B. D'ailleurs elle ne satisfait pas a la condition
que nous venons de trouver (17). Car soit m -2 le rang de la premiére
lettre nouvelle que renferme le cycle (aa, ... 2z, ...). La premiére puis-
sance de B* qui remplace a, par une lettre nouvelle sera la mi"¢; si la con-
dition était satisfaite, elle devrait remplacer a, qui appartient a la méme
classe, par une lettre nouvelle, ce qu’elle ne fait pas.

Donc on pourra déduire de B* une substitution analogue, mais déplacant
moins de lettres nouvelles, ce qui est inadmissible.

19. Notre proposition est donc complétement démontrée pour la substi-
tution B. Les mémes principes serviront a I'établir pour la substitution sui-
vante C, et de proche en proche pour toutes les autres.

Soit en effet 1, le groupe formé par les substitutions A, A,, ..., B, B,, ...
delasuite A, A’, ... qui ne déplacent aucune lettre autre que celles déja dé-
placées par A et B. On pourra y répartir les lettres en classes, en groupant
ensemble celles que I, permute entre elles. Elles ne pourront former plus de
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q classes. En effet, considérons d’abord les pq lettres anciennes que A dé-
placait. Etant associées p 4 p dans les cycles de A, le nombre des classes
distinctes entre lesquelles elles se répartissent ne pourra dépasser q. Pas-
sons maintenant aux lettres nouvelles introduites par la substitution B.
Chacune d’elles se trouve dans un des cycles de B, associée a des lettres an-
ciennes, et viendra s’adjoindre & la classe déja formée par ces lettres. Done
I'introduction de ces lettres nouvelles ne pourra faire apparaitre de nouvelles
classes. Au contraire, le nombre des classes distinctes pourra se trouver
réduit par I'adjonction des substitutions B, B, ...

Cela poseé, les raisonnements que nous avons faits sur le groupe I et la
substitution B deviennent identiquement applicables au groupe I, et ala sub-
stitution C. lls le seront également au groupe I, formé par celles des sub-
stitutions semblables 4 A qui sont contenues dans G et ne déplacent que les
lettres de A, B, C, et & la substitution suivante D; etc.

20. Nous remarquerons d’ailleurs que chacune des substitutions B, C, ...,
ne pouvant contenir plus d’'une lettre nouvelle dans chacun de ses cycles,
le nombre total des lettres nouvelles introduites par 1'une quelconque de
ces substitations ne pourra dépasser ¢, nombre des cycles.

I

94. Tuforime. — Un groupe primitif G, qui contient une substitution
d’ordre p & q cycles, contient necessairement le groupe alterné si son degré
deépasse une certaine limite pq -+ ¢(q), toutes les fois que p surpassera lui-
méme une certaine limite f(q).

92, Pour démontrer ce théoréme, et déterminer en méme temps la forme
des fonctions ¢(¢), f(g), nous admettrons que la proposition soit établie, et
les limites déterminées pour toutes les valeurs de g inférieures & celles que
'on considére.

Nous admettrons en outre que 'on ait déterminé pour ces mémes valeurs
de ¢ le degré maximum pq + $(q) des groupes simplement transitifs que
peut contenir un groupe primitif G dont une substitution est d’ordre p 4 g
eycles, mais qui ne contient pas le groupe alterné (il est clair que (g) sera
au plus égal 4 ¢(q) ; mais il pourra étre moindre).

Cela posé, considérant les groupes qui contiennent une substitution
d’ordre p & q cycles sans contenir de substitutions d’ordre p & moins de ¢q
cycles, nous assignerons les limites supérieures des trois quantités ¢(q),
fl@), ¥(q), en fonction des quantités connues ¢(q—1), ¢(g—2),...,
f(q—l)’ s ’1‘(9—1), seee

23. Notre proposition‘sera dés lors démontrée; car nous avons établi le
théoréme dans le cas ot g =1 (méme tome, p. 42) et trouvé pour ce cas les
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limites (1) =2, f(1) =1. Dailleurs un groupe primitif de degré » qui
contient une substitution circulaire d’ordre p, étant au moins n — p 41
fois transitif, ne pourra contenir un groupe simplement transitif de degré
. >p. On aura donc ¢(1) =0.

Substituant ces valeurs dans les formules récurrentes qui donnent ¢(q),
(9), ¥(g), on trouvera facilement les limites suivantes :

9 o 2
?(q)'smqlogqﬂq, v(q)<mqlogq+q,

et la valeur correspondante de f(q) sera la plus grande des quantités
¥g)+1, 3¢ +2, 18.

On obtiendra d’ailleurs des limites plus étroites dans chaque cas parti-
culier en serrant le probléme de plus prés, ainsi que nous le ferons voir
dans la section VIII.

I

24. Considérons la suite des groupes I, ], ..., définis comme précédem-
ment. Nous avons vu que, sil’on répartit en classes les lettres déplacées par
chacun de ces groupes, en groupant ensemble celles qui sont permutées
transitivement, aucun des groupes de la suite ne contiendra plus de classes
que celui qui le précéde. D’ailleurs la suite se termine par le groupe H,
qui est transitif. Soit donc I, le premier groupe transitif que contienne la
suite; les groupes suivants I, 4, ..., H seront tous transitifs.

Si r =0, le groupe I sera lui-méme transitif; nous laisserons provisoi-
rement de cdté ce cas, qui est relativement simple.

25. Soient 2y, ..., z, les lettres nouvelles que I, déplace, mais que I,_,
ne déplagait pas. Si p>> 1, le groupe 1, ne sera pas primitif; mais ses lettres
se grouperont p. & p. en systémes, dont I'un sera formé des lettres x, ..., .. En
effet, considérons le groupe J formé de celles des substitutions de I, qui ne
déplacent pas x,. Celles de ses substitutions qui sont semblables 4 A laissent
immobiles les lettres 2, ..., 2, ; car leur nombre u — 1 est inférieur a ¢ (20)
et par suite a p. Si donc il existait une substitution S semblable & A et dé-
placant tout ou partie de ces leltres, elle les mélerait dans ses cycles & des
lettres anciennes, car ces lettres nouvelles sont en nombre insuffisant pour
former 4 elles seules un cycle dans S. Mais, en vertu de la définition méme
des groupes successifs I, I, ..., il ne peut exister aucune substitution sem-
blable a A, déplacant moins de p lettres nouvelles et les mélant dans ses
cycles avec celles de I,_,. Donc S ne peut exister.

P’autre part, les substitutions semblables a4 A dont I,_, est dérivé sont
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contenues dans J, et déplacent toutes les lettres anciennes. [l résulte de 13
(voir notre Traité des substitutions, n° 599) que les lettres de I, peuvent étre
réparlies en systémes, dont I'un sera formé des lettres z, ..., z,, ce qu’il
nous fallait démontrer.,

26. 11 se peut qu'il existe d’autres maniéres de répartir les lettres de I,
en systémes (tels que chaque substitution de I, remplace ces lettres de
chaque systéme par celles d’un méme systéme); mais, dans chacune de ces
répartitions diverses; les systémes qui contiennent quelqu'une des lettres nou-
velles z,, ..., x., sonl exclusivement formes de leitres nouvelles.

Supposons en effet qu'il existat un systéme s contenant a la fois la lettre
x, et I'une des anciennes lettres «. Les substitutions de I, _, laissant x, im-~
mobile, ne déplaceront pas ce systéme; donc les lettres «, B, ... quelles
font succéder i a appastiennent toutes & ce systéme. Or I, est dérivé de
substitutions d’ordre 2 ; soit S une de ces substitutions, laquelle déplace «;
celui de ses cycles ay contient « contiendra p lettres distinctes, (ui toutes
appartiendront & la suite «, §, ....Donc s, contenant ., a, B, ..., contiendra
plus de p lettre..

Cela posé, I, étant transitif, I'une au moins T des substitutions d’ordre p
dont il est dérivé remplacera le systéme s par un autre. Mais T n’a que ¢
cycles, et comme elle déplace toutes les lettres de s, en nombre > p, elle
en conliendra deux au moins dans 'un de ses cycles. Supposons qu’elles
s’y suivent am rangs de distance ; T", remplacant une des lettres de s par
une autre, ne déplacera pas ce systéme, et T, qui est une puissance de T", ne
le déplacera pas non plus, comme nous l'avions supposé. Les p lettres
Zy. ..., z, formant a elles seules un certain nombre des systémes de la nou-
velle répartition, il est clair que chacun des anciens systémes de p lettres
sera également formé de la réunion d'un certain nombre des systémes de la
nouvelle répartition.

27. 1l résulte de 14 : 1° que le nombre des lettres de chaque systéme de la
nouvelle répartition divise p, puisque les p lettres =, ..., z, forment 4 elles
seules un ou plusieurs systémes; 2° que si p =1, I, sera primitif, puisqu’il
sera impossible d'y déterminer des systémes contenant plus d’une seule
lettre. '

28. Les raisonnements que nous venons de faire pour le groupe I, seront
également applicables aux groupes suivants I, 4, ..., H, qui sont également
transitifs. On en tire de plus cette conséquence que H est primitif.

En effet, si H n’était pas primitif, le nombre X des lettres déplacées par
ce groupe et non déplacées par le précédent serait >1. Et parmi les di-
verses maniéres qui peuvent exister de répartir les lettres de H en syste-
mes, il en existerait une seule ot chaque systéme contint  letires, & savoir
celle ou les systémes formés par les lettres nouvelles se réduiraient a un
seul contenant toutes ces lettres. Cela posé, les substitutions de G, étant per-
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mutables 4 H, remplaceraient les systémes de ) lettres ainsi déterminés dans
Il par de nouveaux systémes de X lettres jouissant également de la propriété
que chaque substitution de H remplace les lettres de chaque systéme par
celles d’'un méme systéme. Mais puisqu'il n’existe qu'une maniére de déter-
miner dans H de semblables systémes, les nouveaux systémes se confondront
avec les anciens, et les substitutions de G remplacant ces anciens systémes
les uns par les autres, G ne sera pas primitif, comme on le suppose.

Revenons & la considération du groupe I,. Deux cas seront a distinguer,
suivant que I'on aura . >1 ou p=1.

IV

29. Premier cas, ».>1. — Soit pq+k le nombre des lettres déplacées
par I,; nous allons déterminer une limite supérieure du nombre £.

Si» =1, on obliendra immédiatement la limite cherchée; en elfet, I dé-
placant pq lettres, 1, en déplacera pg + ». On aura donc k = << ¢.

50. Soit au contraire » > 1. Les lettres de I, pourront se grouper » a u.
en systémes s, t, u, .... Les lettres déplacées par I, sans I'élre par [, _, for-
'meront 'an de ces systémes s ; quant aux lettres deplacees par 1. _ sans ['élre
parl, _,, elles formeront un ou plusieurs des systemes de la suiie t, u, ....
Soit en effet « 'une de ces lettres, appartenant par exemple au systéme ¢;
ct soient 3, ... les autres lettres de cette sorte. Si I,_, les déplacait, 'une
des substitutions d’ordre p dont I, _, est dérivé les déplacerait. D’ailleurs
cette substitution, laissant immobile «, ne déplacerait pas le systéme ¢;
donc elle permuterait exclusivement entre elles les lettres g, ... ; résullat
absurde, car ces lettres, en nombre <'p, ne peuvent former un cycle 4 elles
seules.

31. Les substttutions de I, _ ne peuvent permuter les systémes t, u,... les
uns dans les autres d’une maniére trois fois transitive. Supposons en effet que
cela et lieu. Celles des substitutions de I,—; qui ne déplacent pas ¢ forment
un groupe M deux fois transitif par rapport aux systémes restants. Celles de
ces substitutions qui sont d’ordre p, étant combinées ensemble, forment un
groupe N, évidemment permutable aux substitutions de M, et par suite tran-
sitif. D'ailleurs les substitutions de M devant permuter exclusivement entre
elles les p lettres de ¢, celles d’entre elles qui sont d’ordre p laisseront ces
lettres immobiles. D’ailleurs elles appartiendront & 1, _,; car si 'une d’elles
S déplacait quelqu’une des lettres nouvelles (en nombre << ¢) que I, _, ne
déplacait pas, mais que I,__, déplace, elle les mélerait dans ses cycles avec
les lettres de I, _s; el, en transformant par S les substitutions semblables a
A dont I, _, est dérivé, on obtiendrait de nouvelles substitutions semblables
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& A, mais contenant moins de lettres nouvelles que n’en déplace I, _,;
résultat inadmissible, comme contraire 4 la définition de ce groupe.

32. Donc I, contient N, et par suite permute transitivement les systé-
mes restants u, .... D'ailleurs le nombre de ces systémes est au moins egal &
p. En effet, I,_, contient la substitution A d’ordre p. Les lettres contenues
dans chacun de ses cycles appartiendront nécessairement 4 p systémes
distincts. Supposons en effet qu'un méme cycle ¢ contint deux lettres v et §
d’un méme systéme u, et que ces lettres se suivissent & m rangs de distance.
A®, remplacant y par , ne déplacerait pas le systéme u ; il en serait de méme
de A, qui est une puissance de A™; donc toutes les lettres du cycle qui con-
tient y et & appartiendraient au systéme u; ce qui est absurde, le nombre
 des lettres du systéme étant <<p.

33. On voit enfin qu’il n’existera qu'une maniére de répartir les leltres de
1, 1 en systémes de p. lettres. Imaginons en effet qu’on ait opéré une sem-
blable répartition, et soit ¢ celui de ces nouveaux systémes qui contient
une lettre « de ¢; il ne pourra contenir en méme temps une lettre y de 'un
des systémes restants %, .... En effet les substitutions de I, _4, ne déplacant
pas z, ne déplaceraient pas le systéme ¢'; donc les lettres que ces substi-
tutions permutent avec y appartiendraient a ¢'; résultat absurde, leur nom-
bre étant au moins égal a p. Donc ¢ doit se confondre avec ¢, et la nouvelle
répartition avec I'ancienne. :

54. Cela posé, I, n’étant pas primitif, ne sera pas le dernier terme de la
suite I, I, ..., H (28). Soient I, ., le terme suivant, ¢’ le nombre des lettres
nouyelles déplacées par I, 4 sans'étre par I,. Des raisonnements analogucs
4 ceux du n° 25 montrent que les lettres de I, peuvent se répartir en
systémes de p' lettres, I'un de ces systémes p étant formé des lettres nou-
velles qui viennent d'atre introduites. Chacun des anciens systémes de g let-
tres s, ¢, ... sera formé par les lettres d'un ou plusieurs de ces nouveaux
systémes (26). Donc p’ sera égal & ¢ ou & un diviseur de p.

35. Supposons d’abord x’<Cp; nous arriverons & une conséquence
absurde.

Soient respectivement o, o', ...; 7,7, ...; ... ceux des nouveaux systémes
dont Ta réunion forme s, ¢, ...; le groupe I,, étant transitif, permutera tran-
sitivement ces systémes, et I,., sera deux fois transitif par rapport aux
systémes p, a, ¢, ..., 7, ’, .... Donc il contient une substitution S qui rem-
place le systéme p par le systéme o et réciproquement.

36. La substitution S est permutable & I,_. En effet, I, _ est dérivé de
substitutions semblables & A et ne déplacant ni les lettres de p ni celles de
a. Soit T 'une quelconque de ces substitutions. Sa transformée par S ne
déplacera pas ces mémes lettres. Elle ne pourra d’ailleurs déplacer aucune
des lettres des systémes o', ...; car ces lettres, en nombre p — p' <p, ne
pourraient y formerun cycle entier; elles se trouveraient donc mélées dansles
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cycles de la transformée avec les lettres de I, _,; on aurait ainsi une substi-
tution semblable & A et mélant dans ses cycles aux lettres de I, _, des let-
tres nouvelles en nombre << ; résultat inadmissible comme contraire a la
définition de I.. Donc la transformée, ne déplagant que les lettres de I,_,,
appartiendra 4 ce groupe.

37. Cela posé, les systémes ¢, u, ... jouissent de la propriété que chaque
substitution de I, _, remplace les lettres de chaque systéme par celles d’un
méme systéme. Les systémes de lettres ¢, u', ..., que S leur fait succeder,
jouiront de la méme propriété dans le groupe transformé de I, _, par S, le-
quel n’est autre que I,_,. Maisil n’existe qu’une répartition des lettres de
I,—, en systémes de g lettres; donc ¢, o/, ... se confondront, & Uordre prés,
avec t, u, ....

Donc S permute les uns dans les autres les systémes t, u, ...; et, par suite,
clle permutera exclusivement ensemble les lettres de o/, ...

38. Considérons maintenant le groupe I; transformé de I, par S; les let-
tres s’y répartiront p & p en systémes, respectiveinent formés des lettres que
S fait succéder a celles de s, ¢, u,...; ces nouveaux systémes seront
(o) &’y ..)s L, Uy ...y et]; les permutera d’'une maniére trois fois transitive. Il
contiendra donc une substitution U qui remplace (p, o', ...) par t et récipro-
quement. Le groupe I;_,, transformé de I,_, par U, déplacera toutes les
lettres, sauf celles de ¢ et det. Mais I,, étant deux fois transitif par rapport
aux systémes s = (s, ¢’,...), ¢, ..., contient une substitution V qui remplace
s par t et réciproquement, Le groupe I;_,, transformé de I;_, par V, ne dé-
placera pas les lettres de s. Donc les lettres nouvelles qu'il déplace, et que
I, ne déplacait pas, se réduisent aux J;’ lettres de p. Il dérive d’ailleurs de
substitutions d’ordre p, comme I,_, dont il est le transformé. Ces substitu-
tions devront méler dans leurs cycles les lettres nouvelles en nombre p' <<p
avec les anciennes. Ce résultat est inadmissible, comme contraire a la défi-
nition du groupe I;.

39. On aura donc p’ =p.; donc les lettres de 1,.., se répartiront encore
p & pen systémes, et I, ne sera pas primitif.

40. Passons au groupe suivant I, .. Soit p" le nombre des lettres nou-
velles déplacées par ce groupe; on verra de la méme maniére que p” = g,
et que I, ., n’est pas primitif. De méme pour I, s, etc. On pourra pour-
suivre indé¢finiment, sans jamais arriver & un groupe primitif H qui puisse
fermer la suite.

41. 11 est donc établi, ainsi que nous I'avons annoncé (31), que I, ne
peut étre plus de deux fois transitif par rapport aux systémes ¢, , ...; par
suite I;, (ui est deux fois transitif par rapport as, t,u, ..., le sera tout au
plus trois fois.

42. Nous pouvons déduire de ce qui précéde une limite pour le nom-
brek.
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.y . . - —+k
Considérons en effet les déplacements d’ensemble opérés sur les d Bk
syslémes s, ¢, ... par les substitutions de I,. Le groupe J, formé par ces dé-
placements sera m fois transitif, m étant égal 4 2 ou a 3; il sera donc pri-

mitif. Il contient d’ailleurs une substitution d’ordre p & 1 cycles.
P.

Considérons en effet la substitution A. Nous avons vu (32) que les lettres
de chacun de ses cycles appartiennent & p systémes différents, que A per-
mute entre eux. D'ailleurs chacun de ces p systémes contenant g letires,
'ensemble de leurs lettres formera p. cycles dans A. Done A conticndra les

lettres de 24 systémes, formant 1 classes telles que A permule circu-
2 ¢

lairement entre eux les p systémes de chaque classe.

43. Cela posé, si le groupe J, contient le groupe alterné, on aura
k <<2u.En effet, J, devra étre P4+ — 9 fois transitif ; mais il I'est tout au
!L
pq+k

plus trois fois. On aura donc ~—— << 5. Mais on a par hypothése p>1,

g>p,p>q,dot p>3. La condition ci-dessus ne pourra donc étre satis-
faite qu’en posant p=3,g—=p =2, k<<%

44. Si J, ne contient pas le groupe alterne, soit L le groupe formé par
celles de ses substitutions qui laissent immobile m —1 systémes donnés. 11
sera simplement transitif par rapport aux systémes restants. Il est d’ailleurs
contenu dans J,, qui est primitif, ne contient pas le groupe alterné, inais

q

contient une substitution d’ordre p & * cycles. Donc, en vertu de I'hypo-
f/.

thése admise (22), le nombre des systémes que L déplace ne pourra dé-

passer p + 4:( > Donc le nombre total des systémes de J; ne pourra

dépasser p xp< > +m—1; et chacun d'eux contenant  lettres, le

nombre des lemes déplacées par I, aura pour limite supérieure

pq + w(&) + (m—1)p.

On aura done
k<e(2) + m—1)p,

ou, en remarquant que m <3,

(1) k<pt(?) + 2
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Cette limite, étant évidemment plus élevée que les limites p. et 2p trouvées
précédemment (29 et 43), s’appliquera & tous les cas et pourra étre con-
servée seule.

45. Le groupe G, contenant un groupe transitit, mais non primitif I, de
degré pq+k, contiendra un groupe deux fois transitif, K, et de degré
d=pq+k+q +r'+s +... +1, chacun des enliers ¢',r',s"... divisant le
précédent, et ¢’ élant un nombre tel, que les lettres de I, puissent se ré-
partir de deux maniéres différentes en systémes de ¢’ lettres. S'il n’existait
aucun nombre ¢ jouissant de cette propriété, le degré de K se réduirait
simplement a pq+ k-1 (Voir, pour la démonstration, les n°*2 a 8 du mé¢-
moire intitulé Theorémes sur les groupes primitifs ; Journal de Liouville,
2¢ série, (. XVI).

Or nous avons vu (26) qu’il n’existe qu'une scule répartition des lettres
de I en systémes de u letlres, et que dans les autres répartitions, s'il en
existe, le nombre des lettres de chaque systéme est un diviseur de »; donc
q' divisera p, et, si « désigne le nombre des facteurs premiers de g, on aura

1 1 1
q'+r’—|—s’+...+'1<y.<3+ Z++2—y><u—-—|

On aura donc

(2) A:d—pt]<k—|—y.—1<y,¢<g>—'{v-:’_’)y.—i.

D’autre part k>p, puisque I, déplace p lettres nouvelles; d’ailleurs
¢ 47"+ ...+ 1 est au moins égal & 1; d’out la limite inférieure

(3) A>u+1>k

46. Soit maintenant n=d + ¢ le degré de G; ce groupe, contenant un
groupe deux fois transitif de degré d, sera e+ 2 fois transitif, ct le degré
des groupes simplement transitifs qu’il peut contenir ne pourra dépasser la
limite d —1. Car un groupe de degré d —1-+r contenu dans G serait
r 41 fois transitif. On aura donc dans ce cas

pq+d(g) <d—1,
d’on
(4 Ho) <a—1 < (L) +5u—2.
47. Cela posé¢, admetions que I’on ait

(5) p>p.¢(§>+59.—1, dou p>a;

nous allons trouver une limite supéricure pour le nombre inconnu 1.
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En premier lieu, nous établirons que Pordre o de K ne peut étre divisible
par pt,

Soient «, B, v, ... les A lettres déplacées par K sans I'étre par I, et soient
respectivement L le groupe formé par I'ensemble des substitutions de G qui
ne déplacent que les lettres de K (ce groupe, contenant K, sera au moins
deux fois transitif) ; L, Ly, L;,... les groupes formés par celles des substitu-
tions de L qui laissent immobile «; « et B; «, B et y; etc. Soient 2, 0,
Q;,... les ordres respectifs de ces groupes ; O celui de I. Le groupe L étant
deux fois transitif, on aura

0= (pq+8) 0, = (pq + A)(pg + A —1) 0,3

et, comme & est >>2 et <<p, @ contiendra le facteur p a la méme puis-
sance que Q,.
On aura d’ailleurs

0, =10;,

1 étant le nombre des lettres que L, permute avec . Ces lettres seront de
deux sortes : les unes qui figuraient dans le groupeI; les autres nouvelles.
Le nombre de ces derniéres lettres sera au plus égal 4 A—2, et au moins
égal a 1 (y pouvant toujours étre permuté avec lui-méme); il sera donc
premier & p. Au contraire, le nombre des lettres de la premiére sorte sera
un multiple de p ; car L,, contenant I, contiendra la substitution A dans les
cycles de laquelle les lettres anciennes sont associées p & p; et il est clair
que si les substitutions de L, permutent 4 avec une lettre ancienne quel-
conque ¢, elles permettront de la permuter avec chacune des p lettres qui
sont contenues dans le méme cycle que celle-1a. Donc [ sera premier a p, et
Q, contiendra le facteur p 4 la méme puissance que ;.

Continuant ainsi, on verra que @ contient le facteur p 4 la méme puis-
sance que 0.

Or soient I' le groupe formé par celles des substitutions de I qui laissent
immobile une lettre ¢; 0’ son ordre ; I le nombre des lettres avec lesquelles
les substitutions de I permutent ¢; on aura

0=r0.

Or I’ est au plus égal 4 pq; il est donc <<p* et ne peut contenir qu'une
fois le facteur p. D’autre part, 0" est premier a p; sans quoi I' contiendrait
une substitution d’ordre p, laquelle auraii moins de ¢ cycles, le nombre
total des letires de I’ étant pg— 1 ; résultat inadmissible, car G, et = for-
tiori I, ne contient par hypothése aucune semblable substitution (22).

48. Soient maintenant H, H,, H, les groupes respectivement formés par
celles des substitutions de L, L,, L, qui sont permutables au grouper
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formé par les puissances de A ; w, o, w, les ordres de ces groupes; on aura,
d’aprés le théoréme de M. Sylow,

=0, =0, 0 =0, modps
et, par suite,

(6) o =(pg + 8oy, o3 =(pg+8—1)v,.

Mais les substitutions de H,, étant permutables a r, devront permuter
exclusivement entre elles les A— 1 lettres g, 7,... que I' ne déplace pas; et
il est clair que I'on aura o, =7w,, r étant le nombre de celles de ces lettres
que les substitutions de H, permutent avec la lettre B, que les substitutions
de H, ne déplacent pas. On aura par suite

rog = (pq + A — 1)o, mod p3,
et comme w,, diviseur de Q,, n’est pas divisible par p*, on aura
r=4a—1 modp,
et enlin, comme r<<aA—1<p,

(N r=A—1.

Donc les substitutions de I, permutent transitivement les lettres 8, v,....

On verra de la méme maniére que les substitutions de H permutent tran-
sitivement « avec B, v,...; il permutera donc les lettres «, 8, 7,... entre elles
d’une maniére deux fois transitive.

49. Soient maintenant y, 3, u,... les lettres, en nombre e, que G dé-
place, mais que L ne déplacait pas. Le groupeG, étant e + 2 fois transitif,
contiendra une substitution § qui laisse immobiles e— 1 lettres z,..., et qui
remplace y par « et réciproquement. Celte substitution sera permutable &
L,; car les transformées des substitutions de L, par S appartiendront a G;
d’autre part, elles laissent immobiles les lettres y, z, ..., « que L, ne déplace
pas el que S perinute exclusivement entre elles ; donc elles appartiendront
a L,, en vertu de la définition de ce groupe. Quant au groupe L, S le trans-
formera en un groupe semblable L', ot la lettre y jouera le méme réle que
« jouait dans le groupe L. Cela posé, le groupe L', contenant L,, con-
tiendra la substitution A, dont les puissances forment le groupe r; et,
en appliquant & L’ les mémes raisonnements qu’a L, on voit que le groupe
H’ formé par celles des substitutions de L’ qui sont permutables & T per-
mutera exclusivement eutre elles, et d’une maniére deux fois transitive, les
lettres y, B, ,... que T ne déplace pas.

Les substitutions de Il et de [l combinées ensemble permettront évidem-
ment d’amener y &la place de 'une quelconque des lettres «, g, , ..., ¥; puis;
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sans déplacer y, d’amener « et g & deux quelconques des places restantes;
donc le groupe (H, H’) sera trois fois transitif par rapport a ces lettres.

50. On voit de la méme maniére que G contient un groupe H”, dont les
substitutions sont permutables a I, laissent immobiles les lettres Yy Uye.op et
permutent entre elles, d’'une maniére deux fois transitive, les leltres z, g,
75-.+» €lc.; et que le groupe (H, B’, H") sera quatre fois transitil par rap-
port auxlettres «, B, ..., ¥, 3. On pourra continuer ainsi jusqu’a ce qu’on ait
¢puisé le nombre des lettres y, %, ....

51. Soit maintenant 6 le groupe formé par celles des substitutions de
G qui sont permutables a4 T' et permutent exclusivement entre elles les
e+ 4 lettres o, 8, ,..., 4, 3, .... CGe groupe, contenant évidemment H, H’,
I, ..., sera au moins e + 2 fois transitif par rapport i ces lettres. Ses sub-
slitutions seront d’ailleurs de la forme XY, X étant une substitution entre
les lettres ci-dessus et Y une substitution entre les lettres anciennes que
r déplace.

La substilution partielle X étant échangeable a 1, la substitution Y lui
sera permutable. Donc elle remplacera les lettres de chaque cycle de A,
lesquellés sont permutées entre elles par les substitutions der, par d’autres
lettres jouissant de cette propriété, et appartenant par suite & un méme
cycle de A. On aura donc Y=12U, Z étant une substitution qui permute
entre eux les cycles de A en remplacant les unes par les autres les letires
correspondantes, et U une substitution qui ne déplace plus les cycles. Cette
substitution U, étant permutable a r, transformera A en une de ses puis-
sances, telle que A (g désignant une racine primitive de p). Or, si 'on dé-
SigNe Par @y, ..., Gypy..ey G- .-, Ogp les diverses lettres de A, on pourrala
mettre sous la forme

A=lay a0
et Ia substitution
V=1 a, au, |
la transformera en A’. On aura donc U= V*W, W étant une nouvelle substi-

tution qui ne déplace pas les cycles et qui soit échangeable & A ; on voit
sans peine qu’elle devra étre de la forme

W= I Ayy au-f-q(l_l),v l

11 est donc établi que les substitutions de 96 seront toutes de la forme
XZV*W.

52. Ici divers cas seront & distinguer :

1° Parmi les substitutions du groupe J6, il en existe deux §,=X,Z,V"'W,,
S, =X,Z,V?%W,, pour lesquelles on aura Z, =1Z,, sans avoir en méme temps
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X;=X,. Dans ce cas, 36 conticndra la substitution S,$;*, qui se réduit évi-
demment 4 la forme XV'W, X différant de l'unité.

Soient X'V'W’, X"VE'W” ... les substitutions de 9% qui se réduisent a
cette forme. Elles forment un groupe évidemment permutable aux substi-
tutions de 6. 4 fortiori, les substitutions partielles X', X”/,... formeront un
groupe permutable au groupe partiel formé par les déplacements X, X,,...
que les substitutions de 96 font éprouver aux e+ Alettres a, 8,7, ..., 7,9, ....

Mais le groupe (X|, X,,...) est e+2 fois transitif. Donc le groupe
(X', X”,...), qui est permutable & ses substitutions, sera au moins e 41 fois
transitif, si e>1 (méme tome, Sur la limite de transitivité des groupes non
alternés, p. 69). Donc ses substitutions ne seront pas toutes échangeables
entre elles. Supposons, par exemple, que X' ne soit pas échangeable 4 X".

Des deux substitutions §' = X'V¥W’, §” = X"V¥'W", on déduira la substi-
tution §'~18"~1§'8" qui se réduit 4 la forme XW (X différant de I'unité).

53. Soient z'w’, z"w",... les substitutions de cette derniére forme que
contient 6. Elles forment un groupe évidemment permutable aux substitu-
tions de 96 ; et les substitutions partielles z’, 2"... formeront un groupe
permutable a X,, X,,...; il sera donc e 41 fois transitif, et ses substitu-
tions ne seront pas toutes échangeables entre elles. Supposons, par exemple,
que 2’ ne le soit pas a z”; les substitutions w’, w"”, ... de la forme W
¢tant évidemment échangeables entre elles, )6 contiendra la substitution
(x'w’)={z"w”)~(x'w') (z""w"”), qui se réduira a la forme X.

Donc 96 contiendra des substitutions de la forme X. Elles constitueront
un groupe évidemment permutable a X, X,,..., et qui, par suite, sera e+ 1
fois transitif. D’ailleurs, il ne déplace que les e+ A lettres «, 8, 7,...,
Z, ¥,.... Le groupe G, de degré =, contenant ce dernier groupe, sera
n-+4

3

n — A1 fois transitif. Mais il ne peut ’étre plus de fois (Traité des

substitutions, 83) ; on aura donc
oA -+ p +

—

n< ) )

résultat absurde, car 2> gp + A + 2 et ¢ > 1 par hypothése.

5%. Sil’on availe=1, il pourrait se faire que le groupe (X', X",...), per-
mutable aux substitutions du groupe (B,, B,,...), ne fiit qu’une fois transitif,
ce qui infirmerait le raisonnement. Mais cetle circonstance ne peut se pre-
senter (loc. cit.) que si le degré e + A de ce groupe est une puissance de
2, et ses substitutions de la forme

| uw,... w40, v40,.. | mod2.

Comme e—A est au moins égal a 3, il y aura plusieurs indices, et les
substitutions X', X",... ne seront pas des puissances d'une méme subslitu-

Pe

1 15



— 19% —
tion. Supposons, par exemple, que X" ne soit pas une puissance de X’;
3 contiendra la substitution X'V'W/(X"V*'W") ™, qui se réduit 4 la forme
XW, X différant de I'unité. D'ailleurs X, appartenant au groupe (X’,X",...),
sera d’ordre 2, tandis que W est d’ordre p; et X6 contiendra la substitution
(XWy=X. .

Donc )6 contient des substitutions de la forme X. Ces substitutions for-
ment un groupe permutable aux substitutions de )6, et par suite transitif.
11 a d’ailleurs pour degré 1 -+ A. Donc G contiendra un groupe transitif de
degré 1 +A; si donc il n’est pas alterné, son degré » sera inférieur i
3(1 +A) —2 (Théorémes sur les groupes primitifs, n° 2). Ce résultat est
absurde, car n=gp +A-+1, oi g>>1 et p>A.

55. Donc, dans I'hypothése que nous traitons, il faudra nécessairement
admettre e =0, d’ott '

n<pq+u¢(§>+5y-——1, .
et enfin ' :
®) o(g)=n—pq <e~¢(§) + 3 — 1.

56. 2° Il nous reste A discuter 'hypothése o1, parmi les substitutions de
%6, X,2,V1W,,X,Z,Ve1W,,..., il n’en existe point ot I'on ait Z, = Z,, sans avoir
en méme temps X,=1X,. Dans ce cas, & chacune des substitutions du groupe
Z,,Z,,...) correspondra une seule substitution du groupe (X,,X,,...) ; ceder-
nier groupe sera donc isomorphe au précédent, et si-l'on désigne par £ et ¢
leurs ordres respectifs, par © le nombre des substitutions’ de (Z,,Z,,...)
auxquelles correspond I'unité dans I’autre groupe, on aura

{=0t=0 mod&.

Dailleurs (Z,,Z,,...) étant un groupe de substitutions opérées entre ¢ cycles,
son ordre ¢ divisera 1.2...¢. D'un autre cété, le groupe (X,,X,,...), étant
e-+2 fois transitif entre e+ A lettres, aura pour ordre un multiple de
(e+4) (e+A—1)... (A—1). On aura donc

(9) 1.2...q=0 mod £ =0 mod (¢ + A)(e + A —1)... (A —1),
et a fortiori
(10) 1.9 g e+ A)e+ 4 —1)...(6—1),
ou, comme A > 3,
1.9...92 23 (e + 3),
d’oti
(11) e<<q -3,
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d’ott I'on conclut
n=e+atpg<qg—5+e(1) +8—1-+ps,

et enfin
az) sl =n—pg<et(?) +q+5—4
v
57. Second cas, p.=1. — Nous avons vu (27) que I, sera primitif; mais

I,_. n’est pas transitif, et I’on pourra répartir ses lettres en classes, en réu-
nissant ensemble celles qui sont permutées entre elles. Chaque classe sera
formée des lettres d’un ou plusieurs cycles de A, seules, ou jointes a. des
lettres nouvelles. Soient respectivement &, ¢, d, ... le nombre des cycles de
A dont les lettres appartiennent & la premiére classe, 4 la seconde, 4 la troi-
siéme, etc.; bp+b', cp+, ... les nombres de lettres de ces classes.
Chaque substitution de I, _, sera de la forme BC ..., B, C, ... étant des sub-
stitutions partielles respectivement opérées sur les lettres des diverses
classes.

Soient donc B,C, ..., B, ..., ... les diverses substitutions semblablesa A
dont I,_, est dérivé. Considérons les groupes respectivement dérivés des
substitutions partielles By, By, ... G, Cyy o053 cuue

58. Le groupe (B, B,, ...) a pour degré bp—+ b', et contient une substi-
tution d’ordre p & b cycles; & savoir la substitution partielle B, formée par
les b premiers cycles de la substitution A =B, ....

Répartissons les lettres de ce groype en systémes tels que les substi-
tutions de (B, B,, ...) remplacent les lettres de chaque systéme par celles
d’'un méme systéme; et, s'il existe plusieurs semblables répartitions, choi-
sissons une de celles oi le nombre § des lettres de chaque systéme est
maximum. Si (B, B, ...) est primitif, chaque systéme sera formé d’une seule
lettre et 'on aura g =1; mais dans tous les cas on aura B <<p. Supposons
en effet qu'un des systémes, s, contienne au moins p lettres. Le groupe
(B,, B,, ...) étant transitif, I'une au moins des substitutions dont il dérive,
par exemple B,, doit déplacer le systéme s; donc elle déplacera toutes ses
lettres. Mais leur nombre est supérieur au nombre des cycles de B, lequel
est au plus égal 4 ¢. Donc B, contiendra deux dé ces lettres, « et ', dans un
méme cycle. Si elles s’y suivent & m rangs de distance, la substitution B,
remplagant « par «', ne déplacera pas.s; et By, qui en est une puissance,
ne le déplacera pas non plus, contrairement i notre supposition,

Les lettres contenues dans chacun des cycles de I'une quelconque des substi-
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tutions By, B,, ..., telle que B,, appartiendront toutes & des systémes diffe-
rents; car si 'un de ces cycles contenait deux lettres des, z et , se sui-
vant & m rangs d’intervalle, B? et par suite B,, qui en est une puissance, ne
déplacerait pas s; donc elle permuterait exclusivement entre elles les lettres
de ce systéme, résultat absurde, puisqu’elles sont en nombre insuftisant
pour former un cycle dans B,.

Donc chacune des substitutions B,, B,, ... permutera les systémes p a p.
Donc le groupe B, formé par les déplacements que les substitutions du
groupe (B, B, ...) font éprouver aux systémes, sera dérivé de substitutions
d’ordre p ; p étant impair, ces substitutions seront toutes contenues dans le

groupe alterné. B aura pour degré bp+-b . Dailleurs il sera primitif; car

autrement on pourrait grouper les systémes en hypersystémes contenant
plus de B lettres, contrairement & notre hypothése.

Enfin la substitution B, déplace bp lettres, appartenant & %’—)systémes,
qu’elle permute p & p. Donc g divise b, et la substitution de B correspon-
dant 4 B, sera d’ordre p a g cycles.

59. On verra de méme que les lettres du groupe (C,, C;, ...) peuvent étre
réparties en systémes contenant chacun y lettres, y élant un diviseur de ¢
qui peut se réduire a l'unité; et que les déplacements opérés sur les
systémes par les substitutions (C,, Cs, ...) forment un groupe primitif C

. Cp—-c .
de degre ‘PEe , contenu dans le groupe alterné, et contenant une sub
7

I . € \ .
stitution d’ordre p & - cycles. De méme pour chacun des groupes suivants
7

(Dy, Dgy o)y weee

Ici deux cas seront 3 distinguer :

60. Premiére hypothése. — Aucun des groupes B, C, ... ne contient le
groupe alterné.

. : b .
Notre théoréme étant supposé établi pour les nombres B g, ... (ui sont

tous < g, on aura

13) g—<<p(g> %kv(j)

d’ou
(14) pa+Aa=1+4bp+ ¥ 4cp+c+ ..

b
=tbabre o <tra+ie(p) v w(S)+
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Or supposons d’abord que %’5’ ... soient tous 6%; [ K%) -I—']?(E) —+-.
) 7

est évidemment 1'une des valeurs que peut prendre I’expression-

(15) o(s) + ¢(t) + .-,
oit s, t, ... sont des entiers variables, assujeltis aux conditions

(16) s4td...=b+c+..=q, %>s>t>....

On aura donc, en désignant par N la valeur maximum de cette ex-
pression,

(17) A<t4 M.

61. Soit au contraireg>%, d’'ou p=1; (B, B,, ...) sera primi.tif; mais

nous allons montrer que ce groupe sera simplement transitif, si p est suffi-
samment grand. Dés lors on aura, en outre de I'hypothése admise,

(18) b < ¢(b),
et, par suite, .

(19) s<t+40)+re(2) + -
et a fortior:

(20) A<1+9%,

9% désignant le maximum de I’expression
@) W)+ el Hol)+ o (st =g—b 0> D).

62. Supposons en effet que (B, B,, ...) fat plusieurs fois transitif, et
soient : x la lettre déplacée par I, sans I’étre par I,_; J le groupe formeé
par celles des substitutions de I, qui laissent 2 immobile. Le groupe I,_, est
dérivé, par définition, de celles des substitutions de J qui sont semblables
a A; et les substitutions de J, les transformant évidemment les unes dans
les autres, seront permutables a I,_,; donc elles remplaceront les lettres
de chaque classe par celles d’'une méme classe. Mais les classes contiennent
respectivement bp + b’, cp+¢/, ... letires; et, comme on a par hypothése

b>g— etb+c—+4...=gq,onaurab>c>.... Sidoncona

(22) p>1+ %,
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d'oit a fortiori

(23) p>’l+w(§)+...>1+c‘+...,

la premiére classe contiendra plus de lettres que toutes les autres et ne
pourra, par suite, étre permutée avec elles; donc J permutera exclusive-
ment entre elles les bp + b’ lettres de la premiére classe, d’une part, et les
(g—b) p+ ¢’ + ... lettres restantes, d’autre part.

63. Soient maintenant O I'ordre de J, et y, z deux quelconques des lettres
de ce groupe. L'ordre du groupe L, formé par celles des substitutions

de I; qui laissent immobiles x, y, z, sera évidemment égal a e M étant

le nombre des lettres que les substitutions de J permutent avec y, et
m’ le nombre des lettres que celles des substitutions de J qui ne dépla-
cent plus y permutent avec z. Par hypothése, le groupe I,_,, et a fortiori
le groupe J, permute d’'une maniére deux fois transitive les lettres de
la premiére classe. Donc si y et z appartiennent a cette classe, on aura
mm’ = (bp-+ V') (bp + b’ —1). Siy appartient 4 la premiére classe et z aux
autres classes, on aura encore m=>bp-+b', et m' <(q—b)p+c' + ...
-quantité moindre que bp +b—1, car on a par hypothése ¢ —b<< b, et
p>1-4c'+.... Sienfin y et z n’appartiennent ni I'un ni l'autre & la pre-
miére classe, m et m’ seront tous deux moindres que bp + b — 1. Donc mm’
atteint son maximum lorsque y et z appartiennent a la premiére classe.

64. Cela posé, soient y, z, , ... les lettres de la premiére classe; v, w, ...
les autres. Toute substitution S du groupe I, qui remplace x par une des
lettres y, %, ..., telle que y, permutera exclusivement entre elles les lettres
z, Y, %, .... En effet, soit J' le groupe transformé de J par S; il ne dépla-
cera pas y; et les autres lettres s’y grouperont en classes, de telle sorte que
I'ordre du groupe fornré par celles des substitutions de J’ qui laissent immo-

0
(bp—+ b)(bp +b"— 1)
de la premiére classe, et sera plus grand dans le cas contraire. Or cet ordre
0
(bp +¥')(bp+ b —1)
lettres 2, u,.... Donc la premiére classe sera formée des lettres z, z, u, ....
Mais elle est formée des lettres que S fait succéder & y, z, u, .... Donc S per-
mute exclusivement entre elles les lettres z, y, %, %, ..., comme nous I’avons
annoncé.

On déduit aisément de 14 (Traité des substitutions, n° 396) que le groupe
I, ne pourrait étre primitif, ainsi que nous I'avons supposé, mais que ses
lettres devraient se répartir en systémes, dont 'un serait formé des lettres
T, Y, By Uy oon.

biles deux de ces lettres sera si les deux lettres sont

sera si les deux lettres données sont z et 'une des
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Il est donc absurde d’admettre que (B,, B,, ...) soit plusieurs fois tran-
sitif,

65. Soit maintenant n = pq -+ A 4+~ ¢ le nombre des lettres que contient le
groupe G. Il contient le groupe primitif et simplement transitif I,; il sera
donc e 41 fois transitif; et le degré pg+ {(q) des groupes simplement
transitifs qu’il peut contenir ne pourra dépasser pg—+A; on aura donc ici

(24) Hg) <,

A étant déterminé comme ci-dessus.

66. Supposons maintenant p supérieur 4 la plus grande des deux limites
1496, 1 + N, trouvées ci-dessus pour A.

On verra comme précédemment (47 & 55) : 1° que le groupe 96 formé
par celles des substitutions de G qui sont permutables au groupe formé des
puissances de A et qui permutent exclusivement entre elles les lettres de A
d’une part, et les lettres nouvelles d’autre part, est e+ 1 fois transitif par
rapport a ces lettres nouvelles; 2° que ses substitutions sont de la forme
XZV*W; 3¢ que si, dans deux de ces substitutions X,Z,V*1W,, X,Z,V%eW,,0on a
2, =1, sans avoir X, = X,, et si 'on suppose e > 2, G contiendra un groupe
de substitutions de la forme X, qui sera e fois transitif et de degré e+ a.
Par suite, G sera n — A fois transitif; et comme il ne peut 1'étre plus de
n—+4

3

fois, on aura

n—A<n;—4, dou' n <5A;_4,

résullat absurde, n étant égal & pg+A—+e, o g>1,p>A, e>2.
Supposons au contraire qu’on ne puisse avoir Z, = Z, sans avoir X,=X,.
On verra, comme précédemment (56), que I'on a

(25) 1.2...¢q=0 mod (e+A)e+a—1)...8,
d'ou, en donnant & A sa valeur minimum 1,
(26) e<gq,

limite au moins égale 4 la limite =2 trouvée dans P'autre hypothése.
On aura donc, pour la limite supérieure de e + A, I'une des deux expres-
sions

2N  «(q) < g+ ¢(s) + () + ..~ (3+t+...=q, %>s>t...),

ou

98) ol0) <g+48) + ol + ol (skt4=g—b 0> ).
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67. Seconde hypothése. — Le groupe % est alterné.
Ce groupe sera simple et aura pour ordre w=3.4%...p,, en posant, pour

/

abréger, p, = bp ;— v, Ce sera d’ailleurs le premier groupe composant de
(B, By, +.0).

68. Lewme. — Chacun des groupes (C,,C,,...), (Dy, Dy, ...), ... aura l'un
anmoins de ses groupes composants isomorphe & B,

Supposons en effet, pour fixer les idées, que le groupe (C,, C,, ...) jouisse
de cette propriété, a I'exclusion des autres groupes de la suite. Il a pour
groupes composants ceux du groupe C, suivis de ceux du groupe formé par
celles des substitutions de (C,, C,,...) qui ne déplacent pas les systémes
de 7 lettres entre lesquels se répartissent les lettres de (C,,C,. ...). Mais
chacun de ces derniers groupes composants a évidemment pour ordre un
diviseurde1.2...y,nombre << (cary << g <p<<p,). Doncl'un des groupes
composants de C sera isomorphe & B ,

Cela posé, soient B'C’, B”C", ... celles des substitulions de I, _, qui se ré-
duisent & la forme BC. Le groupe (B’,B”,...) sera évidemment contenu
dans (B, B,, ...) et permutable & ses substitutions; d’ailleurs il aura con-
servé celui des facteurs de composition de (B,,B,,...) qui est afférent au
groupe B (Sur la limite de transitivité des groupes non alternes, n° 10). De
méme (G, C”, ...) sera contenu dans (C,, G,, ...) et permutable & ses substi-
tations, et le groupe C’ formé par celles des substitutions de C qui corres-
pondent & celles de (C', C”, ...) aura conservé le facteur de composition o,

69. Ici deux cas seront a distinguer, suivant que C sera ou non alterné.

1o Si C n’est pas alterné, ce groupe étant d’ordre P ot contenant
7

une substitution d’ordre p & ¢ cycles, on aura par hypothése
7

%< q(%), c’<w(%> <p, cp+c <(c+1)p,

a cause de la relation (23).

Cela posé, le groupe alterné B contient une substitution circulaire
d’ordre p; la substitution correspondante du groupe (B’, B”, ...) sera de la
forme MN, M permutant circulairement p systémes et N permutant ensembhle
les lettres des autres systémes, sans déplacer ces systémes eux-mémes. Le
nombre @ des lettres de chaque systéme étant <<p, l'ordre de N sera évi-
demment premier a p. Donc, en élevant MN 4 une puissance convenable, on
obtiendra une substitution, contenue dans (B’,B”,...) et ne déplagant que
les lettres de p systémes, en nombre Bp. Soient B’ cette substitution, B'C’ la
substitution correspondante dans le groupe (B'C’, B”C”, ...). Le nombre to-
tal des lettres que C' peut déplacer étant < (c—+ 1)p, le nombre £ des cy-
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cles d’ordre p que C’ peut contenir ne saurait dépasser ¢. Mais il est clair
qu’en élevant B'C’ & une puissance convenable, on obtiendra une substitution
d’ordre p & B+k cycles. Ce résultat est absurde ; car g divisant.b, on aura

B<<b,et
P+k<bt+c<b4c+d+..<gq,

et, par hypothése, G ne contient aucune substitution d’ordre p & moins de
q cycles.

90 Qi . . cp+c,
70. 2° Si Cest alterné, il sera simple, et aura pour ordre 3.4 ...-——;
7
/
ce nombre devant étre égal 4 «, on aura il =p,.
7

Cela posé, i chaque substitution du groupe (B'C’, B“C", ...) correspon-
dent une substitution de B et une de C. Si a deux substitutions différentes
B'C’, B”C” correspondaient dans % deux substitutions différentes B’ et B,
et dans C une seule substitution €', i la substitution |B'C’']™'B”C" corres-
pondraient dans € L'unité, et dans ® la substitution %'~ 'B" qui differe de
I'unité. Celles des substitutions de (B'¢’, B”C”, ...), auxquelles correspond
dans C1'unité, forment évidemment un groupe permutable aux substitutions
b'C’, B”C", ...; leurs correspondantes dans B formeront un groupe contenu
dans B et permutable & ses substitutions; mais B est simple ; donc ce nou-
veau groupe contiendra toutes les substitutions de $. Il contiendra en par-
ticulier une substitution circulaire d’ordre p. La substitution correspondante
dans (B'C’, BC”,...) sera de la forme MNP, M permutant circulairement p
des systémes de § lettres, N permutant les lettres des autres systémes de
9 sans déplacer ces systémes, et P permutant les lettres des systémes de C
sans déplacer ces systémes; d'ailleurs il est clair que N et P ont leur ordre
premier 4 p; donc MNP, élevé i une puissance convenable, donnera une
substitution d'ordre p, & B cycles seulement ; résultat absurde.

71. 1l faut donc admettire que la correspondance établie entre les substi-
tutions de B et de C est telle qu'a chaque substitution de C réponde une
seule substitution de B. Or soients, s, ... les divers systémes de § lettres
que B déplace; ¢, ¢, ... les divers systémes de y lettres que C déplace.
Deuz substitutions correspondantes’ B’ et C' déplaceront de la méme maniére
les systémes s, §', ... et leurs homologuest, t', .... ‘

En effet, celles des substitutions de 8 qui laissentimmobile s forment un
groupe contenu dans 3 et renfermant 3...(p,—1) substitutions. Les substi-
tntions correspondantes de C devront former un groupe homologuer, d'ordre
3... (p,—1). Mais, en vertu d'un théoréme de M. Bertrand, tout groupe de
degré'p, et d’ordre 3... (p,—1) (caractérisant une fonction a 2 p, valeurs)
sera alterné par rapport . p,—1 lettres, pourvu toulefois qu’on ait p,>17;
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on vérifie d'ailleurs aisément que cela est encore vrai pour p, ="7. Mais
Py>p, et p est premier; donc cette condition sera satisfaite sil'on a

(29) p >5

Cette inégalité étant admise, le groupe I sera alterné par rapport a
P, — 1 systémes de la suite ¢,¢/, ...; et ses substitutions laisseront immobile
le systéme restant ¢.

Donc a chacun des systémes s, §', ... sera associé un des systémes ¢, ¢, ...,
de telle sorte qu'a celles des substitutions de $ qui ne déplacent pas I'un
des systémes s, 8, ... correspondent des substitutions qui ne déplacent pas
son associé. .

72. Cela posé, soient s, ', s, s"’ quatre quelconques des systémes de
B¢, t, 1", ¢" leurs correspondants dans C; B, étant alterné, contient
les substitutions S = (ss's”) et S, = (ss’s'”'); 4 1a premiére correspond dans
C une substitution ternaire T, ne déplacant que ¢, ¢ et t’; ce sera donc
(¢'t") ou (t¢’t); ala seconde correspondra de méme une substitution T,
de Pune des deux formes (t£'t"’), (tt"'t'). Mais S, S—1laisse s invariable;
donc T, T— doit laisser ¢ invariable; il faut évidemment pour cela qu’on ait
T=(w?"), T,=@t't").

Donc & chacune des substitutions circulaires ternaires telles que (ss's”),
dont 3 est dérivé, correspondra dans C une substitution analogue (t't").
Donc chaque substitution de C déplacera les ¢ de la méme maniére que sa
correspondante dans % déplace les s.

73. Cela posé, B contient une substitution circulaire « d’ordre p ; son homo-
logue dans C sera circulaire et d’ordre p; et la substitution correspondante
dans le groupe (B'C’,B"”C", ...) sera de la forme MNM'N’, M étant une substi-
tution qui permute circulairement p des systémes de.®, N une substitution
qui permute les lettres dans I'intérieur des autres systémes, M’ une substi-
tution circulaire entre p systémes de C, N' une substitution qui permute
les lettres dans I'intérieur des autres systémes. D'ailleurs N et N’ ont leur
ordre évidemment premier a p. Donc la substitution considérée, élevée a
une puissance convenable, donnera une nouvelle substitution de la forme
MM’ et déplacant seulement (8 -+ 9)p lettres; résultat absurde, g -y étant
<4

Notre lemme est donc établi.

74. Pour continuer notre recherche, nous distinguerons deux cas.

Premier cas. — Les groupes B, C,... sont tous alternés.

Nous admettrons, pour fixer les idées, que celte suite ne contient que
deux groupes B et C,

4
D’aprés ce que nous avons vu, on aura p, == b—p—_—’——b-= QP_-:_-f De plus,

I, contiendra une substitution d’ordre p déplacant (B 7)p lettres; or
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il ne peut par hypotfése en contenir aucune déplacant moins de gp==(b-c)p

lettres. On aura donc nécessairement B =5, y=c (2 t - devant &tre
7

entiers). P

Dailleurs, chacun des systémes s, ¢',... de B doit étre associé a un des
systémes ¢, ¢,... de C. En joignant ensemble les lettres des systémes asso-
ciés, on obtiendra des systémes de B4y =g lettres, tels que les substitu-
tions de I,_, remplacent chacune les lettres d’un systéme par celles d’un
méme systéme, et permutent d’ailleurs les systémes d’une maniére alternée.
Sidonc on fait correspondre d’'une maniére arbitraire les lettres de chaque
systéme avec celles d’un autre systéme, chaque substitution de I,_, sera de
la forme NG, NT étant une substitution qui permute les systémes en
remplacant chaque lettre par sa correspondante, et 96 une substitution qui
permute exclusivement entre elles les lettres d’un méme systéme.

75. Supposons maintenant que I'on ait la condition

(30) p>3q+ 2.

On pourra trouver un nombre premier =, supérieur a ¢, et inférieur a
%—f— 1. On le virifie aisément par les tables de nombres premiers, si g est
petit, et par les formules de M. Tchébychef, si ¢ est grand. Cela posé, nous
allons voir que la correspondance entre les lettres des divers systémes
peut étre établie de telle sorte que celles des substitutions de I,_, qui se ré-
duisent & la forme N permutent encore les systémes d'une fagon alternée.

Soient a,, 4y, ..., ... les systémes; I,_, contient une substitution N’ Io’
qui permute circulairement o, ..., o=—1, sans déplacer les autres systémes.
Son ordre sera évidemment multiple de =; et, en I'élevant & une puissance
convenable, on obtiendra une substitution M %, d’ordre =, qui permute
encore circulairement ces = systémes.

La substitution 3%, sera le produit de deux autres, dont 'une T déplace
les lettres des systémes o, ... a.—1 et I'autre 2, celles des autres systéines.
Cette derniére substitution étant échangeable a M, %, , son ordre divisgra
=, ordre de N, 2,2, ; mais 2, permute exclusivement entre elles les lettres
de chaque systéme, en nombre g<Z=. Donc son ordre est premier a =, et se
réduit 3 Punite. Done M, 96, se réduit & M, Ly,

Cela posé, faisons correspondre & chaque lettre de o, la lettre de o, que
M Z, lui fait succéder ; puis celle de o, que M, L, fait succéder 2 cette
derniére, etc. La substitution mg,, étant d’ordre =, fera sucecéder a cha-
cune des lettres de a4 la lettre correspondante de a,. Donc elle se réduira
ala forme M.

76. On verra de méme que I,_, contient une substitution N,, d’ordre = et
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permutant entre eux, et d’'une maniére circulaire, les®systémes a,, oy, ...,
Ogr—ge

Les substitutions I, et T, combinées entre elles, fourniront un groupe
transitif de déplacements entre les systémes oy, ;.., g,:—y. Ce groupe (},
de degré 2x —1 et dérivé de substitutions circulaires d’ordre =, sera
alterné. Ses substitutions, remplacant d’ailleurs chaque lettre par sa corres-
pondante, seront de la forme N ; et celle d’entre elles, S, qui permute circu-
lairement les trois systémes o, a,, 7, sans déplacer les autres, déplacera en
tout 3q lettres.

77. Cela posé, on a p, >p > 2=—1.8i I'on a p, = 2r—1, notre proposi-
tion sera démontrée. Si au contraire p,~>2r—1, on peut admettre que la dif-
férence de ces deux nombres est paire. Sans quoi, au lieu de raisonner sur
le groupe 9 comme nous allons le faire, on raisonnerait sur le groupe
(}, formé des substitutions de (; qui laissent immobile le systéme oy.—,. Ce
groupe contient S, et il est alterné comme (;; mais il ne déplace que
27 —2 systémes, nombre dont la différence avec p, sera paire.

Soit donc p, — 2r—+1 = un nombre pair; les systémes non déplacés par
(gpourront se répartir en couples. Soient gy, o, les deux systémes d'un
méme couple; le groupe I,_,, permutant les systémes d'une maniére
alternée, contient une substitution T qui permute s, avec o, et o, avec o,
sans déplacer les autres systémes; il contiendra T—'ST=1¥" laquelle per-
mute les trois systémes o,, oy, o\ et ne déplace aucune autre lettre. Faisons
maintenant correspondre a chaque lettre de o, celle des lettres de ¢, que
S’ lui fait succéder, puis celles des lettres de . que S’ fait succéder a ces
derniéres ; S’ étant d’ordre 3, comme S dont elle est transformée, rempla-
cera chaque lettre de o, par sa correspondante de g,.

Soit de méme o, v un autre couple de systémes ; on pourra faire cor-
respondre leurs lettres & celles de ¢, de telle sorte que I,_, contienne une
substitution S” qui permute entre eux ces trois systémes, en remplacant
les unes par les autres-les lettres correspondantes, sans déplacer aucune
autre lettre.

Cela posé, il est clair qu’en adjoignant a G les substitutions §’, §”,...,
on obtiendra un groupe résultant J dont les substitutions seront de la
forme N, et permuteront les systémes d’une fagon alternée.

78. Soient u,... les q lettres du systéme o,, u,vy, ... leurs correspon-
dantes dans ¢,,. En groupant ensemble celles de ces lettres que J permute
entre elles, on les répartira en q classes, %y, ..., v, ..., ....

Soit S une de celles des substitutions de G qui déplacent le moins de
lettres; N le nombre de ses lettres; on aura N <3¢, J étant dérivé de
substitutions ternaires 4 ¢ cycles.

Le groupe G étant primitif, le groupe K, dérivé de celles de ses substitu-
tions qui sont semblables & S, sera transitif. Si donc G contient plus de gp,
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lettres, ce que nous supposerons pour plus de généralité , I'une au wmoins
8 des substitutions de K mélera dans ses cycles les lettres de J a des lettres
nouvelles z, ¥, .... Or celles des lettres de J que 8 déplace sont en nombre
inférieur & N, et a fortiori & 3q. Donc, parmi les systémes o, oy, ... en
nombre p,>3¢ -+ 2, il en existe au moins deux, 4, et o, dont 8 ne déplace
aucune lettre. Soit au contraire ¢, un quelconque des systémes dont S
déplace des lettres; et soit v le nombre de lettres de o, que contientS,
Le groupeJ contient une substitution T qui permute circulairement les trois
systémes gy, c,, c,; et G contiendra 8$T'TT'ST, qui laisse toules les lelires
immobiles , sauf les v leltres de o, que S dép'ace, celles que S leur fait
succéder, et les lettres correspondantes de o, ; en tout 3v lettres, qui méme
peuvent n'étre pas toutes distinctes ; mais elle en déplace au moins N ; done
on aura

N
v>-5.

Par suite, les lettres de J que S deplace ne pewvent appartenir é plus de
trois systemes differents. Supposons, pour fixer les idées, qu’elles appar-
tiennent toutes 4 'un des trois systémes o,, o, o,.

79. Considérous le groupe (J, 8) obtenu en adjoignant 8 aux substitutions
deJ; et groupons ensemble celles de ses lettres qu’il permute transitivement
enfre elles; on obtiendra ainsi une ou plusieurs catégories de lettres, dont
chacune pourra contenir, avec les lettres d’'une ou plusieurs des classes
Uy oovy Vgly .uvy .0y Une ou plusieurs lettres nouvelles. En particulier, si
une catégorie était uniquement formée de lettres nouvelles, elles fourni-
raient un cycle dans 8 ; ‘et les déplacements que (J, 8) leur fait subir se ré-
duiraient évidemment aux puissances ‘d’'une seule substitution circulaire,
D’ailleurs, 8 mélant dans ses cycles les lettres anciennes aux nouvelles,
I'ufe au moins des catégories contiendra & la fois ces deux sortes de
lettres.

Enfin chaque substitution de (J, 8), telle que 8, est le produit de substi-
tutions partielles 8, 8,,... respectivement opérées entre les lettres de chaque
catégorie. Soit (J;, 8,) le groupe formé par les déplacements ainsi opérés
entre les letires de la premiére catégorie par les substitutions (J, 8).

Admettons, pour fixer les idées, que la premiére catégorie contienne les
lettres des b, premiéres classes u, v, ... et b’ lettres nouvelles @, v, .... Ce
groupe (J,, 8,) peut étre primitif ou non; mais, dans ce dernier cas, le
nombre des letires de chaque sysiéme sera nécessairement un diviseur de b,.

En effet, s'il en était autrement, les b, lettres ugy, ... de o, que (J, 8,) dé-
place ne fourniraient pas a elles seules un nombre entier de systémes;
donc l'une d’elles, u,, appartiendrait au méme systéme qu'une aulre lettre,
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laquelle pourrait étre une deslettres de la méme classe que u, telle que u,,
ou une lettre d’une autre classe, telle que v,, ou enfin une lettre nouvelle,
telle que x. ‘

Si u, était dans le méme systéme que v, ou que z, il serait dans le méme
systéme quew,; car J contient une substitution qui permute circulairement
64010, Cells substitution, laissant v, et 2 immobiles, ne déplacera pas le
systéme qui les contient; donc u, qu’elle fait succéder a u, appartiendra
ce systéme. '

11 faut donc admettre que u, est dans le méme systéme que », ; mais alors -
ce systéme contiendra les p, lettres uyu,.... En effet, soit u, I'une d’elles.
J contient une substitution qui permute circulairement a,0,s,. Cette substi-
tution, remplacant u, par u,, ne déplacera pas le systéme qui les contient;
donc u, qu’elle fait succéder & u, appartiendra a ce systéme.

Donc chaque systéme contiendrait au moins p, lettres. Mais (J,, 8,)étant
primitif, 'une au moins des substitutions dont il est dérivé déplacerait les
systémes, et par suite’ déplacerait au moins 2p, lettres; résultat absurde,
car (J;, 8,) est dérivé de substitutions ternaires a ¢ cycles, et de la substitu-
tion partielle $, formée par ceux des cycles de $ qui déplacent les lettres de
la premiére catégorie, lesquels cycles contiennent un nombre de lettres
<N<39.

Parmi les diverses répartitions possibles des lettres de (J,, S,) en sys-
témes, choisissons I'une de celles ot le nombre B, des lettres de chaque
systéme est maximum. Les déplacements des systémes par les substitu-

tions de (J,, 8,) formeront un groupe primitif B, de degreé bip b/

Cela posé, la substitution $ ne déplagant par hypothése que des léttres ap-
partenant aux trois systémes a,, o3, g, et les autres substitutions dontJ est
dérivé remplacant les lettres de chacun des systémes o,, oy, ... par les
lettres correspondantes d’'un méme systéme, il faudra évidemment , ppur
que (J, 8) permute transitivement entre elles les lettres de la premiére caté-
gorie, qué le groupe dérivé de la substitution$ et de celle U des substitu-
tions de J qui permute circulairement les trois systémes o,, o5, 7, soit tran-
sitif par rapport aux 3b,-+b,’ lettres de premiére catégorie qu'il dé-
place.

Le groupe (U,, 8,) formé par les déplacements que (U, 8) fait éprouver &
ces letires sera donc transitif, et contenu dans (J;, §,). D’ailleurs ces lettres

b, +b
formeront — +2

systémes; et les déplacements d’ensemble opérés sur
‘ .

ces systémes par les substitutions de (J;, 8,) formeront un groupe transitif,

3b,+ b,

1
Le groupe B, sera donc alterné (Théorémes sur les groupes primitifs,

de degré et contenu dans B,.
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n° 11), si son degré bip ‘;_ b surpasse 5(5%)—- 2, ce qui aura lieu
1 1
si p,, et a fortiori si p, est supérieur & la limite

Or le nombre total N des lettres déplacées par 8 est << 3g, parmi les-
quelles g au moins sont des lettres anciennes; donc b, << 24, ce qui réduit

la limite de p &

Mais nous avons déja supposé p> 3q + 2; et cetle ancienne limite sera
supérieure 3 celle que nous trouvons ici, 4 moins qu’on n’ait

ou

by—=2et q <6,
ou

by=3¢et g < 4.

Mais si b, =1, d'ou g, =1, le groupe J, sera alterné, et le groupe 3,, qui
se confond ici avec (J,, 8,), étant primitif et contenant J,, sera alterné.
Dans les autres cas d’exception, on aura pour maximum de la limite

(51) p > 18,

inégalité que nous supposerons satisfaite. Dés lors il sera établi que B, est
alterné.
80. Soit de méme ¢,p--c, le nombre des lettres de la-seconde catégorie.

S N ¢, , -
Elles pourront se répartir en S G systémes, v, élant un diviseur de
1

¢,; et les déplacements de ces systémes par les substitutions de (J, ) for-
meront un groupe alterné C,. De méme pour chacune des autres catégories
qui renferment des lettres anciennes.

81. Supposons, pour fixer les idées, que toutes les catégories, sauf les.
deux premiéres ci-dessus, soient exclusivement formées de lettres nouvelles.
Les déplacements de ces lettres nouvelles par les substitutions de (J,S) se
réduiront aux déplacements opérés par S et ses puissances; et le groupe L,
formé par celles des substitutions de (J,8) qui ne déplacent que les lettres
des deux premiéres catégories, sera contenu dans (J,8) et permutable & ces
substitutions. Il aura d'ailleurs évidemment conservé tous ceux des groupes
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composants de (J, 8) qui ne sont pas des puissances d’une méme substitu-
tion; et notamment teux qui sont afférents aux groupes 3, C,.

82. Cela posé, on verra comme plus haut (68 4 73) que G contiendrait
une substitution d’ordre p 4 moins de ¢ cycles (ce qui est absurde), a moins
byp, + b, —ap + ¢

1 N
en outre que les groupes B, C, se correspondent de telle sorte qu’a chaque
substitution de B, en corresponde une seule de C,, et réciproquement.
Mais, si ces conditions sont satisfailes, on pourra poser, pour abréger,

b b,
J.’l‘ﬁi.ﬂ =p,; et l'on verra : 1° que les p,q lettres déplacées par L y for-
1

qu’on ne suppose » =0y, y,=rc,, et qu'on N"admette

ment p, systémes tels, que les substitutions de L remplacent les lettres de
chaque systéme par celles d’un méme systéme ; 2° que G contient un groupe
J, de degré p,q, dont les lettres se grouperont g & q en p, systémes, que J,
permute d'une maniére alternée, en remplacant les unes par les autres les
lettres correspondantes.

On aura d’ailleurs p,>>p, ; car S mélant dans ses cycles des lettres nou-
velles avec les letires anciennes que J déplagait, on ne pourra pas avoir a la
fois b’l =0, C; =0.

83. Si le nombre des lettres de G était supérieur a p,q, on verrait de
méme que G contient un groupe J, analogue a J,, mais de degré p.q, p; étant
> P

Continuant ainsi, on voit que le nombre des lettres de G sera un mul-
tiple de g, tel que png, et que G contient un groupe J,,_, dans lequel ces
lettres forment p, systémes, u,, vg, ...5 U, ¥y, ...5 ... que J,_, permute
d’une maniére alternée, en remplacant les unes par les autres les lettres cor-
respondantes.

1l n’existe d’ailleurs aucune autre maniére de répartir les leltres de J, _
en systémes de g lettres. En effet, supposons qu’'un de ces nouveaux systeé-
mes s contint les deux lettres u, et u, psar exemple; et soit u, une quel-
conque des pn— 2 lettres u,, ug, ...; Jn—y contient une substitution qui
permute circulairement u,, u,, u,. Cette substitution ne déplace ‘pas le
systéme §; donc u, appartient & ce svstéme, qui contiendra dés lors au
moins py, lettres, nombre > ¢, contrgjrernent a I'hypothése.

En second lieu, si s contenait u, ¢t »,, J,,_, contient des substitutions qui
laissent u, immobile et perrnutent ensemble vy, v,, .... Ges lettres appartien-
draient & s, qui contiendrait encore au moins py, lettres.

84. Soit maintenant = une quelconque des substitutions de G qui ne dé-
placent que N lettres. On peut supposer que son ordre k esl un nombre pre-
mier; car, au besoin, on considérerait § sa place une quelconque de
ses puissances. Adjoignons-la au groupe J,, _,. Raisonnant sur 3 et sur J,, _,
comme tout a 'heure sur 8 et sur J, on voit que G contiendra une substitu-
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tion d’ordre p & moins de g cycles (résultat absurde), 4 moins que les letires de
(Jm—1, T) ne puissent se répartir en systémes de q lettres. Mais il n’y a qu'une
maniére de grouper les lettres de J.—; en systémes de ¢ lettres. Donc =
remplacera les lettres de chaque systéme par celles d'un méme systéme. Les-
substitutions semblables = forment un groupe K qui ne sera pas primitif,
d’aprés ce qui précéde; il est permutable a G, et par suite transitif. Donc
'une au moins de ses substitutions, = par exemple, déplacerales systémes.

Soit d’ailleurs ¢ I'un des systémes qu’elle déplace; C I'un des cycles dc
%, qui contienne une des lettres de x. Les k lettres de ce cycle appartien-
dront & k systémes distincts; car si deux d’entre elles appartenaient a un
méme systéme ¢, et se suivaient 4 p rangs de distance dans G, il est clair
que 3* et par suite Z, qui en est une puissance, ne déplacerait pas ce
systéme. Donc les lettres de C appartiendraient toutes'a o,, contrairement :
I'hypotheése.

Donc x déplace au moins k systémes; elle déplacera toutes leurs lettres,
en nombre kq; d'od N > kq. Mais J, _, contient des substitutions d’ordre &
a g cycles; donc N << 3q et par suite £ << 3.

La substitution = ne déplacant ainsi que deux ou trois systémes, se.
transformées par lesdiverses substitutions deJn 4, qui permute les systémes
d’une maniére alternée, formeront évidemment un groupe ¥ qui permute
les systémes d’une maniére alternée si k=23, de toutes les maniéres pos-
sibles si k= 2. On en conclut comme précédemment (75 & 77 et 83) : 1° que
I'on pourrait établir entre les letires des divers systémes une correspon-
dance telle, que )¢ contint un groupe X, permutant les systémes d’une ma-
niére alternée, en remplacant les unes par les autres les lettres corres-
pondantes; 2°,qu’il n'existe qu'une maniére de répartir les lettres ¢ a ¢ en
systéemes dans le groupe X,, et a fortiori dans le groupe K, qui con-
tient I€,.

Cela posé, soit T une substitution quelconque de G; elle remplace les
divers systémes de q lettres que renferme K par de nouveaux systémes tels
que les substitutions du groupe transformé de K par T, lequel groupe n’est
autre que K, remplacent les lettres de chaque systéme par celles d’un méme
systéme. Comme il n'y a qu'une répartition possible des lettres de K en
systémes de ¢ lettres, les nouveaux systémes se confondront avec les an-
ciens. Donc T remplacera les letires de chaque systéme par celles d’'un méme
systéme. Donc G ne pourra étre primitif, comme on I’a supposé. Nous nous
trouvons ainsi conduits i une absurdité.

85. Second cas. — L'un des groupes C, ..., par exemple C, nest pas
alterné.

Ici encore nous allons démontrer qu'on arrive & une impossibilité si p
satisfait aux inégalités (30) et (31) et & la suivante

(32) P> (=12 ...,9—1)
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86. Et d’abord, si C était simple, il serait isomorphe.a 3 ; mais' c'est
impossible. En effet, si cela était, on sait (Traité des substztutwm 69 4 73)
qu'il existerait une fonction ¢ des p, systémes permutés-par B dont les dé-
placements par les substitutions de & formeraient un groupe semblable a
C. Le nombre des valeurs distinctes que prend cette fonction par les substi-

tutions de B serait donc égal a"”;““', degré de C; et suivant qu'elle
serait altérée ou non par une transposition effectuée entre deux systémes,'

elle prendrait 2 cp-;c’ ou :_ ® valeurs distinctes par toutes les substi-

tutions possibles opérées sur les p, systémes. Or, d’aprés un théoréme de
M. Bertrand, une fonction quelconque des p, systémes prendra p, valeurs si
elle. est symétrique par rapport a p, —1 systémes; 2p, si elle est alternée

par rapport & p, — 1 systémes; au moinsl-)‘(%—_i) valeurs dans tous les

/
autres cas. D’ailleurs on a i < 7(9 < p et, par suite,

P+

5
pi(p.2—) P(P s > c+1)p> 2EE

11 faut donc admettre que ¢ est symétrique ou alternée par rapport ap, — 1.
systémes; mais alors elle prendra p, valears distinctes par les déplacements
des systémes; et si I'on fait correspondre & chacune de ces p, fonctions
¢, ¢/, ... celui des systémes qui y figure d’'une maniére dissymétrique, il est
clair que les diverses fonctions &, ¢', ... seront permutées les unes dans les
autres par les substitutions de B de la méme maniére que les systémes cor-
respondants ; le groupe formé par les déplacements de ces fonctions sera
donc alterné comme 3, et le groupe C, qui lui est semblable, le sera aussi,
contrairement a I'hypothése.

87. Supposons donc que C soit composé. Nous remarquerons d’abord
que son ordre est divisible par p (puisqu'il dérive de substitutions d’ordre p),
mais non divisible par p*. En effet, les systémes qu'il permute sont en

nombre g P +%; et I'on voit comme précédemment (47) que I'ordre  du
groupe C contient le facteur p 4 la méme puissance que l'ordre 0 du groupe
formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que les & p systémes
que A déplace ; de plus, si 0 etalt divisible’ par P, C conuendralt une sub-
stitution d'ordre p 4 moins de ; cycles. Soit ; ¢ —k le nombre de ces cycles.

C étant primitif et ne contenant pas le groupe alterné, on aurait par hy:
pothése la relatien
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ce qui est absurde, en vertu de l’inégaiité (32). v
88. En second lieu, soit C’ le groupe le plus général parmi ceux qui sont
contenus dans (‘3 et permutables A ses substitutions; le nombre p divisera

lordre de @ premier groupe composant de C. Supposons en effet que p divi-

sit au contraire I'ordre de C'. Ce groupe contiendrait un groupe d'ordre p.
Ktant permutable aux substitutions de C, il contiendrait tous les groupes
transformés de celui-la par les substitutions de C. Mais, d’une part, tous les
groupes d’ordre p contenus dans Csont les transformés de I'un quelconque
d’entre eux par les substitutions de C (théoréme de M. Sylow) ; d’autre part,
C est dérivé de substitutions d’'ordre p (respectivement correspondantes &
Gy, Gy, ...) ; donc €, contenant toutes ces substitutions, se confondraitavec C.

Si donc C a, comme on le suppose, un groupe composant isomorphe a 3,
dont l'ordre o =3.4...p, e%t divisible par p, ce groupe composant ne

pourra étre que le premier@,-

89. Cela posé, soient M,, ..., M, les substitutions de ¢'. On pourra dé-
terminer dans C des substitutions N,, ..., N, en nombre o, incongrues
(mod C'); et les substitutions de C seront données par le tableau

M,N, ..., M,N,

’

ep+e

Posons pour abréger = %: s, et admettons, pour plus de gé-

néralité, que Pon ait ¢ > 0. Le groupe C, formé par celles des substitutions
de C qui laissent immobile un des ¢ systémes qui figurent dans C, mais
que A ne déplacait pas, a pour ordre celui de C, divisé par 1. Celles des lignes
du tableau précédent dont quelque substitution est contenue dans C, for-
ment donc au moins la X¢me partie du nombre total; donc I'ordre «, du

c
groupe — formé par les substitutions correspondantes du groupe —; sera

(¢4 ¢
(] . c
au moins égal & N Le groupe 3, étant isomorphe a @ devra de méme con-
. . C! 1 . » o Y
tenir un groupe 3,, isomorphe a @’ et d’ordre o,. Mais, d’apreéslethéoréme

de M. Bertrand, si w, <<, il sera égal & i, ou au moins égal a =T i)w.
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Cette derniére hypothése est absurde, c-p——;'_c-étant <]ﬂ‘§:—1—). IY'ailleurs,

en vertu du méme théoréme, si o, _——;, B, sera le groupe d'une fonction
1

alternée par rapport a p, — 1 systémes, et sera un groupe simple, d’ordre
3.4...(p,—1). Enfin, si o,—w, B, se confond avec B, et par suite sera

simple, et d’ordre 3.4 ... p,. Donc le groupe e—:sera simple, et isomorphe

au groupe alterné de degré p, — 6, 6, étant égal a 0 ou a 1.
. ' ¢
90. Dailleurs p, — 6, > p. En effet, s’il en élait autrement, -C—: n’aurait

pas son ordre divisible par p; les autres groupes composan's de C,, étant
contenus dans ', leur ordre ne sera pas non plus divisible par p. Donc
Uordre de C, serait premier a p; résultat absurde, car il contient une sub-
stitution d’ordre p, correspondant a la substitution A.

91. Soient C,, Cs, ... les groupes respectivement formés par celles des
substitutions de C qui laissent immobiles deux, trois, elc., des e systémes que

¢, C,
A ne déplagait pas; on voit de l]a méme maniére que é,l, o
morphes aux groupes alternés de degrés p, — 6,, p; — 65, ..., 0, + 1 étant égal
a6, ou a 6,1, et par suite contenu entre 0 et p; p, — 6, étant d’ailleurs au

sont iso-

-moins égal 4 p. Donc enfin é:—s.em isomorphe & un groupe alterné de degre
py— 04 O, étant compris entre 0 et e, et p, — 6. au moins égal a p.

92. Donc I'un des groupes composants de C, est isomorphe a un groupe
alterné de degré p’ >p. Le groupe X, dérivé de celles des substitutions de
C. qui sont d’ordre p, jouira de la méme propriété. En effet, il est évidem-
ment permutable aux substitutions de C,; donc il possédera comme groupes
composants une partie de ceux de C., et notamment celui dont I’ordre est
divisible par p, puisque I’ordre de X est divisible par p.

93. Le groupe X déplace % systémes, et dérive de substitutions qui
les permutent p & p. Si doncX ne les permute pas transitivement, on pourra,
en groupant ensemble ceux que X permute cnire eux, les répartir en
classes, contenant respectivement k,p, k.p, ... systémes, avec la condition

k4. = Z. Soient X,, X,, ... les groupes partiels formés par les dépla-
'y .

cements que les substitutions de X font éprouver aux systémes des diverses
classes. lls seront respectivement dérivés de substitutions d'ordre p, a k,
cycles, a k, cycles, etc.
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94. Considérons I'un de ces groupes X,. Il est transitif et de degré k, p;
donc son ordre est divisible par p; donc un au moins de ses facteurs de
composition est divisible par p. Mais les facteurs de composition de X, sont
tous des facteurs de composition de X, lequel a un facteur de composition
divisible par 3.4...p, les autres étant tous premiers a p (car 'ordre de X,
divisant celui de C, ne sera pas divisible par p?). Donc X, n’a qu’un groupe
composant dont I'ordre soit divisible par p, et cet ordre sera 3.4... p'. D'ail-
leurs X,, étant dérivé de substitutions d’ordre p, ce groupe composant sera
nécessairement le premier (88).

95. Parmi les diverses répartitions possibles des systémes que X, déplace
en hypersystémes (tels que chaque substitution de X, remplace les systémes
de chaque hypersystéme par celles d’'un méme hypersystéme), choisissons
celle ot le nombre 1 des systémes contenus dans chaque hypersystéme est
maximum (si X, était primitif, on aurait x =1). On aura p. <<k,. En effet, X,
est dériveé de substitutions d’ordre p i k, cycles. Si donc unede ses substitu-
tions S déplace I'un des systémes, s, elle déplacera ses p lettres. Si p était
>k,, deux au moins de ces lettres se trouveraient dans un méme cycle de S;
et par suite S ne déplacerait pas ce systéme, ainsi qu’onl'a supposé. D’ail-
leurs u divise k,p, nombre total des systémes ; et comme il est <<k, il sera
<p, et divisera k,.

Mais on aura n=k,. En effet, soit Y, le groupe primitifde degré kp forme
P

par les déplacements que X, fait éprouver aux hypersystémes ; X, aura pour
premier facteur de composition le premier facteur de composition de Y,,
lequel sera, par suite, 3.4... p’. Soit maintenant Z, le groupe dérivé de.Y,
par la suppression de ce facteur de composition. L’ordre de Z, n’étant plus
divisible par p, ce groupe ne sera plus transitif ; donc il se réduira 4 laseule
substitution 1, sans quoi Y, ne serait pas -primitif comme il doit ’étre. Donc
P’ —1)
[5)

-

Y, estsimple, et a pour ordre 3.4... p". Mais son degré I%P< .Done,

d’aprés le théoréme de M. Bertrand, il se réduira a p’; d’ailleurs 3.4 .. p’
n’étant pas divisible par p* (87), p’ sera<< 2p; on aura donc p'=p et
p=k,. De plus, Y, sera alterné.

Donc les systéemes de X, se groupent k, a k, en p hypersystémes, que Y, per-
mute d'une maniére alternee.

96. On verra de méme que les systémes de X, se groupent %, & k; en p
hypersystémes, et que les déplacements que X, fait subir & ces hypersystémes
forment un groupe alterné Y,, etc.

Gela posé, & chaque substitution de X correspond une substitution dans
chacun des groupes Y,, Y,, ...; et cette correspondance doit étre telle, qu’a
chaque substitution de I'un des groupes Y,, Y,, ... corresponde une seule
substitution dans chacun des autres groupes. Car si 4 deux substitutions S et
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T dugroupe X correspondaient deux substitutions distinctes S, et T,dans Y, et
une seule S, dans Y,, 4 la substitution S™'T correspondrait I'unité dans Y,
et une autre substitutions:’T, dansY,. Sestransformées parlessubstitutions
de X donneraient des substitutions auxquelles correspondraient dans Y,
I'unité, et dans Y, les transformées de S, T, par les substitutions de Y,, les-
quelles reproduisent tout le groupe Y,, ce groupe étant simple. Cela posé,
I'ordre de X serait évidemment égal 4 3.4... p, ordre de Y,, multipli¢ par
3.4...p, ordre de Y,, multipli¢ par Iordre du groupe formé par celles des
substitutions de X auxquelles correspond 'unité dans Y, et dans Y,. Donc X
aurait son ordre divisible par p*, ce qui est impossible.

97. Cela posé, on verra comme précédemment (744 84): 1° que chacun des
hypersystémes de X, peut &tre associé 4 I'un des hypersystémes de X,, etc., de

maniére i former des hypersystémes de-fT systémes, que X permute d'une

maniére alternée; 2° que I’on peut faire correspondre les uns aux autres les
systémes de ces hypersystémes, de telle sorte que X contienne un groupe J
qui permute les hypersystémes d’une maniére alternée en remplacant les
uns par les autres les systémes correspondants; 3° que la supposition
d’apres laquelle C, qui contient J, serait primitif sans contenir le groupe
alterné, est absurde. -

. VI

- 98. Il nous reste a examiner le cas ou le groupe I, dérivé de celles des
substitutions semblables 4 A qui ne déplacent que les pq lettres de A, est
transitif. Ce cas n’offre aucune difficulté.

Si I est primitif, et si I'on désigne par pq + (q) le nombre des lettres
de G, G sera ¢(q)+ 1 fois transitif; ce qui ne sera possible que sil'on a

(33) #g) <g,
ou )
(34) #g) < B

(Sur la limite de transitivite des groupes non alternés, méme tome, p. 50).

Quant a ¢ (g), il sera égal & zéro.

99. Supposons au contraire I non primitif. Répartissons les lettres en sys-
témes contenant le plus grand nombre possible |de lettres; on aura p<<gq.
Car si I'on avait x> ¢, une au moins S des substitutions semblables 4 A dont
I est dérive déplacerait un systéme s. Elle déplacerait toutes ses lettres, en
nombre > q ; donc elle contiendrait plusieurs de ces lettres dans un méme
cycle, et par suite ne pourrait pas déplacer s comme on le suppose.
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Cela posé, G eontenant un groupe I de degré pq et transitif, ou les lettres
se répartissent . & p. en systémes, contiendra un groupe deux fois transitif
de degré d au plus égal & pg—+2v—1, » étant un diviseur de p (Théo-
rémes sur les groupes primitifs ; Journal de Liouville, 2¢ série, t. XVI, n* 2
a 8). On aura par suite

A=d—pg<q—1.

Dailleurs A sera au moins égal a 1, [ n’étant pas primitif.
Raisonnant maintenant comme plus haut (n° 47 a 55), on trouvera la re-
lation '

1.2..q=0 mod (e + a)(e+A—1)...4,
d’ott I'on déduira, dans le cas le plus défavorable, ot A =1,
e <gq.
On aura par suite, pour la limite ¢ (g) de la somme e 4,
(35) ?(q) <2¢—1.
On aura dailleurs

(36) Ylg) <gq - 1

Vil

100. En récapitulant les résultats précédents, on voit que ¢(q) aura
pour limite supérieure la plus grande des quantités suivantes :

(37) A= ,4(%) 4+3u—1 (u diviseur de g et X 1),
(38) A+q—3, (39 ¢+ M, (40) ¢+ Jo,
N étant le maximum de I'expression
o(s) + o(t) + ... (s-i— t+ see=gq, g>s>t> ),
et 96 le maximum de I’expression

q'(b)""?(‘)"‘... (S-I-t-l- .“=q.—b,b>g); .
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et que | () aura pour limite supérieure la plus grande des quantités
A—1, 14, 1496, ¢—1,
pourvu que p soit supérieur a la plus grande f(q) des quantités suivantes :
A A+M, 1496, 3g+2, 18, ofs) (s=1,2,...,q—1).
101. Or il est aisé de voir que, quelles que soient celles des inégalités pré-

cédentes dont on se serve pour déterminer ¢(gq ) et ¥(q), on aura

V)
) <=5 qlogq+q, og) < qlogq+2q.
fog2 log 2

loar
En effet, ces inégalités sont satisfaites pour ¢ =1 ; et nous allons montrer
qu’elles le seront, pour une valeur quelconque de ¢, siclles le sont pour les
valeurs inférieures.
En*effet, on aura

(43) A—4=.u¢(‘i)+su_2<u

Tioed 4 4 —
L lO lob;“"'”‘u—i—;’)ll- 2

2M%q+q

2 2%
<mqlonq+q—mlogy.+5y—2< Iog

car les trois termes négligés auront évidemment une somme négative, saufl
dans le cas le plus défavorable ot 'on aura p= ¢ =2, auquel cas la somme
s’annulera.

On aura, d’autre part,

2
14+ M=14g(s)+o(t) + ... <1+ IOTQ(slogs+tlogt+...)+2(s+t+.. )

et commeon a d'une parts+ ¢t ...=q, el d’autre part log s <<logg—1log2,
log t <logq—1log 2, etc.,

2 2
(44) ‘l+m<1+10—-g—2qlogq—mq1032+2q< lw:r_‘—quogq-"q'
En troisiéme lieu, on a
(45) 1+%—1+¢(b)+q»(s)+ <1+l —blog b+b+l slogs + 25+ ..
<1+ blog,q+b+ s(logq—1002)+2$+
<1+b+10" b+s+.. )Iogq<q+]—(-)g—~quogq‘

Enfin il est clair que ¢ — 1 est inférieur A cette méme limite. On aura
donc nécessairement

2 ,
Mﬂ<ﬁaqu+¢
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D'ailleurs les limites que les relations (37), (38), (39), (40), (41), (42)
donnent pour ¢ (q) seront évidemment inférieures a

2
log 2

qlogq+2q.

Enfin f(g), limite inférieure de p, sera évidemment égale & la plus
grande des quantités

1—2--qlogq+q+1, 3qg+ 2, 18 (%).
0g 2

On voit d'ailleurs, d’aprés la maniére dont les limites ci-dessus ont été
trouvces, qu’elles sont trop élevées. En serrant la question de plus prés, on
en trouvera de plus rapprochées, pour chaque valeur de q.

Nous allons en donner un exemple.

VI

102. Proposons-nous d’étudier les groupes primitifs qui contiennent une
substitution circulaire d'ordre p 4 2 cycles. On aura par suite g = 2.

103. Les groupes I, I, ... étant définis comme ci-dessus, soit I, le premier
groupe transitif de cette suite.

On peut admettre que G ne contient aucune groupe transitif dérivé de
substitutions semblables &4 A, et déplacant moins de lettres que I, _,. Sup-
posons en effet que 'on edt un pareil groupe J. Le groupe K dérivé de
toutes les substitutions semblables & A qui ne déplacent que les lettres de},
sera a fortiori transitif. Soient B’ celle des substitutions d’ordre p dont il
est dérivé qui déplace le moins de lettres parmi celles que A ne déplacait
pas; C’ celle qui déplace le moins de lettres parmi celles que A et B’ ne dé-
placaient pas; elc. ; soient de plus E’ celle des substitutions d’ordre z con-
tenues.dans G qui déplace le nombre minimum de lettres nouvelles, autres
que celles de J; etc. Il est clair que la suite A, B', C', ..., E, ... jouira des
propriétés imposées au n° 1 a la suite A, B, G, ...; mais elle permettra d’ar-
river & la transitivité aprés adjonction d'un moindre nombre de lettres
nouvelles a celles que A déplagait.

Or, il est clair qu'on peut admettre que, parmi les diverses maniéres de
déterminer la suite A, B, C, ..., onait choisi dés I'abord celle qui permettait

(*) On peut admettre toujours la limite 132:—2' qlogq + g+ 1. En effet, si ¢ > 5, cette

quantité sera supérieure aux deux autres; et si ¢'<< 5, il résulte de nos recherches que la-
vraie limite de p est égale & g (Voir la section suivante).
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d’arriver le plus tot & la transitivité. Si 'on s’est imposé cette condition,
Pexistence de la nouvelle suite A, B, (', ..., E, ... sera impossible.

104. 1° Si I, n’est pas primitif, ses lettres se grouperont en systémes p
ap; et p, étant > 1 et divisant ¢, sera égal a 2. Le groupe I,_, n’étant pas
transitif, par hypothése, ses lettres formeront deux classes. Ceux des systé-
mes de deux lettres que I,_, ‘déplace auront une de leurs lettres dans
chaque classe. Considérons en effet I'une de ces classes, et soit p+« le
nombre de lettres qu’elle contient. Le groupe partiel formé par les dépla-
cements que I,_, fait subir aux lettres de cetle classe, étant dérivé de sub-
stitutions circulaires d’ordre p, sera « + 1 fois transitif. Si donc deux de
ces lettres a et b appartenaient & un méme systéme, I,_, contiendrait une
substitution S d’ordre p permutant ces deux lettres; et le systéme qui les
contient n’étant pas déplacé par S, les p lettres contenues dans le méme
cycle de S appartiendraient  ce systéme, qui contiendrait ainsi plus de deux
lettres, contrairement i notre supposﬁtion.

Donc les deux classes contiendront le méme nombre de lettres; et les
substitutions de I,_,, remplacant les deux lettres de chaque systéme par
celles d’un méme systéme, permuteront de la méme maniére leslettres cor-
respondantes des deux classes.

105. Si =0, et si 'on désigne par p 4k le nombre des lettres de G,
soient comme précédemment T le groupe formé par les puissances de A;
96 le groupe formé par celles des substitutions de G qui sont permutables
AT et qui permutent exclusivement entre elles les k lettres nouvelles; ses
substitutions seront de la forme X,Y,, X,Y,, ..., X,, X,, ... étant des substitu-
tions entre ces k lettres, et Y,, Y,, ... des substitutions entre les 2p lettres
de A; ces derniéres, étant permutables a T, remplaceront les lettres de
chaque cycle par celles d’'un méme cycle. On verra d’ailleurs comme pré-
cédemment que la groupe X,, X,, ... contiendra toutes les substitutions pos-
sibles entre les k lettres nouvelles.

Soient 96’ le groupe formé par celles des substitutions de 36 qui ne dé-
placent pas les cycles de A; X'V, X"Y", ... ses substitutions. Il est clair que
leurs premiers facteurs X’,X”,... formeront un groupe conienu dans
(X, X,, ...) et renfermant au moins la moitié¢ de ses substitutions. Donc le
groupe (X’,X”,...) contiendra le groupe alterné. On aura d'ailleurs
Y =V'W, Y’ =V"'W”,..., V, W, W”, ... étant des substitutions de méme
forme qu'a I'endroit cité. .

Cela posé, si k>> 3, le groupe alterné (X', X", ...) contiendra au moins
deux substitutions non échangeables entre elles. En combinant entre elles
les substitutions correspondantes de 3, on obtiendra une substitution qui
se réduit a laforme XW.

Soient 2/w’, z"w’’, ... les substitutions de cette forme que contient J6; le
groupe (z/, 2", ...) sera évidemment permutable & (X,, X,, ...); doncil con-
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tiendra des substitutions binaires & 2 cycles (il en contient si k=4 et si
k>4, il contient le groupe alterné).

Supposons donc que 2’ soit une substitution binaire 4 2 cycles; w' étant
d’ordre p, G contiendra (z'w’)?, substitution binaire 4 2 cycles. Mais son
degré 2p +k>>9; donc G contiendra le groupe alterné.

Si k<3, l'ordre de G sera 0(2p+2) ... (2p—+k), 0 étant 'ordre du
groupe formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que 2p lettres.

106. 11 resterait & discuter I'hypothése «>> 0. Mais ce cas doit étre
exclu. En effet, I, étant transitif, parmi les substitutions S, T, ... d’ordre
p dont il est dérivé, il en est une S qui mélera dansses cycles les lettres des
deux classes. Car §'il en pouvait étre autrement, soientz, y les deux lettres
nouvelles contenues dans I, et que I,_; ne déplagait pas. Pour que I, fut
transitif, il faudrait qu'vne des substitutions S, T, ... contint dans un de ses
cycles z et des'lettres de la premiére classe, et dans I'autre y et des lettres
de la seconde classe; tandis qu'une autre de ces substitutions, U, permu-
terait z avec des lettres de seconde classe, et y avec des lettres de premiére
classe. Mais il est clair que T~ 'UT = S mélerait dans ses cycles les lettres
des deux classes. Donc la substitution S existe nécessairement. Elle laisse
immobiles a1 systémes de lettres. Soient s 1'un d’eux, ¢ celui de ces
systéemes que I, _, déplace, mais que I, _, ne déplacait pas : I,_, contient
une substitution T qui remplace le systéme s par le systéme ¢, sans méler
ensemble les lettres des deux classes; T~ ST laissera immobiles les lettres
de ¢, tout en mélant encore les lettres de deux classes. En l'adjoignant &
I, _s, on obtiendra un groupe J ne déplagant que 2p + 2« lettres, mais tran-
sitif ; résultat inadmissible (103).

107. 2°8i 1, est primilif, les lettres de I,_, formeront deux classes, con-
tenant respectivement p + « et p -+ f lettres.

Sia>>2,les déplacements que I, font subir aux lettres de la premiére
classe formeront un groupe alterné (Sur la limite de transitivité des groupes
non alternés, théoréme I); et, d’aprés I’analyse précédente, G contiendra le
groupe alterné, & moins qu’on n’ait « =g, et que les substitutions de I,_,
ne permutent de la méme maniére les lettres correspondantes des deux
classes.

- Soient respectivement a,... @, ... Za, by... bpy, ... Yo ces lettres; z.y, le
dernier couple de lettres introduit dans le passagedel, _ a I,_,.

Soit % la nouvelle lettre introduite dans le passage au groupe suivant I,.
Ce groupe, étant transitif, contiendra une substitution S qui méle dans ses
cycles les lettres des deux classes. Parmi les 2«1 lettres qu'elle laisse
immobiles, on peut admettre que se trouve I'une des deux lettres z., ¥,
par exemple y.. Car si elle laissait immobile b,, il suffirait de considérer au
lieu de S sa transformée par une substitution de I, _, qui remplace b, par y,.

Cela posé, si S mélait dans ses cycles les lettres a,...a,z, ... . aux
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lettres b,... b,y,... ya—,, il est clair qu'en J'adjoignant a I, _, on aurait un
groupe transitif, de degré moindre que I,, résultat inadmissible. Donc S
devra déplacer z. et celui de ses cycles qui contient cette lettre ne pourra
renfermer que des lettres de la suite b, ... by, ... Ya—sz.

Mais si z faisait partie de ce cycle, et y suivait z. 4 m rangs de distance,
par exemple, le groupe transformé de I, par S™, ne déplacant plus z, se-
rait contenu dans |, ; et ces substitutions déplaceraient x, sans déplacer sa
correspondante ., ce qui estinadmissible.

Il faut donc admettre que le premier cycle de S ne contient avec z. que
des lettres de la suite b, ... byy,... y.—,. Le second devra contenir z avec des
lettres de cette méme suite, ou des lettres de I'autre suite a,...7,_,.

Mais si ce cycle contenait z avec des lettres b,... y.—i., le groupe dérivé de
S et de I,_, permuterait d’'une maniére alternée les p 4 a1 lettres
b... yo_1zz d'une part, les p+a—1 lettres a,... z,_, d*autre part. Ce
groupe, réduit a celles de ses substitutions qui ne déplacent pas ces der-
niéres lettres, permuterait encore les autres d'une maniére alternée, et G
qui le contient serait alterné.

Donc le second cycle de S ne contiendra aucune des lettres b, ... ya—1y;
et S laissera immobiles « de ces lettres. Soit s I'une de ces lettres immo-
biles; I,_,, étant « 41 fois transitif, contiendra une substitution T d’ordre
p qui remplace s par y.; et T~ ST, qui ne déplace pas y., contiendra dans son
premier cycle la lettre que T fait succéder & x,, laquelle est de la suite
a, ... Za_y, etcelles que T fait succéder aux autres lettres du cycle, lesquelles
sont de la suite b, ...y« : on retombe ainsi sur un cas oi I'impossibilité
est démontrée.

108. Il faut donc supposer « << 2, << 2. D'ailleurs I, _ ne doit contenir
qu'une lettre de plus que I, _,, sans quoi, les lettres de I,_; se groupant deux
a deux en systémes, on pourrait appliquer le raisonnement qui précéde.

109. Supposons d’'abord «>>0, B>0; et soient a,...a,z, ... 2,
b,...byy,... ys les lettres des deux classes; z, la derniére lettre introduite.
Le groupe I, contiendra une substitution S semblable & A et mélant dans ses
cycles les lettres des deux classes. Comme elle ne déplace que 2p lettres,
elle laissera immobiles « + B+ 1 lettres de ces classes.

* Si elle laisse immobile une lettre de la premiére classe, on peut admetre
que c’est z.; mais alors il est clair qu’en adjoignant S& I, _, on obtiendrait
un groupe transitif contenu dans G, dérivé de substitutions d’ordre p et dé-
placant moins de lettres que I,, ce qui ne peut étre, par hypothése.

Si au contraire les '+ B+ 1 lettres que S laisse immobiles appartiennent
toutes 4 la seconde classe, on pourra admettre que dans le nombre se trou-
vent les B lettres y,, ..., ys que A ne déplacait pas; et celles des lettres
b, ... b, que S déplace, en nombre p— z—1 (on suppose p >3 et « <2),
ne pourront former un cycle a elles seules. Si I'une de ces lettres figure



- 221 —

dans le méme cycle de S que 'une des lettres g, ... a,, ce cycle ne contiendra
qu'une partie des lettres a, ... a,, et les autres seront contenues dans 'autre
cycle. Dés lorsil est clair que le groupe dérivé de A et de S, qui déplace
moins de lettres que I,, serait transitif, résultat inadmissible.

Supposons au contraire que S eit un de ses cycles formé des lettresa, ... a,
et I'autre des lettres zz, ... z, jointes  des lettres b. Le groupe I, contient
une substitution T d’ordre p qui déplace x.; son premier cycle sera formé
delettres de la premiére classe, parmi lesquelles p — « au moins seront des
a; son second cycle contiendra p lettres de seconde classe ; les autres reste-
ront immobiles, et 'on peut admettre que y; est de ces derniéres. Mais
alors le groupe dérivé de S et de T sera transitif, quoique déplacant moins
de lettres que I, ce qui est inadmissible.

110. 1l faut donc admeltre que 8 = 0; mais alors le raisonnement des
n* 63-64 montre que « doit étre nul aussi pour que I, soit primitif.

111. On aura donc x =3 =20; et I’on en conclut, comme au n° 105, que
si 2p + k est le nombre des lettres de G, on aura k<< 3. De plus, I'ordre de
G sera O(2p+1)...(2p + k).

On aura donc dans tous les cas k < 3.

Notre démonstration suppose que p est supérieur & 3. Mais on s’assure
aisément, en irailant directement le cas ot p =3, qu'on obtiendra pour kla
méme limite 3.

112. En raisonnant d'une maniére analogue sur les cas ou I'on a ¢=73,
% ou 5, nous avons obtenu des résultats tout semblables, qui peuvent se
formuler dans le théoréme suivant. '

TurorkMe. — Soit ¢ un nombre inférieur & 6; p un nombre premier quel-
conque superieur & q; Uordre d'un groupe primitif G qui contient une substi-
tution d’ordre p @ q cycles (sans contenir le groupe alterné) ne peut depasser
pq+q+1.



