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Remarque sur la réduction des intégrales abéliennes
aux intégrales elliptiques; par M. Emile PICARD.

(Séance du 7 novembre i88'i.)

Dans un Mémoire extrêmement intéressant, qui vient de pa-
raître dans le tome IV des Acta mathematica, M"*® Kowalewsky
cite le théorème solvant, qui lui a été communiqué par M. Weier-
strass, et dont M. Poincaré vient de donner une démonstration :

Si, d'une fonction S(v,, Vg» • • - 5 ^p? ̂ n i • • • ? fpp)» o/i peut, par
une transformation de degré A-, passer à une autre qui soit le
produit d^une fonction 2r de (p — i) variables et d9 une fonc-
tion 2r d^une variable, on peut toujours, par une transfor-
mation du premier degré, la transformer en une autre
Sr(^, v'a, ..., V p , Tu, ..., ïpp), dans laquelle

TU == ,9 Tl8 ==TU = . . . = Tip = 0,-

où y. représente un des nombres i, a, ...,(À: — i).

Je me suis, il y a quelques années, occupé de la question de la
réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques, dans
le cas où p == 2, et j^ai énoncé de la manière suivante une propo-
slion analogue à la précédente (Comptes rendus, 1881, et Bul-
letin de la Société mathématique, 1882) :

Dans le cas où, pour une courbe du second genre, il y a une
intégrale abélienne de première espèce, ayant seulement deux
périodes, on peut toujours, par une transformation du pre-
mier degré, obtenir un système d^intégrales normales dont le
Tableau des périodes soit

o i G D

o ç G-

Ce résultat ne coïncide pas entièrement avec celui de M. Weier-
strass; diaprés le premier théorème, on affirme seulement, en
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eHel, que l'on pourra avoir le Tableau de périodes

G
(2)

•k

o ^ 0 '

À' étant un nombre positif et y. un des nombres i , 2, .. .(A* — i).
Je ne sais si, dans le cas général, on pourrait préciser davan-

tage la forme de T^ (1 ); mais, pour le cas de p === 2, on peut cer-
tainement arriver à la forme (i) : cela résulte de la démonstration
que j'ai donnée dans le Mémoire cité; mais il ne sera pas sans
intérêt de montrer directement que l'on peut, par une transfor-
mation du premier degré, passer d'un Tableau de la forme (2)
à un Tableau de la forme (i).

Une transformation du premier degré transforme d'une manière
générale un Tableau de périodes

0

i
i
0

G'
H

H
G

en un autre
GI
Hi

Hi
Gi

où Pon a, pour G,, H < , G',, les valeurs données par M. Hermite.
Je me bornerai à écrire la valeur de Hi

^ ^ ^ (W)oi 4- (W).3i G + [<W)p3 -+- (ad)^} H d- (ad}^G'-^ (ad}^(W — GG")
* (^)ol+(a6)3lG-^-2(a6)o3H+(a6)o2G /4-(a6)23(H2—GG /) 5

où l'on a posé d'une manière générale

( ad ) ij = ai dj — aj di.

Les a, 6, c, d sont des entiers vérifiant les relations

(4)

C('Q â?3 -4- bo €3 — CQ 63 — do as == ai d^ -+- bi c^ — c\ b* — di a^ == i,
ct^d\ -\-b^c\ — Co AI — d^a\ == o,

Oo<^2 + 60^2 — Cy bî — dod^ === o,
ct\ o?3 -+~ bi €3 — Ci 63 — di 03 == o,
^2 ds 4- b^ (•3 — c^b-^ — o?2 03 == o.

( 1 ) La question vient d'être examinée par M. Poincarc.
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Or partons du système (2) où nous supposons a et k premiers
entre eux, et faisons-lui subir la transformation (a, b, c, rf), dans
laquelle on a

OQ = 0, «i == I , ' û^2 == 0, (^3 == 0,

&o == ^, 61 = — (A, 62 = o» 63 == À-,
CQ = — C j , Ci, Ça == 0, Ça,

(ifo == 0, 0?i = 0, dî = 1, 0?3 == 1 ;

Ci et €3 sont deux entiers uniquement assujettis à satisfaire à la
relation

pi 03 -+- koy = i.

On voit d^abord que toutes les relations (4) sont vérifiées. Cher-
chons la valeur de H < , en partant de la formule (3), où nous

faisons H == ^«

On trouve de suite

".-r
Nous aurons donc bien un Tableau de la forme (i), et Rentier D
qui y figure est égal à k.


