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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Sur une méthode élémentaire pour obtenir les développements
en série trigonométrique des fonctions elliptiques; par

M. P. ArpELL.
( Séance du 6 décembre 1884.)

D’aprés les notations de Jacobi, on a

-+ ®
Kz .
o (77) =2 (vrersgr,
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ces deux fonctions étant impaires, on a, en posant

Kz
91(?:) <

0) - (%) =§ Apenz,
(2) A_p= A,

Voici comment on peut déterminer les coefficients A,. En



— 14 —

chassant le dénominateur, on déduit de I'équation (1) la suivante :

+ o + +»
(3) 2 qrten= =E (— :)nqn’e'mE Agenz,
—o —ow —o
Si l'on effectue le produit de deux séries du second membre,
on doit obtenir une série identique au premier membre. En éga-

lant les coefficients de e”*, on obtient ainsi I'équation
qn’ =z (—— l)qu’Ap-v

la sommation étant étendue a toutes les valeurs entiéres de p et v
dont la somme est n

lJ. +v=n;
faisant donc

v=n-—u,

on a
p,:-l—m
= § n—y gni-2pn+ut A -
"t = (—n)n—tg B Aps
p.:-—w
d’ou, en simplifiant,
p.:—o-u
) (—r= Y (—orgEtenAy;
h=—o

en vertu de la relation (2), cette équation peut s’écrire
p=-+ew
(5) (—1)n = Ag + 2 (— Eg Ay (g2nh -+ g—2np).
=1
En faisant successivement

n=o0,1,2,...,

on a ainsi une suite infinie d’équations que doivent vérifier les

coefficients
AO; Ab Ai’ LIRS

On en tirera ces coefficients comme il suit.
Considérons les équations du premier degré, déduites de 'équa-
tion
w=m
(6) (—1)r= Ao+ 3 (—DkgH Ay (g + g—tik),
w=1
en y faisant successivement

n=0,1, 92, ..., M:



(7)

ces équalions pourront s’écrire

p=m
N
(6") (—)r=Ag+2 Z (—1)kgH Ay cos n po,
w=1
en posant, pour abréger,
anK'i
=—5

et, si I'on veut les écrire en détail, on aura le systéme

1=A¢—2qA, +2g%A; “Ho2(—1)mgrt Ay,
—1=A¢—2gA cosw +2g*Aycos2w +...+2(—1)gMm*A,, cosmuw,
I=A;—2gAjcosaw +2g*Ascosfw  +...+2(—1)"g"m*A,, cosamuw,

(—m=A)—2gA cosmw +2g+A; cosamw +...+ 2(—1)ngm A, cosm2o.

Il est facile de tirer de ces équations I'expression d’un des coef-

ficients A, ou plutdt 2(—1)*A,q¥, u étant supposé moindre
que m.

Pour cela, je remarque que le systéme plus général

j 1=A +B +...+L,
cosh = A cosz2a -+ Bcosb ...+ Lcosl,
(8) { cosaA = Acos2a -~Bcos2b +...-+ Lcosal,

cosmA = A cosma-+ Bcosmb + ...+ Lcosml,

ou le nombre des lettres a, b, ..., [ est égal au nombre (m + 1)
des équations, se résout de la facon suivante. Le déterminant des
coefficients des inconnues A, B, ..., L est

1 T e I
Aa, b, ..., 1) = cosa cosb ... cosl
cosma cosmb ... cosml
et 'on reconnait immédiatement (') que ce déterminant peut

s’écrire
A(a, b,...,1)=P.l(cosa— cosb),

(') Ce déterminant, avec d’autres plus généraux, a été développé par M. Fouret
(Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 2 décembre 188%).
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ou P est une constante numérique et oii le produait II est étendu
i toutes les différences des quantités

cosa, cosb, ..., cosl,
prises deux a deux.
D’apreés cela, la valeur de A, tirée des équations (8), est

_A(\bye, .l 0)
= A(a, b,c, ..., 1)
c’est-a-dire

__ (cosA —cosb)(cosh —cosc)...(cosh —cosl),
" (cosa— cosb)(cosa — cosc) ... (cosa— cosl)’

(9)

en faisant une permutation de lettres, on déduira de 1 les valeurs
de B,C, ..., L.
Remarquons maintenant que les équations (8) se réduisent a (7),
si l'on fait, dans (8),
A=A, B=—2A,q, C=2A.¢%, ..., L=(—1DmApugm,

A=m, a=o0, b=w, c=20, ..., Il=mo.

On aura donc le coefficient A,, en faisant ces substitutions
dans la formule (9), ce qui donne

(10) Ao — (1+ cosw)(1+ cos2w) ... (I+cosmw)
T (F1+ cosw)(—1+cosaw)...(— I+ cosmw)’

puis faisant croitre m indéfiniment. D’une fagon générale, on aura
le coefficient

(= ')“‘9“’ A!J.;
en faisant, dans (9g),
A= T™T, a= Wy,
b, ¢, ..., layant les valeurs
0, w, 20, ..., (k—1)w, (Lk+1)w, ..., Mw.
On a ainsi
2(—1)kgA,

_ 2(1+cosw)(1+cosaw)...[1+cos(p—1)w][1+ cosp+1)w]...(1+ cosmu)
7 (1—cos p )(COS W — COS ) ... [COS (. — 1) — €O0S pw] [ o8 (@ ~+1)w — oS pw]...( cos mw — cos y.m)'

Changeons les signes des . premiers facteurs du dénominateur, ce
qui revient i multiplier les deux membres par (—1)¥, on peut
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écrire
v=p—1 v=m
1 II COSVW -1 COSVW -+~ 1

(cospw —1) - COS o — cosw.ov;w_l COSYW — COS W

(11) gV A, =

Ces deux produits qui figurent dans cette expression se transfor-
ment ainsi qu'il suit. On a identiquement

COS VW —+1 _ q’V -+ q—‘!V —+ 9
COS ) — COSVWD g+ g~ — gV — =
= q!p.—:v (I + q!V)’

(l _— qap.+zv)([ [ qu.—.zv)
d’aprés cela, on a
v=g—-1 ( ’v)
COSVO +1 ) 1+q
].—.[ COS A — COSVW qp‘ # II ([_ q!p.+!v) (l — qu,_gv)

v=1

et, si 'on remarque que v, variant de 1 & p.—1, la différence
p — v varie également de1 a p—r1,etlasomme p+v de p+1

a 2 —1, on peut écrire
V=u-—1

vt (14 gq¥)

=
COS VW I v=1
_— =gk (1—g2 ST
II €OS Lty — COSVW 7 ') =3 -1

(1—g®)

v=1
De méme, le second produit peut s’écrire, en vertu de I'identité

COSVYW ~+ ¥ _ ([+qlv)’
Cosvw — cospw (1 — giv-3k) (1 — gv+ii)’

vem I_I (1+g»)

I-[ cosvw -1 . V=Pt .

COSV® — COS . Y=m ’

V=41 I I (l — qav-zp.) (, —_ q1v+2p.)
V=1 .

et, si l'on remarque qu’au dénominateur la différence (v — ) varie
de 1 2 (m — ), et la somme (v + ) de (20 1) & (m + ), on

peut ecrire v
H (1+ gy

I—i cosyw —+ I 1— g

COSVW — COS AW (|+q’l1) v=m— v=m+

v=Wp+1 ’ H (l_qiv) ]] (1._q2V
v=2

XL, ) 2
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remplacant, dans Pexpression (11), en remarquant que

I—ght  1—gq%
(1+ g2 )~ 1+ g%

el que
1 ____2g%
1 —cospw  (1— gy
on a enfin
vy=m
l (1+¢%)
A, — 2q* v=1
‘F—lq_qu. V=m—p V=map
II (1—g®) “ (1—g%)
v=1

Telle est la valeur que 'on tire pour A, des (m — 1) équations (7);
pour avoir le coefficient A, du développement cherché, il faut faire
croitre m indéfiniment. On a donc, en posant

V=
(1+ gy
Q= Il(l—g”)
v=1
_ _29%
o T+ q2% <

d’ailleurs I'expression (10) de A, donne immédiatement A, = Q.
On obtient ainsi le développement bien connu

8:(z) prs
6(z _Q<l+42d 1+ g2 C‘)ST>.

D’aprés les formules indiquées dans le Traité des Fonctions
elliptiques de MM. Briol et Bouquet (p. 479), on a

— p=c \
8;(z) =™ I qv prz
8(s) 2K \/k'(l+4zl+q’u-cos K
p=t

\

La comparaison entre ce développement et celui que nous venons

™ 1
28K \/7?’ =Q

ce qui est d’accord avec des formules bien connues, dues a Jacobi.

d’é¢tablir donne




