BULLETIN DELA S. M. F.

A.P. STARKOFF

Sur la résolution des problemes géométriques
par le calcul des variations

Bulletin de la S. M. F., tome 13 (1885), p. 132-142
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1885__ 13 132_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1885, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1885__13__132_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 12—

Sur la résolution des problémes géométrigques par le calcul
des variations; par M. A. Starxkorr.

(Séance du 18 mars 1885.)

Parmi les problémes géométriques sur le calcul des variations,
qui ont pour but la recherche des courbes, on rencontre des
questions qui, par la forme des données, peuvent étre résolues
seulement en prenant I'arc s pour variable indépendante. Encore
Moigno (*), étant tombé sur des cas de cette nature, a indiqué la
voie qu’il faut suivre lorsqu’on prend I’arc s pour variable indé-
pendante. Le procédé proposé par Moigno est fondé sur les consi-
dérations suivantes. Comme les accroissements de chaque coor-
donnée x et y séparément ne doivent jamais étre plus grands que
I'accroissement de l'arc s, il suit que les relations entre I'arc s
et chacune des coordonnées ne sont pas toutes géométriquement
possibles. Comme exemple, Moigno indique

y=a-+bs, ou b>1,

équation géométriquement impossible. Il est évident que dans la
résolution des problémes géométriques sur le calcul des varia-
tions, dans le cas ou l'arc s est pris pour variable indépendante,
les fonctions géométriquement impossibles semblables a celle qui
vient d’étre citée ne doivent pas entrer dans I’expression sous le
signe . Arrivé a ces conséquences, Moigno indique un moyen
pour faire entrer dans la représentation analytique du probléme
seulement des relations géométriquement possibles entre I'arc s et
les coordonnées. A cet effet, il faut introduire dans le probléme la

.. , ., dx d . ,
condition que les valeurs des dérivées — et 7‘% soient renfermées

entre les limites 4 1 et — 1. Cette condition, a I'avis de Moigno,
peut étre introduite en supposant que les dérivées dont il s’agit
sont liées entre elles par ’équation

) A\ 2 dy \2
(1) (%E) +<?l%/> —I1=o0.

\ /

(') Moo, Calcul des variations, p. 235, etc. Paris, 1861,
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Mais il est évident que celle équation est loin de renfermer
tous les cas, c’est-a-dire de déterminer toutes les fonctions pour
lesquelles les conditions

. dr dy
(2) —:-1>‘7§>—| et +1>$>-—|

sont remplies ('). C’est pour cela que l'introduction de 1'équa-
tion (1) dans I'expression analytique d'un probléme géométrique
sur le calcul des variations, introduction effectuée pour restreindre
ce probléme par les conditions (2), en retranche une infinité de
relations géométriquement possibles pour lesquelles, quoique 1'é-
quation (1) n’ait pas lieu, les conditions (2) sont remplies. Par
conséquent la résolution du probléme sous cette forme n’aura pas
le degré de généralité voulue, qui peut étre obtenu seulement par
I'introduction dans la représentation du probléme de toutes les
relations géométriquement possibles entre I'arc s et les coordon-
nées x et ).

D’autre part, il est facile de voir que pour chaque point ordi-
naire (2) de la courbe (fig. 1) a lieu I'équation

; g de\* [(dy\* | _
(1) dr?+ dyi=ds* ou \E)-r‘<ds>——‘l—-0,

ui cesse d’exister au point sinowlier ( fig. 2). (Pour mon but, 1l
q [ 8 S8 )

Fig. 1. Fig. 2.
—
ds [ ds/
dy y
dx dz

suffit d’avoir en vue les points anguleux). Mais les conditions (2)
sont remplies indifféremment dans les points ordinaires et dans
les points singuliers en exigeant seulement que la ligne soit con-

(') Par exemple, I'équation

/d, m d/*u
(F)+(G) =0

/
o m et n sont réelles et positives, présente un cas plus général que Péqua-
tion (1).

(*) Joroax. Cours d’Analyse. t. 1, p. 108, etc. Paris, 1881,
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tinue suivant sa longueur. Donc I'équation (1) exprime la condi-
tion qui détermine les courbes continues, construites suivant
toute leur longueur d’aprés une loi donnée, tandis que les inéga-
lités (2) peuvenl également se rapporter soit aux courbes com-
posées de points ordinaires, soit aux lignes continues dans leur
longueur ayant un nombre indéterminé de points singuliers, c’est-
a-dire aux lignes brisées qui se composent de morceaux de lignes
courbes (fig. 3) ou droites (fig. 4). Donc la résolution du pro-
Fig. 3. Kig. 4.
e \//// b\//
| o § . /
/ : ‘ /

bléme géométrique sur le calcul des variations avec l'introduction
de Péquation (1) équivaut a éliminer les lignes brisées et a tenir
compte seulement des courbes construites suivant toute leur
longueur, d'aprés une loi déterminée. Au contraire, la résolution
du méme probléme, d’aprés les conditions (2), a un caractére
plus général et embrasse aussi-bien les lignes courbes que brisées.
Dans la recherche d’'un maximum ou d’'un minimum de I'inté-

grale

Xy
(3) f (o, 3, Y1, )2 ooy Y n) day

Xy

OU )y, Vay ooy n Sont les dérivées successives de », on tient
compte seulement des fonctions » = F(x) qui représentent des
courbes continues, c’est-a-dire les .valeurs de y, pour lesquelles
I’équation

dr \? dy\?
(1) (I) +<j.}s'—,)|—l=0

\

a lieu en général. Si, dans ce cas, on obtient dans la solution
méme des points singuliers, I'intégrale ne sera ni maximum, ni
minimum ().

(') En effet, soient, par exemple,

.y
v [T v= ey
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Mais, dans la recherche d’'un maximum ou d’un minimum de
Vintégrale

&1
(4) [ (371"}'7‘7"1'}'15‘1'27]'29 ceey Iltp}'n’dsy

'S
limitée seulement par les conditions

(2) 1l dT i to— oy
) — 1 _> dé —1 ¢ —rl/a— >—1,

intervient encore outre toutes les fonctions qui entrent dans l'in-
tégrale (3) et qui représentent des courbes, une nouvelle série
de fonctions qui représentent des lignes brisées et qui disparaissent
de I'intégrale (3). Mais, si nous limitons I'intégrale (4) par l'intro-
duction de I'équation ( 1), nous en excluons par cela méme les
lignes brisées, et le résultat obtenu sera complétement identique
avec celui que I'on trouve dans la recherche du maximum ou du
minimum de I'intégrale (3). Donc, la résolution du probléme géo-
métrique par le calcul des variations sous la forme

$1
)
(5) of ?(57 Zy Yy X1y )1y Tay Vo -H)xna.y")ds:o'
$

o

la condition pour un maximum ou un minimum sera

oy d ov dv oy X v

a‘-}—,—%;’zzo o = — o — e ) — e ), =0

(@) oy odrady, oyoay, dy

Soit la courbe trouvée
F(z,y,a,b)=o,
nous avons
oF  oF 0*F 0°F o*F oF
(#) Ty T T gt Tt =

En substituant les valeurs de y, et y,, déterminées par les équations (8), dans
I'expression («), nous obtenons
v #?v \ oF v oF o /0*F F o'F 2)__
(5—mw) 5 5, o_x+m<ax* *owoy” T o) T

Mais, pour le point singulier, nous avons

oF oF

— —_— = 0
ox !

=0

Lo N . . . Lo
par suite po = o, et l'intégrale donnée ne sera ni maximum ni minimum.
1
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avec les conditions (2), sera plus générale que celle de la forme

"y
(6) g / Yz, 31 )1 Y00 - Yn)de = o,
e
parce que daus le cas (5), outre les courbes, on introduit dans
P’intégrale aussi les lignes brisées.

Pour illustrer ce qui a été dit, nous examinerons le probléme
de Newton sur la surface de moindre résistance. La voie générale-
ment usitée pour la résolution de ce probléme consiste a rendre
égale a zéro la premiére variation de l'intégrale

fartas,

aprés l'avoir préalablement réduite a la variable indépendante «
a I'aide des formules
dy dy P

P = ‘l‘l;, [luV = (l.L', Ji= —(E LI ey

cn vertu desquelles nous avons

3 fortds=3 [yyrdy =3 yiide=o;

d’ou, les opérations indiquées effectuées, on trouve l'équation de
la courbe

_ (=prr 31 '
Yy =c P3 y X = Cq ZF-‘P}")—Z—I— ogp -+ Cq.

On obtient la méme courbe en résolvant le probléme sous la
forme

(7) 3 [ Dot =Mt rt - nlds=o.

En effet, on tire de (7) deux équations différentielles

oy il_ o L v d ov
Jr  ds oxry o ¢ dy  ds oy %

dont I'intégrale sera (')

oy v
= 7y -2 22 Y
(8) 0= Ty 3 ou A-yy}=o.

(') Moiexo, Calcul des variations, p. 240. Paris, 1861,
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D’autre part, de I'équation

.‘l’; d odv
oz ds oz,
dp

¢ ne contenant pas x et Y étant égal & zéro, nous obtiendrons
% _ 2¢; 0u A +cy=
oz, 1 1 1=0,

d’oti la valeur de A se déterminera ainsi

En portant cette valeur dans I'intégrale (8), nous avons
yriyt = e,

d’ou, en substituant pour z, et y, leurs valeurs

_dx 1 _dy P
S E T g T & T i

on trouve
(1+p2)2
C) ————>

y= i

I'équation de la méme courbe que nous avons obtenue en pre-
nant z pour variable indépendante.

Mais Legendre (') avait déja indiqué que la solution obtenue
ne présente pas un minimum et gu'une ligne quelconque de zig-
zag ou brisée donne la surface de moindre résistance. En introdui-
sant, conformément & ce qui a été indiqué plus haut, cette ligne
brisée dans la représentation analytique du probléme, c’est-a-dire
en prenant la variation de l'intégrale

sans introduire ’équation (1) comme restriction, nous avons

do d v

oy Ay

(') LeceNore, Memoire sur la maniére de distinguer les maxima des minima
dans le calcul des variations (Memoires de l’Academie de Paris, p. 24: 1786).
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ou

d
7:(}/? +3y ")*o,

dy dy,
=—==0 et y} =
I=gs Yie3yg ds
La premiére de ces équations appartient a ’axe de révolution
ou a chaque droite qui lui est paralléle, mais la seconde équation,
aprés avoir séparé les variables et substitué

ds = ﬂ
X1
a ds, donne
(l‘}’ d‘V1 .
-3 22 =z=0 ou yy¥ =rc,;
¥ i Jri 1
d’ott
cy (1-+ p2)
(9) y:ﬂ ou y:c,T,

équation de la courbe relativement & laquelle Legendre (Mém.
t., p- 24) a déja remarqué que sur elle 'intégrale de la résis-
tance a un minimum absolu.
Pour la détermination de x, nous avons

97!1 = -2 ou do= Vizy dy,
dr \/1—)’ Y1
d’ot
z—f\/l—_yld}’ 'y‘"L‘/ ¥ dys -+ Ca.
yi \/l—.}’t

En effectuant ici I'intégration indiquée en y substituant la va-
leur de y tirée de 'expression (g) et posant, pour abréger,

. —
Veo=a et —3icilogei+co=0b,

nous obtenons I'équation de la courbe sous forme finie

Il est facile de voir que sur cette courbe l'intégrale de la résis-
tance a une valeur moindre que sur la courbe de Newton. En
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effet, sur la courbe de Newton, déterminée par I'équation

([._l_’ﬂ\}

y=a P’

J

'intégrale de la résistance obtient la valeur

kfyy‘{ ds=lcc1f('+_m)2 p? ] ds=k01ft/—l+l” ds.

P iy

Mais, sur la courbe de Legendre indiquée ici et déterminée par
I’équation
(1 p2)2
Y = ——p—:,‘——-,
nous avons

1+ p?)
k/yyi‘ds:kc,f P{:

ce qu'il s’agissait de montrer.
Surla fig. 5 la courbe continue est celle de Newton, la courbe

3
2

3
P 5 ds = I.'c,fds,
(1+p2)?

Fig. 5.

V]

0 Y

pointillée est celle de Legendre; elles sont construites avec les
mémes valeurs des constantes arbitraires.

Il est facile d’obtenir les mémes résultats aussi dans le cas ou la
surface de la moindre résistance est limitée par une condition,
par celle. par exemple, de contenir un volume donné. Dans ce cas
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la résolution du probléme, la coordonnée x étant prise pour va-
riable indépendante, s’obtient de I'expression

P’ 2> -
8,/‘(‘71—!—])"—"“}/ dz = o,

ou de I'expression
af[}'}’?‘i"“.)”\/l — ¥+ M@ 4yt —1)]ds=o;

dans 'un et dans l'autre cas on obtient comme solution la courbe
déterminée par 1'équation

_2ypd

10 ay?-+ ¢
o) R TEY T

Mais, comme M. Todhunter a montré (') que la solution obte-
nue ne présente pas un minimum, et que l'intégrale de la résis-
tance sur une certaine ligne brisée formant par la révolution un
solide de méme volume a une valeur moindre. En introduisant
cette ligne brisée dans la représentation analytique du probléme
en se fondant sur les considérations ci-dessus exposées, c’est-
a-dire en admettant ’arc s pour variable indépendante, sans res-
treindre cette variable par I’équation (1), nous obtenons

Sf(yy? + a2yt 1—yi)ds = o;
d’ou il est facile de trouver I’équation de la courbe

e 2yp?

11 oy2 4+ .
(11) Y Vi—+p? T+ p)

Afin de montrer que le minimum de l'intégrale de la résistance,
déterminé par la courbe (11), est moindre que celui qui est dé-
terminé par la courbe (10), nous résolvons les deux équations (11)
et (10) par rapport & ), et nous obtenons de (11)

I PR VARSEESE]

(') TopnesTer, Researches in the calculus of variations, p. 200. London, 18-¢.

(11y) y:i(—




— 141 —

et de I'équation (10) nous trouvons

PUELD S A () )
(104) Y=z O pip ll \/I acy ——;)s— .

En désignant, pour abréger,

1
(14 p?)?

— )

g
P=ac .

et en décomposant dans les expressions (11,) et (10,) les radicaux
en séries, nous avons, dans le premier cas,

(112) “l——P:l—;————._;_,_.._,

et dans le second cas, c’est-a-dire pour (10,),

( 1 P 1 pe
\\/I—P(!+1ﬂ)2=l—;(l+p)“——s—(H—p*)
(102) « ) N
_E(I_j_ 22_3&(14_ 252
\ 16 - P?) 128 TR T

En substituant ces valeurs des radicaux dans les expressions (11,)
et (10,) pour y, nous obtenons, pour (11,),

y= U s

1 pd P P b2  5Pps '
a (1-+pt)? 2 8 64 )’
et pour (10,),

I 3
Y= £

P’ 2; P 2';'
Sl pp a2t Te ) [H-Z(I—FP )?

2

p2 5P3 3 :
J— 2 A, 2)2
—+ 8 (1+ p?) + 64 (1+ p?) +J
En introduisant les expressions ainsi obtenues pour les » dans
I'intégrale de la résistance
k f Jyids,

nous trouvons la valeur de cette intégrale pour la courbe (11),

" k P Pz 5P
Y g3 = - - o —_—— . .
/‘/}~1'ds“zaf<'+4+8+6/, : )ds
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et, pour la courbe (10),

k P, 1 P
Icfyy’,‘ds=2—°tf[1-rz(l——p’)’+?(l+p’)

& 3 1
+3—]:(1+ P, .](l"i— pt)ids.
4

Il est évident que la valeur de la premiére intégrale est plus
petite que la valeur de la seconde (). C. Q. F. D.

(') A Paide des mémes raisonnements il serait facile de faire voir que la sur-
face de révolution & résistance maximum comprenant un volume donné, déter-
miné conformément aux considérations indiquées plus haut, donne une valeur
plus grande pour lintégrale de la résistance que celle obtenue en prenant la
coordonnée x pour variable indépendante.



