BULLETIN DELA S. M. F.

MAURICE D’OCAGNE
Sur une suite récurrente

Bulletinde la S. M. F., tome 14 (1886), p. 20-41
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1886__14__20_1>

© Bulletin de la S. M. E., 1886, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1886__14__20_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sur une suite récurrente; par M. Maurice p'OcacnE.

(Séance du 18 novembre 1885.)

1. Le sujet traité dans le présent Mémoire, quoique élémen-
taire par le fond, se préte, comme nous espérons le faire voir, a
des développements assez curieux.

Nous y envisageons une notion nouvelle qu’on pourrait, sans
doute, faire intervenir dans d’autres genres de questions, etdont
voici la définition.

Supposons que des quantités Q,, Q,, ..., Q, dépendent de
certains paramétres p, a, b, c, ..., le nombre n de ces quantités
étant lui-méme fonction des paramétres p, a, b, ¢, ... :

n=¢(p, a b, c ...).

Supposons en outre que, pour chaque valeur de p, le nombre n
ait une limite supérieure N qui dépende uniquement de p,

N =f(p).

Si, pour un certain syst¢tme de valeurs de p, a, b, ¢, ..., on a
o(p,a,b,c,...)=N,

c’est-a-dire, si le nombre n des quantités Q a la valeur maxima N
compatible avec la valeur de p considérée, nous disons qu’il y a
plénitude des quantités Q.

On trouvera dans ce petit Mémoire plusieurs propriétés nou-
velles de la célébre suite de Fibonacci.



2. Dans une suite récurrente proprement dite chaque terme
est uné fonction linéaire et homogéne d’un certain nombre n des
termes qui le précédent immédiatement.

Une telle suite est définie, en outre de la formule ou échelle de
récurrence, par les valeurs arbitrairement attribuées aux n pre-
miers termes.

Ainsi la suite récurrente

Uo, Uy, Ug, U3, ey Up, e
est définie par I'échelle
Up=alp 1+bUpgt...+1Up_p,

et par les valeurs des n termes initiaux U,, U;, Uy, ..., U,_,.

Si, conservant la méme échelle, on suppose tous les termes
initiaux nuls, a I'exception du dernier U,_, pris égal a 1, on ob-
tient ce que j'appelle la suite fondamentale de la précédente,
suite que je représente par

Up=aUp_ 1+ bup_s+...+ lup_p,

Uo =0, U, =0, ceey Up—2= 0, Up—1=1.

Dans ma Théorie élémentaire des séries récurrentes ('), j'ai
démontré le théoréme que voici :

Le terme général d’une suite récurrente, a échelle ¢ n
termes, s'exprime en fonction linéaire et homogéne de n termes
consécutifs de sa suite fondamentale, les coefficients de cette
Jorme étant des fonctions des n termes initiaux de la suite
considérée.

3. Je vais rappeler la démonstration que j’ai donnée (2) de ce
théoréme, pour le cas d’une échelle a deux termes, auquel se rap-
porte la présente Note.

Etant données la suite définie par

Up=aUp_+bU,_,

et les valeurs des termes initiaux U, et U,, considérons la suite

(') Nouvelles Annales de Mathematiques, 3¢ série, t. III, p. 65.
(*) Loc. cit., p. 71.



fondamentale définie par
Up= aup_1+ bup_s,
uw=o0, wu=rI,
et posons, pour toute valeur de p,
Vp=U,— Uyup.
En vertu des formules précédentes, on voit que
Vo= aVy_1+bVp_s.
D’ailleurs, on a
Vo=Uy — Ujuo=U,,
Vi=U; —Ujuy =0,
Vo=aVi+ bVy=bU,.

Ecrivons alors la formule de récurrence qui lie les quantités V,
en divisant ses deux membres par bU,,

Vo Vo Vo
30, = %30, *lou,

Comme nous avons

Vi “
5U, =0 = Uy,
Vs

70, - T

nous en déduisons

par suite,
Up= Ui Up—+ Vp= U,u,,-+—onup_.1,

formule qui traduit, pour le cas d’une échelle a deux termes, le
théoréme énoncé plus haut.

Cette formule n’est pas sans importance. En outre des applica-
tions que j’en ai données dans le Mémoire d’ou elle est extraite, je
I'ai appliquée depuis dans ma Note Sur une série a loi alter-
née (*).

La présente Note a pour but d’en développer une nouvelle ap-
plication.

(') Bulletin de la Societe mathematique de France, t. XII, p. 78.
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4. Jétablirai auparavant quelques propriétés de la suite de
Fibonacci, dont j’aurai besoin au cours de ce travail.
On sait que cette suite est définie par
Uy=o, w=rt,
Up=Up_1—+ Up_3.

C’est donc une suite fondamentale. Ecrivons-en quelques termes

My Wy W3, Uy UG s, W, U, uy. My, Wy, Uy Upy. 3. ",
o 1 1 2 3 5 8 13 2t 34 55 89 144 233 377
On peut prolonger cette suite au-dessous de «, au moyen d’in-
dices négatifs, et je dis que I'on a
(2) u-p=(—1)r+tu,.
Supposons, en effet, la formule vraic pour les indices p —1
et p — 2. Nous avons évidemment
U—p=—U—(p—1)+ U—(p-2)
=—(—0Pup_+(— 1) upg =(— )P+ (Up—y +Up-g) =(—1)PHup.
Or’la formule se vérifie pour p=o et p=1. Elle est donc

établie.
L’équation génératrice de la suite de Fibonacci est

(3) x2— 2z —1=o0,
dont les racines sont
1+ v/5
=—>
positive et supérieure a 1,
1— 5
2 = )

négative ct inférieure a 1 en valeur absolue.
On a, en vertu d’une formule connue,

R
2 -2

Uy = ————
r Ty — Ty

D’aprés cela, on peut écrire

i i D+1 P+l
i=p Ex,— Ez‘z 2 1 xh '
i=0 i=0 ry—1 Ty — 1
U= =
X — Ty X, — Ty

— (2R — b+ ) + 2y 2y (2] — ) 4+ 2y — 22
(.Z" — .Z‘g)(.’l'l — l)(-z",—'l
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Or, x, et x, étant racines de I'équation (3), on a
T4 Ty =—1,

(1 —1)(#g—1)=—1;

par suite,

— 1 =Upy1+ Up—1]

i=p .
2“' _ it —ahtt | ol —af
;=
Ty — Ly Ty — Tg
=0

ou, d’'aprés la formule de définition,

i=p

(4) Nui=wpia—1.

i=0
Cherchons maintenant a effectuer la somme
i=p
E(—l)"u,~= Up— Uy~ Us— Uz —+ Up—. ..+ (—1)PUp.
i=0
Elle peut s’écrire, en vertu de (2),

—(Ug+ U+ U_g+ U_3+...+U_p);
par suite,

i=

P i=p
2(— 1) u,-:-—-E U_;.
i=0 i=0

Pour cette somme, on trouvera, comme précédemment, en re-
résentant par z, et z, les racines de I’équation
1 2

(5) x4 x —1=o0,
i=p
Voo B P )
—l = ] g J
(&) — @y)(2) — 1) (T —1)

i=0

Ici, d’apreés (5), on a

Fy@y=—1, (Zi—1)(Ty—1)=1,
et, par suite,
i=p ,
Pt — x'pt x'P—
2“—:‘=— ‘p, ,’P - '7 ,’p+l
4 z' — oy Ty —xy

i=0

== U_(p+1)— u_,,—i— I1=-—U-(p-)+ 1.



Donc
i=p
(6) D=t =(—nrupi—1.
i=0

Le rapprochement des formules (4) et (6) fait voir que, si p est
impair, on a

i=p i=p+38
U= 2 (— 1wy,
i=0 i=0 .

et, st p est pair,
i=p+3

iipu;=—‘ 2 (—Diu;—2.

=

J'établirai enfin, au sujet de la suite de Fibonacci, une derniére
formule dont j’aurai besoin plus loin.

On a
. Zo \P—t
P P ol — 2 (J)
Up _ 1 —%2 _ 1 .
Up—;  whi— xht — ()
21

Laissant ¢ fixe, faisons croitre p indéfiniment; z, étant, en va-

e pg . N . 29 \ P—i .
leur absolue, inférieur & z,, on a lll’ﬂ(f) = o, et, par suite,
1
. u ;
7) lim —2 = 2%
Up—i

5. Je vais maintenant aborder le probléme que j’ai en vue dans
cette Note, et qui est le suivant :

Entre deux quantités données, en insérer un certain nombre
d’autres,. telles que, dans la suite ainsi obtenue, chaque terme
soit égal & la somme des deux précédents.

Soient a et b les quantités données. Supposons b > a. Il s’agit
d’insérer, entre a et b, p quantités a,, ay, ..., o, telles que, quel
que soit Z, et en posant ay= a, ap,,= b, on ait

A= Qjg =~ Aj—9.
D’aprés la formule (1), on aura

b= ap1=% Upri+ aUp,
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“p et upyy étant les termes d’'indices p et p + 1 dans la suite de
Fibonacei. De 13, on tire

_b—au,

Ay == ———— e
Up+1

La formule (1) donne encore

b—au bu;—a(upyu;— Upiq Ui
A=A U+ AUy = ————’-’-u,'+ au;—y = U ( P pt ‘)-
Up+1 Up+1

Les quantités a et b étant quelconques, nous pouvons faire
a =1y, b= up,y. Nous avons alors a;_, = u;. Donc

Upra Uiy — Uy (UpUjg — Upsy Ui—3)

U=
Up+q

ou, puisque u, =1,
Up+1Ui— UpygUi—g=— (UpUj—g— Upt+qUi—3).

Faisant décroitre simultanément les indices p et ¢, on a succes-
sivement

UpriUi— Uprs Uiy =— (UpUi—y — Up+y Ui-2)
= Up-qUi—g— Up U3

= (— )N (Upjra Uy — Up_jag o) = (— 1)1 Up_i15;
par suite,
UpUp— Upig Uiy =(— 1) Up sy,

Remarquons en passant que c’est la une propriété intéressante
des nombres de Fibonacci ('), propriété dont la généralité exige

. .

la considération des termes a indices négatifs qui ont été définis
plus haut. Grice a cette formule, la valeur de 2; peut étre misc
sous la forme

_ buj+a(— |)"up+,_,~.

(8) %=

Up+1

Remarquons que les termes u; et up,_; sont équidistants des
extrémes dans la suite

Ugy Uy, Uy «ovy Up—qy, Upy, Upty,

ce qui permet de retenir trés aisément la formule.

(*) Pour i = p, cette formule donne w; = w,,u, -i-(— 1)’
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6. Le probléme est résolu; nous allons le discuter en supposant
a et b positifs.
a et b étant posiltifs, on voit que tous les termes a indice pair
sont nécessairement positifs.
Les termes d'indice impair sont positifs a partir du terme a4,
tel que
Up+2k -2 2 Up+ok,
Usf—1 a Usgsr’
il y a alors k& termes négatifs.
En particulier, si

b
up < 2’
tous les termes sont positifs. Si de plus

buy—au
P
—_— >a,
Up+1

ces termes vont continuellement en croissant de @ a b. Or, puisque
u,=1, cette condition peut s’écrire

b> a(up+ upsy)
ou

u -
p+1<a

Il ne peut y avoir de termes négatifs que dans la premiére moi-
tié de la suite. En effet, si le terme a.z,, est dans la seconde
moitié, on a forcément

Up—2k
Uz fe+1

b .
et, comme ~ >1, a fortiori,

Up—2k b

Uzk+1 a

ce qui démontre la proposition avancée.

7. Nous allons maintenant chercher, pour une valeur donnée,
le nombre maximum de termes négatifs que peut renfermer la
suite considérée.

Supposons d’abord p impair, p = 2n + 1.
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Il existe alors un terme du milieu, pour lequel u;= up,_i; la
valeur de ce terme peut donc s’écrire

(b*xa)u;
Up+1 ’

qui est nécessairement > o.

s

Ily a deux cas & considérer suivant que n est pair ou impair.

1° n pair. — Le terme du milieu est a,,. Le terme précédent
a, étant & indice pair est nécessairement positif. Le terme le plus
haut qui puisse étre négatif est

_ bun_1— autpis

%n—1
Usin+3

Pour qu'il soit négatif, il faut que

Un+3 b

Up--1 a

Il y a alors ';L termes négatifs.

2° n impair.— Le terme le plus haut qui puisse étre négatif est

bu,— aupis
Ap = ———————————— ¢

Usn+2
Il le sera, lorsque

et il y aura alors 22=* termes négatifs.

Supposons maintenant p pair, p=2n. Il n’y a pas de terme
du milieu. Deux cas & considérer :

1° n pair.— Le plus haut des termes qui puissent étre négatifs
est

bun—y1— atnis

bt = Uzn+1
11 est négatif pour
Un+-2 l_’
Up—q a ’

etily a alors g’ termes négatifs.

2° nimpair. — Le nombre des termes négatifs est. maximum
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lorsque :
) = bu, — auypy
" Usn+1
est négalif, c’est-a-dire lorsque
Upiq é_
Un @’

. n-—+1
et ce nombre maximum est .

Si ’on compare les quatre cas qui viennent d’étre envisagés, on
voit que I'on peut énoncer cette proposition générale :
Si Uon insére p termes entre a et b, et que I(f) représente

le plus grand nombre mpar inféricur ou égal a la partie en-
tiére du quotient de p par 2, la suite aura son nombre maxi-
mum de termes négatifs si

o1(3)+1 g3

“

et ce nombre sera
Ce nombre peut encore s’exprimer d’une autre fagon. Repré-
sentons par E(g) la partie entiére du quotient de N par 2 et,
ainsi que nous I'avons fait dans une autre Note (), par G(g) la
différence N—E(g)- Nous voyons alors que le nombre maxi-
mum de termes négatifs peut dans tous les cas s’exprimer par
)
G| =221.
2
De 13, on déduit cette formule

2 2

(*) Voir Bulletin de la Soci¢té mathématique de France, t. XII, p. 87.
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Faisons, par exemple, « =1, b = 4, p =12. Nous avons

(#)="

P
+1—I{% ) =8;
prr=1(2)=s;
ug 21 .
—_— I e— ul est - ou 4.
Us 5 q > a 4
Donc la suite considérée aura son nombre maximum de termes

négatifs et ce nombre sera

|+I(§>

2

= 3.

Effectivement, cette suite est, par application de la formule (8),

o,. oy oty. o os. g Oy Oy Oy Oy Oy Cyg b
140 93 &7 k6 _ 1 45 &bk 89 133 2232 358 5771 4
233 233 233 233 933 233 233 233 233 233 233 1233

Elle a bien trois termes négatifs, et il ne saurait, pour p =12,
y cn avoir davantage, puisque le dernier terme de la premiére
moitié de la suite est ag, qui est forcément positif, comme ayant
un indice pair.

8. Nous poserons ici la définition qui a été généralisée au début
de cette Note, définition qui est indispensable a la facilité du lan-
gage. Lorsque, pour une valeur donnée de p, la suite posséde le
nombre maximum de termes négatifs correspondant i cette va-
leur de p, nombre qui est, ainsi que nous l’avons vu, égal a

Nous allons faire une étude spéciale de la plénitude.
A cet effet, nous distinguerons quatre cas, comme précédem-
ment. De plus, nous conviendrons, pour abréger I'écriture, de

poser
u__—l’—l(g):—l = R.
(%)

Il y aura donc, pour des valeurs données de p, a et b, pléni-

» nous dirons quiil y a plénitude de termes négatifs.

tude ou non, suivant que R, sera supérieur ou inférieur &

Qo



Premier cas. — p est de la forme 4n.
R, est alors donné par la formule

Je dis que ce rapport croit constamment avec p, c’est-a-dire
que

R, < Rpus.
En effet, cette inégalité peut s’écrire

x%n«&-a — x§n+2 x%ll+k —_— x%ll*-b

2n—1__ yp2n—1 A+l __ 3+l
zi Z3 z1 z5

Chassant les dénominateurs (qui sont positifs), réduisant et te-

nant compte de ce que z,zy=-—1, on met bien aisément cette
inégalité sous la forme

< z§+ xf.
Elle se trouve ainsi vérifiée; car, en appliquant, pour I’expo-
sant 3, 4 'équation
r2—r—1=o0
la formule qui fait connaitre la somme des puissances semblables
des racines d’une équation ('), on trouve:

i+ 2i=141.

Ainsi donc, R croit en méme temps que p. On trouve, en
effet,

p R,,.
4 3
8 4
12 ,2
16 4,2307..
20 4,2352..
up
Dans u’ » I'indice supérieur surpassant l'indice inférieur de
P
——1
2

(') Voir Serrer, Cours d’Algébre supérieure, t. 1, p. 450; 5¢ édition. -
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trois unités, on a, en vertu de la formule (7),
lim Ry = z} = §,23603....
Lb o .
Dong, si — >z}, on ne peut avoir pour aucune valeur de p,

b .
de la forme 4n, Rp> —’ et, par suite, pour aucune de ces va-
leurs, il ne peut y avoir plénitude de termes négatifs.

. . b
Si, au contraire, < 3, pour toute valeur de p de la forme

b . )
4n,on a Rp> -7 el, par suite, pour chacune de ces valeurs, il y
a plénitude de termes négatifs. '
. b . , . .
Si ~ est compris entre 3 et z}, la plénitude a lieu pour toute

valeur de p supérieure a celle pour laquelle on a, pour la premiére
fois,

Il est curieux de remarquer l'extréme rapidité avec laquelle
croit le nombre des valeurs de p pour lesquelles la plénitude a
lieu.

.. b b 3

Ainsi, pour 2 <3, ce nombre est nul, et pour = >2 4 \/5
ou 4,23603..., ce nombre est infini. D’ailleurs ce nombre croit

avec une rapidité d’autant plus grande que g se rapproche davan-
tage de 2 4+ /5.

Nous allons mettre ce fait plus en évidence. Pour cela, calcu-
lons les intervalles de valeurs de g, a l'intérieur desquels le
nombre des plénitudes possibles reste le méme, c’est-a-dire les
intervalles tels que R, — R,. Puisque p =4n, on a

n+4 n n n
Rpriv—Rp= :;w-l : :2,:: - :;"t::‘:i"t: :

Réduisant au méme dénominateur, effagant les termes qui se
détruisent et tenant compte de ce que x,z,= — 1, on met cette
différence sous la forme

i+ xd—1 . S5—1
TP ay o]+ @8 Sp+ Sy

-

Rprv—Rp=



S, désignant la somme des puissances pi™® des racines de 1'é-

quation
r?— 2 —1=0.

On a, par application d'une formule connue (*),

[Sp=rvpr BSR4
(9) ( L Ppmp=0p—p—2)..(p=2p+D)
1.2... 1%

en prolongeant ce développement jusqu’a ce qu’il s’arréte de lui-
méme ; par conséquent,

Sg= 3,
Ss=ll;
donc,
10
RP+5_RP= H
—3 — p—1 —_— % —2)..(p— -+ 4
4+P+P(I:.2 ) PP )(pl;“:) (p—2p+n_

et 'on voit que cet intervalle décroit rapidement lorsque p aug-
mente.

DeuxiiME cas. — p est de la forme 4n —+1.
R, est donné par

u P
R, — r—E (?)'H _ Yinss
u - Uy pp—
P 2n—1
5(5)-
Ici encore, on a
R[I< Rp+'n

c’est-a-dire
P Lo LA T Lot LA

’
n—1 __ gp2n—1 2R+1 __ p2n+1
3y s xy Zs

que ’on raméne a

et

(*) Loc..cit.
XIV, 3
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D’ailleurs, on trouve

p. Ry,.

5 5

9 6,5

13 6,8
17 6,8461.

Dans ;‘ﬁ'—*'—z I'indice supérieur surpasse l'indice inférieur de
2n—1

quatre unités; on a donc, en vertu de la formule (7),

limRp,=z}=6,85403....

On déduit de ce qui précéde que, si g > z}, on ne peut avoir
plénitude de termes négatifs pour aucune valeur de p de la
forme 4n 1.

Si g <5, il y a plénitude pour toute valeur de p de la forme

4n -+ 1. Tnutile d’ajouter que pour la valeur p = 1 qui rentre dans

cette forme, il ne peut y avoir de terme négatif, car la suite est
alors
a, b—a, b.

On peut répéter ici les remarques faites sur le cas précédent
on trouve, par un calcul analogue,

_ S—S,
Rrn—Ro=5"5s,
ou
Rpri—Rp= 13
p+iy— Rp= — 7 _  — TR _ :
fr(p—n+ P2 —8 0@z p—pmr—d) P2,
1.2 12...p
TroisiemME cas. — p est de la forme 4n + 2.
Ici, l'on a
R, = 22+,
Uzn+1

Le rapport R, va encore en croissant, attendu que

z‘fnd»z —_ z.zzna-z ‘T%ltﬁ-b J— z-gn'i-b

2N+ 2+ 2n+3 __ p2n+d
x? r; r? xr}
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ou
— (1 + @) < &} + 3,
car
T+ T2 =1,
.T?-"—-.Tg:/'.
On a, en effet,

» R

6 1,5

10 1,0

14 1,61538. ..
18 1,6176

La limite de R, est, d’aprés la formule (),
limR, = r;=1,6183....

. b . , . ..
Donc, si S >, il n’y a plinitude de termes négatifs pour
aucune valeur de p de la forme 4n + 2.

.0 . , . . :
Si = <1,D, la plénitude existe pour toute valeur de p de cétte
forme.
Pour la valeur p = 2, qui rentre dans ce cas, il ne peut v avoir
de terme négatif; car la suite est alors
b—a b-+a

a, ’
2 2

» b

. . b
Les limites 1,5 et 2, =1,61803..., entre lesquelles varie (—;:

pour que le nombre des valeurs de p donnant plénitude passe de
'infini & zéro, sont, on le voit, extrémement rapprochées.
Elles différent d’un peu plus de o, 1. On trouve d’ailleurs

S3—|—Si

Rypv—Rpy= 74—
pri r S/)+2+ bg

ou, d’apres la formule (g).

5

Rprs—Rp= :
pra— e (p+2)p—1) (P2 (p—p+i).(p—2p+3)

4 —+2)+
§+p+2) 1.2 1.2...10

QuaTriEME cas. — p est de la forme 4n + 3.
Le rapport R, est donné par

U2 n+3
RI, = —".
Uyn+1
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Il va en croissant, en vertu de I'inégalité

_z.%n+3_x§n+3 x%n{-E_ x§n+5

2NF] __ p2n+i i+ 2n+3’
r} r} s — gpintd
ou

2 < zi+ x§,
qui est vérifiée, puisque, d’aprés la formule (g9), on a

zt+ ry=7.
En effet, on trouve

p- R,

3 2

7 2,5

11 2,6

15 2,6153...
19 2,6176...

et, a la limite, en vertu de la formule (7),
limR,= z}=12,61802....
En conséquence, si g > z?, il n’y a plénitude de termes néga-

tifs pour aucune valeur de p de la forme 4n + 3.

Si I:‘, < 2, il y a plénitude pour toute valeur de p de cette forme.

Enfin, dans ce cas, on trouve

_ 85—2
Rpn—R=g 7%
ou, d’aprés la formule (g),
R R 5
p+e— Dp= — — — .
4+(p+l)+(P+ll)(2p 2)—|—...+(P_"I)(P #)--(P ’P‘+2)+_"

120000

De I’examen des quatre cas qui précédent résultent les re-
marques générales suivantes :

I. Sig <1,5, il y a plénitude de termes négatifs pour toute
valeur de p.
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II. S 2> zi= # =6,85403. .., cette plénitude n'a
liew pour aucune valeur de p.

Entre ces limites extrémes :

1+ /5

«. b
ll[. bl '(—l>x|=

pour aucune valeur de p de la forme 4n + 2.

=1,61803..., la plénitude n’a lieu

3+y5

. b 2
V. S‘Z>x7=

pour aucune valeur de p des formes 4n + 2 et 4n + 3.

=2,61802..., la plénitude n’a lieu

V. Si 2> a)=a+/5=4,23603..., la plénitude w'a licu
pour aucune valeur de p des formes 4n <+ 2, 4n 4+ 3 et 4n.

Et aussi :

VI. S¢ g < 2, il y a plénitude pour toutes les valeurs de p
des formes 4n +3, 4n et 4n +1.

VII. S¢ % < 3, il y a plénitude pour toutes les valeurs de p
des formes 4n et fn+1.

VIII. S¢ g <5, il y a plénitude pour toutes les valeurs de p
de la forme 4n + 1.

Exemple. — Prenons a =1, b= 4, c’est-a-dire f—l = 4.

D’aprés la Remarque 1V, la plénitude de termes négatifs ne
peut avoir lieu pour aucune valeur de p de I'une des formes
4n —+ 2 et 4n + 3. D’aprés la Remarque VIII, elle aura lieu pour
toute valeur de p de la forme 4 + 1.

Quant aux valeurs de p de la forme 4n, la plénitude aura lieu
pour toutes celles de ces valeurs qui sont supérieures a la pre-
miére d’entre elles pour laquelle on a
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c'est-a-dire a partirde p=r12. Pour p=8, ona R,=4; ilya
un terme nul; mais nous ne comptons pas les termes nuls comme
négatifs.

On peut donc dire :

Sia=1, b= 4, la condition nécessaire et suffisante pour
qu'il y ait plénitude de termes négatifs est que p soit ou de la
Jorme 4n, n étant supérieur ou égali 3, ou de la forme §n+1.

9. Nous allons maintenant opérer la sommation de la suite
obtenue en intercalant, comme il a été dit, p termes entre les
nombres @ et b; nous représenterons cette somme par S,. En po-
sant, comme précédemment, @ = 2,, O =12,,,, nous pourrons
écrire

i=p+1

S,, = E A

i=0
La formule (8) donne alors immédiatement

i=p+1 i=p+1

b E Ui+ (—1)p+ta Z (—1)u;

H [Eatl]
S,=
Upy

ou, en vertu des formules (4) et (6),

(10) S, = blupir—n)+alup+(—0r]

Up+1

A b
Comme l'on a
Upi3 = Upia—+ Upyyy

Up = Uptoa— Up+i1,
on voit que cette formule peut encore s’écrire

(10) Sp_:(b—|—a)u,H.g—l—(b——a)u,H-i—[b—(—l)f'a]

Up+1

10. 1l nous reste un dernier point a examiner : Que devient la
suite considérée lorsque Uon fait croitre indéfiniment le
nombre p des termes insérés entre a et b?

Pour nous en rendre compte, nous allons replier la suite.
Voici en quot consiste cette opération. Si, numérotant la suite a
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rebours, nous écrivons
ﬁp+1=1o=a, pp’:“h Bp—1=2s, ceey pl=1/n Bo=apr1=0,
’ . ® b
nous pourrons écrire la suite, en plagant 'un au-dessous de
l'autre les termes équidistants des extrémes
dy, %y, Oy ey Ay ey

B()’ pl, ﬁz, ceey ‘3[, ceey

ces deux lignes étant prolongées jusqu’au milieu de la suite. S'il
existe un terme du milieu, nous l'inscrirons indifféremment dans
I'une ou I'autre des deux lignes.

Nous avons, en vertu de la formule (8),

_bui+a(—1Yupsry_;

—_ ’
Upyq

_ bupi_i+ a(—1)pHi-ty;

i

B:

ulH—l

Faisons croitre indéfiniment le nombre p. Le nombre des
termes dans chacune des deux suites (2) et (3), dont la réunion
constitue la suite considérée, croit indéfiniment. De plus, on a
évidemment,  étant une quantité fixe,

Uu;

. i
lim—— =o
Up+q
et, en vertu de la formule (7),
lim 222 = L
Up+1 zy
donc
. —1)la
limx, = i)
Ty
b
lim pi—— -
zy

et, a la limite, la suite repliée est formée par la juxtaposition des
deux suites

a a (—1)a
a _— — - .e
2 1
Xy ry x‘l
b b b
b — - — .
A i x
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Ainsi donc la limite de la suite se compose de termes alterna-
tivement positifs et négatifs, décroissant de a jusqu’a zéro et ne
dépendant que de a et de termes positifs croissant de zéro jusqu’a
b, et ne dépendant que de b.

Si nous représentons par S la limite de la somme S,, nous
aurons

1 I I 1 I 1
S=a(t——+—= —..)+b(1+—+ = +...)=a “+b .
&y Zg &y Zy ) ¥
I+ — 1 — —
Z1 Zy
Or
I+ & = 1— 2= ay;
w‘—' 2= <1y
par suite,
s—= 2 bz, =a(x,—1)+bx{.
z, r1—1 r}—x

Mais, x, étant racine de z2—xr—1=0, on a

donc enfin
S = a(wy—1)+ b(wy+1).

C’est d’ailleurs ce que donne directement la formule (10’). En
effet, remarquant que, d’aprés la formule (7),

. u
lim =2*2 — o,
Up+1
on a

S=(b+a)r;+(b—a):

c’est la formule précédente.

Pour terminer, nous ferons la remarque .suivante :

Etant connue la suite de Fibonacci, on peut trés aisément cal-
culer une puissance quelconque % de z,, en fonction de x,.

En effet, posons Uy=1, U, =z, et, d’'une maniére générale,
U, = 2z?. Comme nous avons

.Z'f =&1+1,
nous cn déduisons, en multipliant les deux membres par zh3,

Up = Up—l -+ l]p-g.
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Donc, par application de la formule (1),

Up=xiup+ up—,
c’est-a-dire
=z Up+ Up—y.

De 14, nous déduirons une remarquable conséquence relative-
ment 4 la suite de Fibonacci. En effet, 1’égalité précédente se
démontre pour z, comme pour z, ; donc

Ty =xup+ up—y.

Multiplions ces deux égalités membre & membre, en tenant
compte de ce que z,zy==—1, £, + 2, =1 il vient

(—nyp=— u},—%— UF_y+ Uplyy
ou

UpUp—y= U} — u_ )+ (—1)P,

c’est-a-dire que le produit de deux termes consécutifs de la
suite de Fibonacci est égal & la différence des carrés de ces
deux termes augmentée ou diminuée de l'unité suivant que
Uindice du plus élevé de ces termes est pair ou impair.



