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Sur Uhypercycle et la théorie des cycles polaires;
par M. DavrneviLLE,

Maitre de Conférences a la Faculté de Montpellier.

(Séance du 17 février 1886.)

I. — Problémes préliminaires.

Nous adopterons, dans ce qui va suivre, des coordonnées rec-
tilignes et rectangulaires.

Un cycle est déterminé par les coordonnées de son centre et
son rayon. On sait que le rayon d’un cycle est positif ou négatif
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suivant le sens dans lequel on suppose parcouru par un point mo-
bile le cercle au moyen duquel on définit le cycle.

Considérons une semi-droite D ( fig. 1). Menons par l'origine
une parallele a la droite correspondante, et prenons la région A

Fig. 1.
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sur laquelle se déplacerait un mobile qui s'¢loignerait de I'origine
en marchant dans le sens qui correspond  la semi-droite donnée.

Soit » I'angle, moindre que =, que fait A avec OX; et soit o’
I’angle, moindre que =, que fait A avec OY. Chacun de ces angles
est déterminé par son cosinus. Soient o = cosw, § = cosw’. On
a a2 4 B2 =1. Réciproquement, deux quantités données 2, 3, vé-
rifiant la relation «? +4 32 =1, peuvent étre considérées comme
les cosinus d'une semi-droite A. Cela posé, la semi-droite D sera
déterminée par les cosinus «, B, et sa distance a l'origine p. Ces
trois quantités sont les paramétres de la semi-droite.

Soit un point M ayant pour coordonnées (z, )’) et une semi-
droite D ayant pour paramétres (a, 3, p). La distance de M a D
est, par définition, le rayon du cycle de centre M tangent a D.
On voit sans peine que cette distance « est donnée par la formule
suivante :

d=Bzx—ay+p.

Etant donnée une courbe décrile dans un sens déterminé, les
cosinus directeurs de la semi-droite langente au point (z, y) sont
donnés par les formules

__ 0s
A= 0.17

s désignant 'arc de courbe compris entre une origine fixe et le
point (z, ), arc pris avec le signe + ou le signe —, suivant qu'il
est dirigé dans le sens suivant lequel la courbe est supposée décrite
ou bien en sens contraire.
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Prosrime 1. — Etant données les semi-droites A, A', B,

trouver les paramétres de la conjuguée harmonique de B,
relativement a A, A'.

Prenons 'origine des coordonnées au point de rencontre de A
P
etde A/, 'axe de z suivant celles des bissectrices des droites A, A/,
qui est le lieu des centres des cycles langents aux deux semi-
droites, I'axe des ) suivant 'autre bissectrice, et choisissons les
directions positives des axes, de maniére que Oz, tournant de
P ’ )
droite a4 gauche, vienne coincider avec O) aprés une rotation de

) 3
Pangle -

On sait comment on construit la semi-droite cherchée B'. On
décrit le cycle O' ( fig. 2), tangent aux trois semi-droiles données

Fig. 2.
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A, B, B; la sécante qui joint le point O au point de contact b de B
coupe le cycle en un second point . La tangente au cycle au
point &’ est la semi-droite cherchée B'. Cela posé, soient \/1 — A2,
k, o les paramétres de A; — /i — k2, k, o ceuxde A’; q, B, p
ceux de B; et enfin o, B/, p’ ceux de B'. Le rayon r et les coor-
données x,  du centre du cycle tangent a A, A, B seront déter-
minés par les équations

kzx —\/1—kly —r=o,

kz +\V1—kiy —r=o,

Bx—ay + p —r=o,
qui donnent

y=o, a=-P kp

’ r=-—4_.
k—18 k —



B’ étant tangente au méme cycle, on a
. ke _
B =3 +p'— 8= o.

Ainsi la question sera résolue, si 'on détermine o/, {'.
Remarquons que, si ’'origine des coordonnées est au centre’d’un
cycle, les cosinus directeurs de la tangente a ce cycle au point

M(z, y) sont déterminés par les relations a— ’—}", B=— if

En effet, si 7 > o, désignons par ¢ I'angle formé par le rayon OM
avec OX/, angle compté dans le sens direct. On aura, en prenant

Porigine des arcs au point y =0, £ = — r,
s=r¢, x=-—rcosg, y=rsing,
d’ou
dx__ z dp . | S
=% d o =7 Sme g =dne= L
W _ % _ —coso—_Z
B= 3 b—ég_rcos?-—_cosp_-—;—-

Si r est négatif, désignons par ¢ I'angle formé par OM avec OX,
angle compté dans le sens rétrograde, et prenons I’origine des arcs

au point ¥ = 0, £ = — r. On aura
s=—re, Z =—rcosy, y = —rsing;
d’ou
or _ 0z dp _ ¥
a= = dp 95 = rsmqa-(—-—)-_—-smcp_ w?
_ 9 _ e _ 1 _ o
p—;;—;(;;;——- I‘COS(P-(-—-;)—— COS(P_-—-;-.

D’aprés cette remarque, la question se réduit a trouver les
coordonnées de &, l'origine étant en O’. Les cosinus d’une semi-
droite sont les mémes par rapport aux axes OX, OY et par rap-
port aux axes O'X, O'Y. Les coordonnées de b sont donc

z=—rf, y=ra; et celles de O, x:——m, y=o. La
droite O b a pour équation

_a(kz+r)
T Ta+kp

Les abscisses des points de rencontre de cette droite avec le
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cercle O’ sont racines de I’équation

., Blhkz+r)

X —FW—’d:O

ou
(1+k2—2kB)2? +2krata —Br2[B(1 + k2) —2k] =o.

L'une des racines étant (— r3) et 'autre (— rf’), on a

285/ _ BB+ A?) —ak],
rpd=— 1+Ik3—alcpz ;

d’ou
. 2k—B(+ k)
= T+ AT —2kB

L’ordonnée du point &' étant «'r, on a ensuite

Lr =

, o ar [(l+k’)pk——2k’+l]1

t— kB 1+ A2—24f
d’our
. (1—k?a
= TSR —a2kp
Enfin on a trouvé
. P . _kp
8 F—B +p k———-—_p 0;
on en tire
" —P(l‘— k’)

P= ok

Les paramétres cherchés sont donc

. (1—k)a . 2k—(1+A%)B __ (—&)B
O Sy gy R prey compy 3 A ety - pry i
Prosrime lI. — Connaissant les paramétres «, 3, p d’une

semi-droite relativement & un systéme d’axes, trouver les pa-

ramétres o, B/, p’' de la méme semi-droite relatifs & un autre
systéme d’azxes.

Soient a, b les coordonnées de la nouvelle origine par rapport
au premier systéme d’axes, et soit w I'angle que font les directions
0X, 0,X, (angle compté dans le sens rétrograde). On obtient

XIV. 4
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aisément les formules suivantes :

[ 2 =2 cosw— B sinw,
(2) B=4'sinw + §' cosw,
p=—Ba+adb+p';
a'= acosw + Bsinw,
(3) f'=—asinw + Bcosw,
p= Ba—ab+p.

Prosrime IIl. — Etant données deux semi-droites P, P,
deux autres A, A', qui sont conjuguées harmoniques par rap-
port aux premiéres, et enfin une semi-droite B, trouver les
paramétres de la semi-droite B', qui est conjuguée harmonique
de B par rapport a A, A'.

Prenons les axes de coordonnées relativement a P, P/, comme
nous avons fait dans le probléme I. Désignons par les notations
suivantes les paramétres considérés :

P... Vi—&, k, o
P... —Vi—A&, ko

A... a0 B, p
A 8P
«, @', p' s’expriment en fonctions de «, 3, p par les formules (1).

SiTon transporte l'origine des coordonnées au point de rencontre
de A, A/, les'nouveaux paramétres seront

B... \, i, q
B... M, ¢, ¢

A, o Bo; A, o, B 0; B... \,u q1; B.. XN, g

Prenons maintenant comme axe des z la bissectrice des semi-
droites A, A’, et comme axe Oy la perpendiculaire avec les mémes
conventions relativement aux directions positives des axes. Soieng
les nouveaux paramétres

A... oy By, 0; A'... d}, B}, o;
B... Xy oy gy B'... A\, ¢, 94

Soit w ’angle dont il faut faire tourner Oz dans le sens rétro-

grade pour I'amener sur Qz,. o est défini par les conditions
pzp'h al='—a'ly
c’est-a-dire, d’aprés les formules (3),

Bcosw — asinw = B’ cosw — a'sinw.



On en déduit

p—g
tangw = ~—-
Les formules (1) donnent
2 = (1— k?)a _ 2ka(k—8)

1+& —2kf 1+ k—2kB’
ﬁ_ﬁ,zp_zk—(l+k’){3 _2(k—B)(kB—1)

1+ k2 —2kB8 T 1+k2—248
De la
tangw:,"B.—l, sinw = ——,ip——‘—__._:_l__, cosw:-——ﬂ—-
ka Vi+ kKt — kB Viek—a2k

Cela posé, les formules (1) donnent

)\: - a%)\l

L I+{3{——-2§,p~,,

= 2B = B
YT+ Bt— 2B

. — af

9= b

_‘_‘:ﬁf — 2B ’
ct les formules de transformation (2)
X = X cosw — p sinw, @' = Ay sinw + u} cosw.
1° Calcul de N. — Le numérateur de X' est

(t—B})A cosw — 2By sinw + (1+ B} )y sinw

ou
(A cosw + py sinw) — BF(Ay cosw — py sinw) — 28, sinw
ou
A cos?w +apsinwcosw — Asin?w — A} — 283 sinw
ou

A(cos?w — sin?w — B}) + 2 sinw cosw — 2B sinw.

Remplacant maintenant sinw, cosw, 3, par leurs valeurs res-
pectives
ka . kf—1
—— %l SmMw = —————————
Vi k2 — 2k Vi k2 —2kB
a

Vit Rt — k8

COSw=

By =B cosw—asinw =
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on obtient finalement

Mk — D22 — (kB —12]+2a(kB—1)(hu—1)
1+ k2 —akf ’

La démonstation de ) est

1+ B — 2B
ou bien
22(kB—1)h—o2kap +1+ A2+ a2 —2kf
1+ k2 —2kB )
On a donc

i [(k2—n)w2 — (kB —1)2]h+2a(kB—1)(kp—1)
T aa(AB—nA— 2k 1+ k2 +a? — 248

2* Calcul de p'. — Le numérateur est

(1—=B})X sinw + 28, cosw — (1 + B2 )y, cosw
ou
(A sinw— ) cosw) — B3( Ay sinw + py cosw) + 2B cosw,

qui devient, en réduisant,

faka[(kB—1)k+a] -+ [(kB—1)2 — a2(k?+1)]p fTIFI_—sza

Le dénominateur est le méme quc pour )'; on a donc

o 2ka[(AB—D)A+a] +[(AB—1)2 — (K2 +1)2? ]

w= 24(kB—1)A —a2ka?p+1+Ak2 + a2 —2k8
3° Calcul de ¢'. — Dans le systéme initial de coordonnées, le
point de rencontre des semi-droites A(a, 3, p) et A'(d, §, p') a
pour coordonnées

PR Lk S 1 et )

) 23 — Bao’ af’— Ba’
ou bien, en ayant égard aux formules (1),

- p(1—k?) ._kp(1—kB)

T k=8 T Tar—p)
On a donc
_ pl—k?) kp(1 —kB)
n=r Ty T e T

o _ o PO—=Rk) 5, kp—kB)
gy = k—8 — a(k—B) +q.
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Or, par les formules (1),
¢ =— — M
l 1+ B — 2B
ou bien, en désignant par D le dénominateur commun de %' et
de p/,
" (A—B)

g, =— _D?fl_-

On a donc, pour déterminer ¢, I'équation

o PO—=RY 5 kp(r—k3)
q + @ /~———{$ 1(/\_3)

(k=8P [, PU—K) _, kpl—k$)
) [ k—38 “Tak—p) 7

ce qui donne, toutes réductions faites,

' —(k—8)2q +op(k—P)(h—p) |
7= 22(kB— 0N —2kx?pu +1+ A2+ a2 — 248

On a donc les formules suivantes :

220(hB —1)A —2k2p 1+ 2+ 22 —2k
P 2ka[(kB— DX +a]+ [(AB—D2 — (A2 +1)22]p
(4) L= 2a(kB—Dh—2kx2u+1+ A2+ a2 —2Af

( , —(k—=BPg+op(k—B)k—p)
7= 22(AB—1)h —2k2p + 1+ A2+ 1-—2/\“1

‘ V= [(k2—1)a2 — (k] —'l\)l/\—i—zd(l\ﬁ—l)(llu——[

>

II. — Equation tangentielle de I'hypercycle ; propriétés principales
qui s’en déduisent.

Considérons trois semi-droites P, P', D et un cycle K. Consi-
dérons une quatriéme semi-droite A. Appelons A’ la conjuguée
harmonique de A, relativement a P, P’; D’ la conjuguée harmo-
nique de D, relativement a A, A’. Si 'on veut déterminer A de
maniére que D’ soit tangente au cycle K, on aura deux relations
seulement entre les trois paramétres de A, a savoir la relation fon-
damentale a? 42 82 =1, et la relation qui exprime que la distance
a D' du centre de K est égale au rayon de ce cycle. Il y a donc
une infinité de semi-droites A jouissant de cette propriété. L’en-
veloppe de ces semi-droites est une courbe de direction que
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M. Laguerre, qui I’a étudiée le premier, a nommée hypercycle (*).
La relation qui exprime que D’ touche le cycle K est précisément
I'équation tangentielle de I'hypercycle. Les formules que nous
avons établies plus haut vont donner cette équation d’une maniére
presque immédiate.

L’hypercycle est défini par les deux semi-droites P, P', ap-
pelées fondamentales, la semi-droite D et le cycle K.

Prenons pour axe des x la bissectrice des semi-droites fonda-
mentales (lieu des centres des cycles tangents), et pour axe des y
la perpendiculaire, les sens positifs des axes étant définis comme
au probléeme I. Soient les paramétres donnés

/l—ki, k, o; P... —vVi1—£k2 k, o;

D... A\ q; K... a, b, r.

Soit une tangente a la courbe A(a, 3, p). A’ étant la conjuguée
harmonique de A relativement & P, P, et D' la conjuguée harmo-
nique de D relativement a A, A/, si I'on désigne par V, i/, ¢’ les
paramétres de I, on doit avoir

ap' —bN+q'—r=o.

Remplagons, dans cette relation, X, p/, ¢’ par les valeurs four-
nies par les formules (4), et nous aurons ’équation tangentielle
de I'hypercycle. On obtient

(5) A2 +2KBaB —2CpfB —2Ba—2KDP +2KCp + (1+K2)D = o,
ol

A=9K{a+pr)—2(ap+bM)K2+brh—ap—r+gq,
B=K(ax—bp)+b—2r,

C=K—y,
D=ap-+br—g—r.

(6)

[.’éguation que nous venons de trouver peut encore se simplifier
par un choix convenable d’axes de coordonnées. Nous conserve-
rons pour le moment la forme précédente, qui suffit & donner les
propriétés fondamentales de I'hypercycle et permet détablir la
théorie des cycles polaires.

(') Comptes rendus de U’ Academie des Sciences. mars et «vril 1883.
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Tutorime I. — Les tangentes a Uhypercycle se groupent
deux & deux, de maniére a former un systéme harmonique

avec les semi-droites fondamentales.

Il est évident, en effet, que A, A’ interviennent d’une maniére
symétrique dans la définition de la courbe. On peut d’ailleurs dé-
montrer le théoréme par le calcul. o/, B/, p' désignant les para-
métres de A, on a

1— I — A2 1 — k2

kB'—1= Dk,(kﬂ—(), 2'= T k—ﬁ':—T(k_-p),

, 1— k2 , 1— k2)?
P=——5—P 1+k2—2k‘3=(———D——,

D=1+ k2—2k§,

et 'on voit que I'équation de la courbe reste vérifiée, si aux quan-
tités (kB —1), ... on substitue (k3'—1), ..."

Deux tangentes, telles que A, A’, sont dites tangentes conju-
guées. On peut construire géométriquement autant de couples de
tangentes conjuguées que l'on veut. Cela résulte des remarques
suivantes.

Etant donnés deux cycles G, C', désignons par a et o' les points
ou ils touchent une de leurs tangentes communes; par b, 0’ leurs
points de contact avec l'autre tangente commune; par a, 3 les
points milieux des segments aa’, bd'. Le cycle K, qui touche les
tangentes communes aux points a, 3, est appelé le cycle moyen
des deux cycles C; C!. On dit que c’est le symétrique du cycle C
relativement au cycle K.

Supposons que les cycles considérés soient délerminés par les
paramétres suivants : C(e, b, r); C'(a, 0/, 1"); K(a", 0", 1"). 1l
est évident que l'on a

y_a+a b+ b w7

a = ) b"
2 2 2

Soient deux semi-droites P, P’. Soient A, A’ deux semi-droites
conjuguées harmoniques par rapport aux premiéres. Enfin soient
B, B’ deux semi-droites conjuguées harmoniques par rapport a
A, A'. Je dis que, si C désigne le cycle tangent a P, P/, B, et (' le
cycle tangent P, P/, B/, le cycle moyen de G et de (' sera tangent
a A et A'. Pour le prouver, il suffit de montrer que A, par exemple,
touche ce cycle. Prenons pour axe des « la bissectrice de P, I, et
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la perpendiculaire pour Oy, comme nous l'avons déja fait. Soient

P... Vi—&, k, o; A... o B, p; B... ,, p» q.

P... —/i—Fk%, ko; A... o, B, p5 B.. N,y g

@/, @', p' s’expriment, en fonction de a, B3, p, au moyen des for-

mules (1), et X, /, ¢’ au moyen des formules (4). Les paramétres
du cycle C sont

9

a=m, b=0, r=

ceux de C/

11 suffit de démontrer que l'on a identiquement

E( q 9’) _f( q 7 \_
2 lc—-p_‘—/c—-p’ TP k——p.+ )=
ou bien

B—k/ g 7 > —a
) =
Or on a, en désignant par D un diviseur commun de ¢’ et de ',

D(k— p)=2ka(kB—1)k—2k2ap + k(1+ k*+ a2 — 2kf)
—oka(kB—1)h —2ka? — (kB —1)2p + (K2+1)atp,
D(k— ) = (k— BYk— ).

De la, en tenant compte de la derniére formule (4),
9 __ 4 2P
F—w = F—p TE=PB’
g 9 ___2p
k—p + k—w — k—g"
B~k( q

q _
2 k_(*+k_p’,>+p_o, C. Q. F. D.

Il est dés lors évident, par analogie, que A et A’ sont aussi tan-
gentes au cycle moyen des cycles inscrits dans P, B, B’ et P/, B, B'.
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Deux cycles n'admettant que deux tangentes communes, on déduit
de 13 le théoréme suivant :

Tutorime lI. — E'tant donnés deux couples de semi-droites
P, P/, et B, B, on construit, de la maniére suivante, les deux
semi-droites qui forment un systéme harmonique avec P, P,
ainsi qu’avec B, B'. Construisons le cycle moyen des cycles
inscrits respectivement dans P, P, B et P, P', B', puis le cycle
moyen des cycles inscrits respectivement dans B,B', P et B,
B, P!, les tangentes communes a ces deux cycles moyens seront
les semi-droites cherchées. ‘

Appliquant cette remarque a I’hypercycle, on aura autant de
couples de tangentes conjuguées qu’on le désirera. Soient, en
effet, P, P/ les semi-droites fondamentales, D et K la semi-droite
et le cycle donnés. Menons a K une tangente arbitraire D', puis
construisons, comme il a été expliqué plus haut, les deux semi-
droites A, A/, qui forment un systtme harmonique d’une part
avec P, P, d’autre part avec D, D’. A, A’ constituent un couple
de tangentes conjuguées.

III. — Théorie des cycles polaires.

Tatorkme lIl. — Les conjuguées harmoniques d’une semi-
droite D' par rapport aux couples de tangentes conjuguées de
Uhypercycle enveloppent un cycle K'.

Soit un hypercycle défini par les semi-droites fondamentales P,
P, la semi-droite D et le cycle K. Prenons les mémes axes que
précédemment. Nous avons obtenu plus haut I'équation tan-
gentielle de I'hypercycle. Considérons une autre semi-droite
D'(N, ¢/, ¢') et un autre cycle K'(a', &, r'). Les mémes semi-
droites fondamentales définissent, avec D’ et K/, un autre hyper-
cycle. On aura son équation en remplagant dans la précédente A
par ¥, .... Pour démontrer le théoréme, il suffit de faire voir
que, X, i/, ¢’ étant donnés, on peut déterminer o', &', r’, de ma-
niére que les deux hypercycles coincident. Or, pour que les
courbes coincident, il faut et il suffit que les coefficients des deux
équations soient proportionnels. En identifiant les équations, on
a six équations de condition, el 1l n’y a que trois paramétres a



— 58 —
déterminer, a', &/, r'. Tout se réduit donc a faire voir que des six

équations de condition, trois sont les conséquences des trois
autres.

En identifiant, on obtient

ak(a'+p'r)y—2(a W+ N2+ N—a'p—r'+q'

A

_k(@N=bu)+ b —Nr k—p  k(@N—=b )+ — N
= B =Tc¢ = B

_ aV“I+b')\!_ql_rl _ k_‘.‘l _ a'”"""b'x""’q"—'r,

- D - C¢ T D ’

équations qui se réduisent aux trois suivantes :

s2k(ad+p'ry—a2(a' W+ N2+ 0N —a' W —r'+gq
(V)] A
7 _k_!‘r_aly.l_'_bl)‘l__ql_rl— k(a')\'—b'p')—!—b'——)\'r'.
- Cc - D - B

On peut donc considérer le théoréme comme établi d’'une ma-
niére générale.

Le cycle K’ a été nommé, par M. Laguerre, le cycle polaire
de la semi-droite D'. ‘

Deux questions se présentent tout de suite :

1° Toute semi-droite a-t-elle un cycle polaire?

2° Un cycle donné peut-il étre considéré comme le cycle po-
laire d'une semi-droite, et quelle est cette semi-droite?

La discussion des équations (7) répond a ces deux questions.

Tuatorime IV. — A toute semi-droite non paralléle a une
semi-droite fondamentale correspond un cycle polaire. Une
semi-droite paralléle @ une semi-droite fondamentale n’a pas
de cycle polaire. Enfin, une semi-droite fondamentale admet
une infinité de cycles polaires qui sont-tous tangents a l'autre
semi-droite fondamentale.

Les équations précédentes, dans lesquelles on considére a/, U/,
r’ comme inconnues, se mettent sous la forme suivante :

Clak—p/ (14 2k0)]a’' + CN(1—2 k)b’ +C(2kp' —1)r'=A(k—p)— Cq',
(8) ChNa'+ C(1—ku)b' —CN /' — B(k—p),
Cia'+ Ny —cr =D (k—p)+ Cq.
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En calculant le déterminant des coefficients, on obtient, toutes
réductions faites, '

—2GC3(k— ')

Donc, si k — p'5£ o, c’est-a-dire si la semi-droite n’est pas pa-
ralléle & une semi-droite fondamentale, les équations (8) ont une
solution et une seule. »

Supposons k£ — uw'= o. Les équations deviennent

(1—2k2)(ka'+Ab' —r')=—¢q',
ka'+Nb —r' =o,
ka+XNb —r =gq'.
Si ¢’ 0, il n'y a pas de solution. Si ¢'=o0, on n’a plus
qu’une équation
ka'+~Nb —r' =o.

Il'y a donc une infinité de cycles polaires. Si 1'on prend

A= \/l — k2,

ce qui revient & supposer que la semi-droite considérée est la
semi-droite fondamentale P, la condition précédente peut s’é-
crire
ka' —(— \/ﬁ)b'—r': o,

et elle exprime que tous les cycles polaires sont tangents a P'.

Les équations (8) donnent les paramétres du cycle polaire d’une
semi-droile donnée; en les résolvant on obtient les formules sui-
vaantes, qui sont fondamentales pour I'étude des propriétés des
cycles polaires :

o — 2BAN — (A —D)p' —aCq'—2kD
‘ - 2C (k— ) ’
;  —(A+D))—>2Bkp'+2B
(9) ¢ b,—' 2G(k—P.I)
( ,__ 2BN 4+ 2kDp'— 2Ckg'—A —D(1+242)
B 2C(k — ")

Tutorime V. — Etant donné un cycle qui ne touche pas les
semi-droites fondamentales, pour que ce cycle soit un cycle
polaire, il faut et il suffit que les tangentes menées a ce cycle
parallélement aux semi-droites fondamentales se coupent sur
une conique particuliére.
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Cette conique a recu le nom de conique H (M. Laguerre).

Supposons maintenant que @', &', r’ sout donnés, et cherchons
a calculer ¥V, W', ¢'. Aux équations (7) il faut joindre I'équation
N1 =1
On a ainsi le systéme suivant de quatre équations a trois incon-
nues :
CHN+(Ca'+ D)y — Cg'=D + Ckr,
C(kad'— F)N+(B—Ckb' )y = Bk — Cb’,
2C0(1— k)N +[A +D—2Ck(ka — r)]p' =k(A +D)—2C(ka'—r'),
A2t p2=1.
Posons, pour abréger,
ka'—r' = kuz, o=y,
et remarquons, ce qu'il est facile de vérifier, que le point z, ¥ est
le point de rencontre des tangentes au cycle donné, qui sont pa-

ralleles aux semi-droites fondamentales. Les équations précé-
dentes s’écrivent

Cb'N +(Ca'+ D)y — Cg' = Dk + Cr',
g Ckz)\+(B—Ck)p'=Bk—Cy,
(10) ( 2C(1— k*)y N - (A +D —2Ckz)y = k(A +D —2Cx),
A2 w2=r.

Les deux équations intermédiaires sont linéaires en X', i/, et ne
contiennent pas ¢'. D’ailleurs, dans la premiére équation, le coef-
ficient de ¢’ est une constante différente de o, C. Pour trouver la
semi-droite cherchée, il suffit de déduire X', ' des deux équations
intermédiaires. Ces valeurs portées dans la premiére équation
donneront ¢'; si on les porte dans la derniére, on aura une relation
en @, b/, r, qui sera la condition nécessaire et suffisante pour que
le cycle donné soit un cycle polaire.

Tout se réduit & I’étude des deux équations en V', u'. Le déter-
minant de ces équations est

H'= G|2Ck[(1— k?)y?— k22| + k(A + D)o — 2B(1 — k2)y |.

Supposant ce déterminant différent de o et substituant dans la
quatriéme équation les valeurs de X, y/, on obtient

[—k2)y:— k222 ]H = o,



en posant
(A +D)2— 4B2(1— /?)
4C2 '

H=(G—k)y:— 2xr2+

Le lieu des points z, y, pour lesquelsle cycle donné est un
cycle polaire, se compose donc des semi-droites fondamentales et
de I'hyperbole H, qui a pour asymptotes les semi-droites fonda-
mentales.

Ecartons pour le moment le cas o z, ¥ serait sur une semi-
droite fondamentale, c’est-a-dire le cas ou le cycle donné touche-
rait 'une d’elles. On voit que si H'5£ o, pour que le cycle soit
polaire, il faut et il suffit que le point (, y’) se trouve sur ’hyper-
bole H. Supposons H'=o0. Les équations en X, ’ sont impos-
sibles ou indéterminées.

Le numérateur de N est

G=(—k)[2Bkz—(A+D)y]
et celui de p’
H'=C{>C[(1 — k?)y?— K2a*]+ k[k(A + D)z — 2 B(1— k2)y*]}.

Sile point (z,y) se trouve a la fois sur les courbes H', G, H’, il
y a indétermination; dans le cas contraire, il y a impossibilité. Or

TSN . A+D B
G coupe H' a P'origine et au point z = R’ Y=g’
G coupe H" a l'origine et au point . 7 = j%), y= %—k

Il n'y a donc indétermination que si le point z, y est & 'origine
des coordonnées. Mais nous avons écarté ce cas en supposant que
le cycle donné ne touchait pas les semi-droites fondamentales.
Dés lors, s1 H":_— o, il n’y a pas de semi-droite admettant le cycle
donné pour cycle polaire. Pour que le théoréme soit démontré, il
reste & prouver que H et H' n’ont pas de points réels communs
situés A distance finie. En se reportant aux équations de ces co-
niques, on voit que leurs points communs situés a distance finie
se trouvent sur la droite

k(A +D)zr—2B(1—k2)y —2CkP =o.

Les abscisses des points communs & cette droite et a H sont ra-
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cines de I'équation
[Ckm - 5(—";*2—”-)J’ B 1— k) =o,
qui a ses racines imaginaires.

Tutorime VI. — Le cycle polaire d’une semi-droite non pa-
ralléle a une semi-droite fondamentale n'est pas tangent &
une semi-droite fondamentale. Il y a cependant exception
pour les hypercycles d’une nature particuliére, et alors tout
cycle polaire est tangent a une semi-droite fondamentale.

Soit X' u'¢' une semi-droite non paralléle 4 une semi-droite fon-
damentale; soit o, o/, r’ son cycle polaire. Pour que ce cycle soit
tangent 2 la semi-droite &, /1 — &2, o, il faut et il suffit que 'on
ait

ka—Ji=kb—r=o,
ou, en remplacant &/, ¥, ¥ par leurs valeurs déduites des for-

mules (g),
(A+D—2ByY1i—a)(Yi— kN — ky' +1) = o.

En appelant V I'angle de la semi-droite donnée avec la semi-

droite (k, —\/1— k?, o), cette relation peut s’écrire

(A+D—2By1i—A)(1—cosV)=o0
ou
A+D—2Byi—Akt=o0,

car on suppose cosV 3£ 1. Cette relation ne sera vérifiée que pour
des hypercycles d’une nature particuliére. Ce sont ceux que
M. Laguerre appelle hypercycles cubiques Pour ces hypercycles
tous les cycles polaires sont tangents a la méme semi-droite fon-
damentale.

En prenant I'autre semi-droite fondamentale, on aurait la condi-
tion

A+D-+2ByYi—ki=o,

de sorte que les hypercycles pour lesquels les cycles polaires sont
tangents & une semi-droite fondamentale sont définis par la re-
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. lation
(A+D)e2—4B2(1—4A?) =o.

Tutorime VII. — Il résulte du théoréme précédent que, pour
un hypercycle qui ne vérifie pas la relation précédente, tout cycle
tangent a une semi-droite fondamentale peut étre considéré
comme le cycle polaire de ’autre semi-droite fondamentale.

Ce résultat peut se retrouver analytiquement. Soit le cycle

a', b', r' tangent a la semi-droite 4, /1 — &2, o.
Ona

kad—\Ji—kRb—r=o ou kx = 1 — Ry,
z, y étant toujours le point de concours des tangentes au cycle
qui sont parall¢les aux semi-droites fondamentales. Dans cette hy-
pothése, les équations (10) deviennent
C(a'p'+bN—r)+D(p—k)=Cq,
Cy(Vi— kN —ky +1)+B(p'—k)=o,
2aCyyVi— kB (VT= BN —kp +1) +(A+D) (¢ — k)= o,
N pr=1.
On suppose que
A+D—2Byi— ki o.

On déduit donc de ces équations
W—k=o0, vVi—KN—kp+1=0
ou bien
p.’=k, l':—Vl-—l(’.
La derniére est vérifiée, et la premiére donne
C(ka'—/1—kib'—r') = Cq', q'=o,

ce qui démontre le théoréme.

On a supposé ¥ % o. Si y était nul, le cycle serait tangent aux
deux semi-droites fondamentales. Dans ce cas il est évident que les
équations donnent

W=k, l'=i\/l—k’, q'=o.

On peut considérer le cycle comme le cycle polaire de 1'une ou de
Pautre des semi-droites fondamentales.



Sil'on résoutles équations (10), on obtient des formules qui font
connaitre les paramétres de la semi-droite qui a pour cycle po-
laire le cycle donné &', &', 1’ :

. (1—k2)[2Bkxr — (A+D)y]

T 2kC[(1— )y — Ea?) + k[(A+ D)z —2k(1— k%) y]’

. , _aCli—k)yr— K a2+ k[k(A+ D)z —2B(1— k?)y]

() N W= k=) — Rt~ A(A~ D)z —2B( — &) y]’
. [a—Fk)y—k2x?][2C2 +2(Cr'+ D)1 — A2) — (A + D)l
T 2Ck[—R) 2 — k22| + k[(A+D)r —a2B(1—A%)y]

)\I

Dans ces formules
ka —r'
= k )

)’ = b'.

Les cycles polaires possédent des propriétés analogues a celles
des poles et des droites dans les coniques. Les formules (g) et (11)
permettent d’établir simplement les propriétés mentionnées par
M. Laguerre. On voit par la qu’elles sont fondamentales dans 1’é-
tude des cycles polaires.

Tatorime VIII. — 87 A a pour cycle polaire 1, les cycles po-
laires des tangentes a 1l sont tangents @ A.

Soient
AN, W, q), T(a, b, r) et AN, W, q"), W(a')d,r).
On suppose que
wa —Ab+ g —r'=o,
et il faut prouver que

y.'a"— )\fb~+q/_’_~: o.

On a
v 2BEMNW —(A—D)p'w—2Cq'w —2kDyp’
wa= 2CG(k—p)
ey AEDN 2Bk N — 2B Y
2G(k— ')
_ r,=——zB)\'—szp.'-«i—zC/cq'—i-A+D(l+k3).
2CG(k—p)

On déduit de 1a
2AC(k— ) (' @— Kb+ g"—y) =2aBA(N '+ V) —(A—D) ' '+ (A+D)N N’
—2C(g' W+ p'g")—2BA'+1") —2kD(W'+p)
+2Ck(g'+q")+A+D(+K?2).
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On formera par analogie
2C(k — W) (W a' —Nb"+q'— "),
L’expression trouvée dans le second membre gardant la méme

valeur lorsqu’on change respectivement X', u/, ¢’ en )', u', 4", on
voit que l'on a

2C(k—p)(wa —Nb+qg"—r)y=2C(k— ) (pa"—Nb&" 4+ g'— 1),
ce qui démontre le théoréme.

Tratorime 1X. — Toute tangente a l'hypercycle est tangente
a son cycle polaire, et il 'y a pas d’autres semi-droites qui
possédent la méme propriété.

La condition nécessaire et suffisante pour que la semi-droite
(N, @', ¢') soit tangenle a son cycle polaire (@', U/, ') est

wa' —Nb'+q'—r'=o.

Si I'on remplace a', b/, r’ par les valeurs que donnent les for-
mules (9), on obtient, toutes réductions faites,

AN2- 9BAN p'—2Cp'qg'— 2BN —2kDp'+2Ckg'+ D(1+ £2) = o.

C’est la la condition pour que la semi-droite soit tangente a I’hy-
percycle.

Une conséquence importante de ce théoréme est que I'hyper-
cycle est complétement déterminé quand on se donne deux couples
de tangentes conjuguées (A, A’), (B, B') et une cinquiéme tan-
gente T. Si I'on construit, en effet, les deux semi-droites qui sont
conjuguées harmoniques par rapport a (A, A’) et aussi par rapport
3 (B, B'), on aura les semi-droites fondamentales (P, P'). Si I'on
prend maintenant la conjuguée harmonique de T relativement a
(A, A"), soit T,, puis la conjuguée harmonique de T relativement
a (B, B'), soit T, le cycle tangent aux trois semi-droites T, T, T,
sera le cycle polaire de T. On connait ainsi les semi-droites fon-
damentales et le cycle polaire d’une semi-droite donnée : la courbe
est donc déterminée.

Tuatorime X. — Les semi-droites dont les cycles polaires ont
un rayon donné enveloppent un cycle.

En effet, les paramétres de la semi-droite doivent vérifier la re-
XIV. 5



lation

ou
2BMN +2kDp'—2Ckg'— A —D(+ i) =2C(k—p)R,

relation qui exprime que la semi-droite est tangente au cycle qui
a pour paramétres

D R B  A+D(+2k)
¢ ¥ Gk 2Ck

R.

CororrAtre. — Les semi-droites dont les cycles polaires se
réduisent & un point enveloppent un cycle.

Tutorime XI. — Le liew des cycles polaires de rayon nul
est la conique H,

On obtiendra I’équation du' lieu en éliminant ¥, ', ¢' entre
q i w q
I'équation
N pft=1

et les équations (g) dans lesquelles on fait

r'=o, a' =z, b=y.

Le calcul donne effectivement H = o.

Tueorime XII. — Si une semi-droite se déplace paralléle-

ment & elle-méme, le cycle polaire demeure tangent & deux
semi-droites fixes paralléles auzx semi-droites fondamentales.

Soit (k, /i — k%, m) une paralléle & P. Il suffit de montrer
que 'on peut déterminer 7 de maniére que la relation

ka—vVi—k2b'4+~m—r=o0

soit vérifiée pour toute valeur de ¢’, lorsque X et |’ restent fixes.
Or on a
2Bk2)N — (A —D)kp'— 2Ckqg’ — 242D
o 2G(k—)
. —2BMN—2kDp +2Ckg'+ A+ D(1+24k2)
B aC(k— ) '

ka =

Donc A'a’—r' est indépendant de ¢'. Comme il en est de
méme de &', le théoréme est démontré.



Tatorime XIII. — 8¢ une semi-droite roule sur un cycle, le
liew du centre de son cycle polaire est une conique.

Supposons que la semi-droite (¥, W', ¢') roule sur le cycle
(a”, &', r"). Le lieu du centre du cycle polaire s’obtient en élimi-
nant N, i, ¢' entre les équations

AP — N +g — 1" =o,
2C(k — )z —2BikAN + (A —D)p'+2kCq'+ 2D =o,
2C(k—p)y +(A+D)N+42Bkp'—2B =,
N2yt =1,

ou bien ¥, p' entre les équations

(A+D)N+2(Bk—Cy)p'=2(B—Cky),
2(C"—Bk)N +(A—D—2Ca"—2Cz)p'=— 2(kD + C/"+ Gkz),
ANippt=—1,

L’équation du lieu est

[(A+D)(A —D —2Ga"—2Cz) — 4(C8"— BA)(Bk — Cy)]?
—[—2(A +D)(AD + Gr* + Gkz) — 4(Cb"— Bk)(B — Cky)J
—[—§(Bk—Cy)(kD + Cr'+ Ckaz)—2(B — Cky)(A— D —2Ca’—2C)Jt =

Le dernier crochet contient seul des termes du second degré,
et il est évident que ces termes se détruisent.

On sait que M. Laguerre a, le premier, donné la définition et
les propriétés de I’hypercycle. Nous nous sommes proposé, dans
ces quelques pages, d'indiquer une méthode analytique qui per-
mette de démontrer, d'une maniére réguliére, les théorémes énon-
cés par M. Laguerre (Comptes rendus des séances de I’ Acadé-
mie des Sciences, 20 et 27 mars, 10 et 24 avril 1882).



