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Sur Uéquation du quatriéme degré et les fonctions
elliptiques; par M. A.-E. PeLrET.

(Séance du 17 mars 1886.)

1. Lorsque les racines d’une équation de degré pair 2 m peuvent
se partager en m groupes de deux racines satisfaisant a une rela-
tion de la forme

(1) ax zs+ b(xy+ x3) + ¢ = o,

les racines de chaque groupe étant inégales, on peut ramener 1’é-
quation & étre réciproque ou i ne contenir que les puissances
paires de I'inconnue par une substitution linéaire. Nous considé-
rerons les deux cas, a différent de o et @ nul.

Premier cas : a# o. — L’équation devient réciproque en po-

. 8 , .
sant £ —=az -+ [ et paire en posant z = a v +8 —+ B, « étant égal

2
a¥¥i—ac g,
a

b sip 1y ., o
— > et § une quantité indéterminée, différente

de o.
Second cas : a=o0. — L’équation devient paire en posant
x=ou °, et réciproque en posant # = o =" ., o étant
=% 3 proq P == 26’

une quantité indéterminée.

Al
2. Lorsqu’une équation du quatriéme degré n’a pas de racines
égales, on peut former de trois maniéres différentes deux groupes
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de deux racines; a chaque maniére correspond une relation de la

forme (1), et, par conséquent, on peat amener I'équation a étre

paire ou réciproque de trois maniéres différentes. Soit I'équation
X4 4PX3+6QX2+ 4RX +S =0

ou, en posant X =z — P,
fz)=x*+6qxt+4rz+s=o.

Cherchons & rendre cette équation réciproque par la substltu—
tion £ = a3 -+ $3; on obtient les équations

6/ (BR—FBLf(B=0, ar= ‘}f’(ﬂ)_

La premiére développée devient

o(B)=po4+ 197 ‘” Br—3¢B8— I =o,

en supposant r différent de o; puis on a
s—9q? ,
=3+ 3L g 39 =¢'(B)

D’aprés sa [ormation, I'équation ¢(3) = o0 admet comme ra-
cine toute racine multiple de I'équation f(z)= o, avec le méme
degré de multiplicité, et réciproquement.

Supposons réels les coefficiénts de 'équation f(z) =o. Il en est
de méme des coefficients de I'équation ¢(f) = o. Désignons par
Bo, B4, Ba ses trois racines; on a

ad = 9'(Bo) = (Bo— B1)(Bo— B2);

par conséquent, lorsque les trois racines de I'équation en {3 sont
réelles, les valeurs de a2 correspondant a la plus grande et 4 la plus
petite sont posilives; si '’équation en 3 n’a qu'une racine réelle,
la valeur correspondante de a2 est positive.

. 3
Effectuons la substitution £z = « 5 +

< + B, a, B, & étant réels,

ce qui est toujours possible d’aprés ce qui préceéde; et soit
Ay*+Byt+C=o0

Péquation a laquelle on arrive. Les autres transformations pour
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obtenir une équation paire seront données par la formule

_MCz+8,
Y= Az—3’

. . , . , G
donc, lorsque les racines de I'équation en {3 sont réelles, = est po-

sitif, par suite les racines de I'équation f(z)= o sont toutes réelles
ou toutes imaginaires; lorsqu’une seule des trois valeurs de 8 est

réelle, 1 est négatif; I'équation f(z)= o a deux racines réelles et

deux racines imaginaires conjuguées.

3. Aibsi les intégrales elliptiques peuvent se ramener par une
transformation linéaire a la forme

F(z)dx
R ——————————
VAZ*+ Bz?+ G

ou F(z) est une fonction rationnelle. Si F(z) est une fonction
impaire, c’est-a-dire égale & x f(x?), f(z?) étant une fonction
rationnelle, on voit, en prenant x? pour variable, que I'intégrale
precedente se raméne A l'intégrale d’une fonctlon rationnelle. Si
F(z) n’est pas une fonction impaire, effectuons la substitution

x—\/cy-’_” il vient

]q—a F(z)d \7-;9 dy

VA By - ¢ ’

. +/C 3 T .
et, s1 F<\/X )}:———'-8> est une fonction impaire, cette derniére se

raméne a I'intégrale d’une fonction rationnelle; pour cela, il faut
que I'on ait

Cy~+o +/C y—38 \/(_l 1)
(VRS = (VRER) o ro=-ry/is
et, dans le cas ou F(z) est une fonction paire F(z?),

F(zi)——F<Aiz)'

ce qui renferme un résultat de M. Hermite (Journal de M. Resal;
année 1880).
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Considérons en particulier l'intégrale f d et
Yi—a?)(1—k?z?)
effectuons la substitution z = —— £ L. on a
VEry—t
f dz _ 2 dy '
V(r—a?)(1— k2a?) f‘//_(\/ﬂy’—l-l)'-—(‘_;k)z (yr—r1n
Posons
dk o Ly _
(_l—!—-l(‘)i_/l?’ k’y’+l_u’
il vient
w— x(1+ k)
T o1+ ka?
et

ety [ de ~[" du
Au‘/ow ‘/(l_zg)([_k‘zxz) _[ l/('_‘u’)(l—lc’iuz)’

et 'on est conduit ainsi naturellement & I’échelle des modules de
Lagrange (Bertranp, Calcul intégral, n* 650 et suiv.; 659).



