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Quelques questions se rapportant à l'étude des antiparallèles
des côtés d'un triangle ; par EMILE LEMOINE, ancien élève de
l'École Polytechnique.

(Séance du 19 mai 1886.)

Depuis quelques années la figure formée par les intersections
des côtés d'un triangle avec trois droites parallèles à ces côtés et
passant par un même point a été l'objet de nombreuses études,

. tant en France qu'à l'étranger, à propos, par exemple, des propriétés
des points de Brocard et du point de Lemoine ( < ) ; nous allons
nous occuper ici delà figure formée par les intersections des côtés
d'un triangle avec les trois antiparallèles à ces côtés menées par un
point de son plan en développant l'étude que nous avions com-
mencée dans le Bulletin de la Société mathématique, t. XII,
p. 72, i883-84, et dont M. Casey {Treatise on thé analytical
Geometry) nous a fait l'honneur de reproduire quelques résultats.
Nous nous servirons des coordonnées normales.

Définitions; notations et propositions préliminaires.

Par un point 0 (a, j3, y) du plan d'un triangle ABC je mène les
antiparallèles de chaque côté :

L/antiparaiïèle de BC coupe BC en ii, ÇA en ig, AB en 13,
» ÇA » 2i 22 » 2a,

» AB » 3i 3a » 33.

Ces antiparallèles à BC, AC, AB ont respectivement pour équa-
tions

Sa(6y + cp) -4- T) [(62— c^y — aca] — S[(62— c» ) ? + a6a] = o,
— Ç[(<'2— CT2)^ -+• bc p] -+-\ b(ca -4- CTY) -+- Ç[(c2— aî)a — a6jS] == o,

Ç[(a2—62)p — &CY] — TI [ (aï—62)a-4-acy]-+-Çc(6a + ap) = o;

(1) Nous rappelons que les points de Brocard 0 et 0' dans un triangle ABC
sont définis par les égalités d'angles

OAC= OBA= OCB, (yAB= O'BCs (VCA.

Le point de Lemoine est le point inverse du centre de gravité; il a par consé-
quent peur coordonnées normales a, b, c.
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au moyen de ces équations on aurait immédiatement les coordon-
nées des neuf points i ^ , ig, 13, 2 < , 23, 23, 3i, 82, 33.

Nous allons placer ici le Tableau des longueurs des principales

lignes de la figure exprimées en fonction des côtés et des dis-
tances a, [3, Y du point 0 aux trois côtés.

Nous supposerons a ^> b ^> c :

213i, 3g» ig? ts^

ont respectivement pour longueurs

aéccosA paccosB ya^cosC
——g——? ——S——? — — S '

1213? 2321, 3i 3z

ont respectivement pour longueurs

CT(&Y-+-c(3) b(ccn-^-a^) c(a^ -+• by.}
aS. 28 2S

On a
———2 ç2
1221 =-^-[(6a—ap)24-2a6apcos2c],

4D-6

S désignant comme à Fordinaire la surface de ABC :

ac a^a4-[3(62—c2) ab aci—^(ô2—^2)
IlI2=:: 6^Tc2————aS————? ^^è.2^"?————2~S———'?

^ cftbc -, ac Q .- ab
°"=ïs(é^^)31' O I2=ïsP> OI3=.s^



A 1

Bii=

B23-

T> 0

C T O —

C2i-

C3i-

c(6y -+-
2S

6c
a2-^2

cb
a2—^2

ac
6 2 —^

a(ca-4-
28

ac
a 2 —^ 2

aboi.-}- (b2—
28

a6?-r-(a2—

&(ap+
28

OY)

acY -

îS
&a)

CJ3)

6cp-
28

p(a2—&2)

aca -

-(a2—

2^

-(^—.c2)^
2S

+-(a2—
28

c2)p

c2)a

- 40e

C2)Y

- ^cy

^a

) —

A 13==

A f)

A3a=

Bl3=

B2i=

T> 0

Gii-

C22==

P °

& ( & Y 4 - c p )
2S

c6p—(a2-
2S

bc^— (a2—
2S

C T c a — ( 6 2 —
2S

c(ca + av)
2S '

ac y 4- ( a2 —
2S

a6 aôa
^2—— ç2

a6 a6p
a2 — c2

a ( b a -4- <% ? )
2S

?

-^)ï
"iil-—— ?

^)p———— ^

c^-r
?

- À 2 ) a——— ,

- ^ ( ^ 2 ç 2 ) p

2S

^(^—c^a
2S

Les longueurs des antiparallèles à BC menées par A, B, G et
terminées aux côtés opposés sont respectivement

abc ac ab
——————^ y ——— y •—— «

62 — c2 b c

Les longueurs des antiparallèles à ÇA menées par A, B, C et
terminées aux côtés opposés sont respectivement

cb
'—" ?a

abc
a2 — c2

ab
c

Les longueurs des antiparallèles à AB menées par A, B, G et
terminées aux côtés opposés sont respectivement

bc ac abc
a7 b a2—^2

Remarque. — Si l'on considère les tangentes au cercle circon-
scrit menées par chaque sommet et que l'on prenne les longueurs
de chaque tangente entre ce sommet et le côté opposé, l'inverse
de la plus petite de ces longueurs est égal à la somme des inverses
des deux autres.

Nous appellerons a < , (3i, y, les pieds des bissectrices intérieures
et o^, (î^, Y^ les pieds des bissectrices extérieures. Les points
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o, Oa^ Ob') Oc seront respectivement les centres du cercle inscrit et
des cercles exinscrits ; r, 7\i, /'^ rc les rayons de ces cercles ;

R le rayon du cercle circonscrit :

A', B', G' sont les points de contact de BC, ÇA, AB avec le cercle inscrit;
A^, B^, Ça ^> » exinscrit Oa\
Afy, B^, Cfy » Ob\
Ac, B^, C[ » Oc ,

^» ^À? ^<r les points où les droites qui joignent respectivement
A, B, G au centre du cercle circonscrit coupent BC, AC, AB.

Ai, B<, Ci les pôles de BC, AC, AB par rapport au cercle cir-
conscrit ou les associés respectivement en A, en B, en G du point
de Lemoine (voir plus loin la note sur les points associés).

On trouve
„ Byac cosC 4- wba cosA 4- a8c^ cosB(A) surf. 12 23 3i ==—£J———————-—-^—————-————?

,, - „ BYŒ^COSB -4-Ya^c cosC -h aB cocos A
(B) surf.i32i32= ^-J———————-—^g—————-—————;

pour le point de Lemoine ces deux surfaces sont égales à

i6S3

(a2.+-62_^c2)2 )

( , a2 62 c2

^surf.i^33==--^_^^_^^_^

1 ^(^—c t)cosA-4-^a(c 2—a 2)cosB-^-a^(a^—^)cosG
( >< — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — Ï S ' — — — — — — — — — \

. , a2 8Y(c2— ^> 2 )cosA—va^ccosC-haQôccosB
(D) surf.i^^^-^1-!-————^—————^———————p————,

surf. ^313 3i 211232= S —--.T[2a2(a2—26ccosA)4-22pY(c6—a2cosA)].4 o

Construction des droites.

(la) a-h pcosC -+-YCOSB =0,

(\b) acosC -+- ? -l-ycosA = o,

(îc) a cosB-h-? cosA-h Y = o.

En B je mène une perpendiculaire à AB qui coupe AC en i^ ;
en C une perpendiculaire à AC qui coupe AB en ic, la droite I A le
et la droite (ïa) se confondent. Le quadrilatère CB i^ ic étant in-
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scriptible à un cercle, on voit que {la) est une antiparallèle à BC.
[Remarquons que (L) passe par A,, (I&) par B,, (!<,) parC,.] Ap-
pelons laie point où (I<,) coupe BC, on voit que la est le conjugué
harmonique de ̂  par rapport à B et à C.

De même (I&) et ( le), respectivement antiparallèles à A C et à AB,
donneront ïaj 2&, iç ; 3a, 3^, ïc par leurs intersections avec les
trois côtés du triangle de référence, 2^ et 3c étant conjugués har-
moniques de ̂ , \c'

Nous appellerons la, 1̂  L les sommets du triangle formé parles
droites (L), (I&), (L), la étant l'intersection des droites (I&),
( le) , . . . .

Remarques. —A^a? B5^, CXc étant trois droites concourantes,
la, 2&,3(. sont en ligne droite ; donc les deux triangles ABC, lal^L
sont homologiques ; Paxe d^iomologie la ^b 3c a pour équation

a p y _
cosA f;osB cosC ~-0'

le centre d^homologie a pour coordonnées
_____ï____ _____i____ ____i____
cosA—cosBcosC cosB—cosCcosA' cosC—cosAcosB*

Construction des droites.

(Ja) —( /?—a)a4-6 j34 -CY==o ,
(h) a a — ( j o — 6 ) P + c Y = = o ,
(Je) a ' a 4 - 6 p — ( p — C ) Y = = O .

(Ja), (Je), (Je) sont respectivement parallèles à BC, AC, AB;
le centre d'homothétie du triangle quelles forment et du triangle
ABC est le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

Soient

Ja&? îac les points où (îa) coupe BA et ÇA,
J^c? Jba ceux où (J^) coupe CB etAB,
Jcay 3cb ceux où ( J e ) coupe AC et BC,,

A' J / y a et CJah sont parallèles à AA^.
A1 Sca et BSac )) à AA^.
B' îcb et AJ//c )) à BB^..
B'JaA et CJ&a » à BB^.
Ç' Jac et Wca » à CCa.
C' ̂  et AJ(.& » à CC;,.



-- 112 -
d'où, pour construire (J^), on mène par C une parallèle à AA^ qui
coupe AB en iab ; la parallèle à BC menée par Jab est la droite (J^) ;
pour avoir îabi on pourrait partir encore de B' en menant une pa-
rallèle à BB^ ; de même on pourrait se proposer de trouver d'abord
Sac en partant soit de B, soit de C et menant une parallèle soit à
AA^,, soit à CC^.

Nous avons aussi à nous servir des neuf droites du groupe K :
( i ) / ? a - + - & p + C Y = = o ,
(a) ( 7 ? — ^ ) a - t - 6 p 4 - C Y = = o ,

(3) ( ^ — c ) a - 4 - 6 p - } - c Y = o ,
(4) aa-^p -4-cy == o,

W { ( 5 ) aa - f - ( /?—c) |3 -+ -cY=o ,
(6) aa+(7?—a) [B -4 -CY==o ,
(7) aa4-&P-r-7?Y = o,

(8) aa+ &iB-T-(jo — a ) Y == o,
\ (9) aa - } -& i3+( /?—6)Y=o ,

qui jouissent de propriétés analogues aux droites (J^), (J^), (J^,).
Les trois premières sont parallèles à BC ;
Les trois suivantes, à ÇA ;
Les trois dernières, à AB.
(1), (4) et (7) forment un triangle homothétique à ABC; le

centre d'homothétie est le point r^., r^, /^ ;
(2), (5), (8) forment un triangle homothétique à ABC; le

centre d'homothétie est le point r^, r/^ rc ;
(3)? (6)^ (9) forment un triangle homothétique à ABC; le

centre d'homothétie est le point r^ f\zj ̂ .
Pour étudier toutes les droites du groupe, il nous suffira d'étu-

dier les deux types qui comprennent les neuf droites; nous pren-
drons, par exemple,

7?a+6?+CY ==o
et

y.(p — ^ )4 -6 j3 -+ -CY=o .

La droite ̂ a + f t ^ + c y ^ o e s t parallèle à BC ; elle coupe AC
en V et AB en V^ ; BV et AA^ sont parallèles, CV etAA^ égale-
ment.

La droite {p — b) a 4- b ̂  + cy = o est parallèle à BC ; elle coupe
AC en V< et AB en 'V\ ; BV^ et AA7 sont parallèles, CV\ et AA;,
également.
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Étude de i2 points; groupe (M).

Nous les définissons ainsi
«o» oia, a&î ac sont sur BC,
PO, Pa, P^, Pc » ÇA,

To, Ta, T6, Te » ^ AB»

o ao, o Pô» oyo sont respectivement perpendiculaires à A o, Bo, Go;
o^ o^ o^ » » Ao- Bo- coa:

o,^ o^o^ » » Ao,,Bo,,Co,;
. „ „ Q „ „ » » A 0(., D Oc, <-l Oc ,
Oc ̂ î Oc pc, Oc ̂ c

on voit alors que
Aoo et C'éBc sont parallèles; ao a pour coordonnées o, — ( p — c ) , (p — b),
B p » e t A c % » P» " ( p - c ) , o , - ( p - a ) ,
CT,etB,A, » To » -(p-b), (p-a), o,
Aa«etB'éC^ » ^ » o,-(p-b), (p - c ) ,
B^etC'A;, » P» » (P-è),",-^
C^etB'Ac » Ta )) - ( 7>-c )>P>°>
AaéetC 'B» » »» " o, - (/> - a), 7»,
BpéetA.Cc » P* )> (^,-o),o,-(p-c),
C^etA'Bc » T» " -P,(P-^'0'
AacetB 'C» » ^ " o,-/>,(/>-«),
BScetA'C, » Pc » P,o,-(P-b),
C^etA,B. » ïc » -(p-a),(p-b)^.

Les points ao, po, TO sont sur la droite

(No) aOo-cO+PCp-^+ïCP-^0 '

les points a<,, ?*, yc sont sur la droite

"^-J-^-l-(N^) joTTa^p^î^T^"0''

les points a», pa, Ta sont sur la droite

(Na) a,p-^-p(Jt>—c)-l-YCP—é)= :o '

les points ao, ^c, T» sont sur la droite
a 8 T _

(No) p^-p^T^-p—b'0'

On aurait de même les droites (N*), (N'o), (Ne), (N'^).
XIV.
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Le point d'intersection N<» de (N^) et de (Ne) est

—(6-hc), ôcosC, ccosB;

le point d'intersection N^ de (N^) et de (N^.) est
^

—(&-+-c) tang 2 - , ôcosC, ccosB;

le point d'intersection îioa de (No) et de (N/,) est

(6—c) , —ôcosC, ccosB;

le point d'intersection N^ de (N^) et de (N^) est

( & — c ) c o t 2 — » —écosC, ccosB;

on aurait de même les points N&, N^, N^, N^., NoA, N^, N^, N^.
Les deux triangles ABC, N^N^Nc sont homologiques ; l'axe d'ho-

mologie est (N^,) et le centre d'homologie a pour coordonnées
tangA, tangB, tangÇ, qui est aussi le centre d'homologie de ABC
et de N^N^N^. Les deux triangles ABC, NoaNoèNc sont homolo-
giques ; l'axe d'homologieest (N^.), le centre d'homologie est tangA,
tangB, — tangC qui est aussi le centre d'homologie de ABC et de
N^N^N,, de même pour ABC, N^N^No,, ABC, N^ N^ N^, ....

Remarque. —- Le centre d'homologie des deux triangles ABC,
NoaNo&Nc est le point associé en A ( ^ ) du centre d'homologie des

(*) Nous avons montré, à diverses reprises, l'importance de la notion des
points associés dans la géométrie du triangle. Voici les définitions et quelques pro-
priétés.

Le point 0 ayant pour coordonnées a, p, y aura respectivement les points 0,:
— a» P» T î °b : a» — P» Tî °c: a» P» —T pour points associés en A, en B et en C.

Une courbe est simplement associée à elle-même en A,'si elle est le lieu du
point 0 en même temps que le lieu du point 0^.

Si une courbe est doublement associée à elle-même, par exemple en A et en B,
elle l'est aussi en C, c'est-à-dire qu'elle est triplement associée à elle-même.

Une courbe de degré impair ne peut être doublement associée à elle-même, à
moins qu'un des côtés du triangle de référence ne fasse partie de la courbe.

Une conique, qui est elle-même triplement son associée, a évidemment une
équation de la forme La» -+- M R3 + Ny2 == o, c'est-à-dire :

i° Qu'elle ne peut couper à la fois en des points réels les trois côtés du
triangle de référence ;

a° Que les deux points d'intersection d'un côté du triangle de référence avec
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deux triangles ABC, N^N^N^; nous avons déjà rencontré ce point
(voir Bulletin de la Société mathématique, p. 76; i884).

Lemme. — Soit une circonférence tangente à deux droites X
et Y. Je mène une tangente à cette circonférence qui coupe Xen*r,
Y en y ; par x je mène une parallèle à une direction donnée 5.,
par^y une parallèle à une direction donnée JJL : ces deux droites se
rencontrent en 0. Le lieu de 0, si la tangente varie, est une hyper-
bole dont les asymptotes sont parallèles à \ et à a.

Nous n'insistons pas sur la démonstration fort simple de ce
lemme.

A. Supposons que le cercle soit le cercle inscrit :
i° Prenons pour droites X et Y les deux côtés AB et AC du

triangle de référence et pour), et a les antiparallèles à AB et à AC.
L'hyperbole lieu de 0 aura pour équation

(Pa)
o == — a2(7? — a) -+- pîQo — b) -+- y2 (p _ ç)

-h (îp cosA — b — c)py 4- (c — a)ay -+- (b — a)aj3.

2° Prenons BC et BA pour droites X et Y et pour \ et u. les an-
tiparallèles à BA et à BC.

L'hyperbole lieu de 0 aura pour équation

(Pé) i o=<lî(P~a)-^(P-b)-^72(P-c)
( -+-(c—^)PT+(2/?cosB—a—c)aY+(a--6)ap.

3° Prenons ÇA et CBpour droites X et Y et pour \ et u. les an-
tiparallèles à CB et à ÇA.

cette conique sont conjugués harmoniques par rapport aux deux sommets qui
sont sur ce côté.

Si une parabole est à elle-même triplement son associée, son équation a l'une
des trois formes

- a'a2^ 4-(62 + c2).) (y + Xp«) = o,
-P262X+(c24-aa^)(aa+^3) = o,
- T'c^ + (a2 4- 6^) ( ?2 + ̂ a«) = o;

elle est inscrite dans le triangle qui a pour sommets les milieux des côtés du
triangle de référence.

Si une hyperbole équilatère est à elle-même triplement son associée, elle passe
par les quatre centres des cercles tangents aux trois côtés du triangle de réfé-
rence et réciproquement.
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L^hyperbole lieu de 0 aura pour équation

o=^(p—a)-^-^(p—b)-^(p-c)
(Pc)

-4- (b —c)py+(a—c)ay -r-(2pcosC — a—6)op.

(Prt) coupe AC et AB aux pieds (3i, yi des bissectrices inté-
rieures ;

(P^) coupe encore AC et AB en j3o? "fo î
(Prt) passe par Ai et a pour asymptotes des antiparallèles à AB

et à AC.
Les hyperboles (P&), (Pc) jouissent de propriétés analogues^
B. Supposons que le cercle soit le cercle exinscrit Oa,
i° Prenons AB et AC pour X et Y et pour \ et a les antiparal-

lèles à AC et à AB.
L^hyperbole lieu de 0 aura pour équation

( o=^p+^(p-c)-^-^Çp-b}

( — [ ^ ( P — a ) c o s A — b — c j y p - r - ( c + a)ay-4-(a+6)ap.

1° Prenons BG et BA pour X et Y et pour \ et y. les antiparal-
lèles à "AB e làBC.

L^hyperbole lieu de 0 aura pour équation

(PA)
o= ^p-^-^(p—c)—^(p—b)-r-(c—b)^^

-l- [i{p — a) cosB 4- c — ajoy -+- (a + 6)ajâ.

3° Prenons ÇA et CB pour X et pour Y et pour 5^ et {JL les anti-
parallèles à CB et ÇA.

L'hyperbole lieu de 0 aura pour équation

.p.) o=^p-^(p-c)^-^(p-b)
-r-(& —c)^Y4-(c-r- a)ay +[2(7? — a)cosC -+- b — a]aj3.

C. Supposons que le cercle soit le cercle exinscrit o^i on aura
de même :

1° AB et AC pris pour X et Y^ les antiparallèles à A et à B pour
\ et [i,

o = ̂ (p -c)-}- ̂ p - ̂ (p — a)
(P'a) + [2(7? — b)cos\ -hc— ^IY? + (c — a)ay -4- (a -T- 6)ap;

2° BA et BG pris pour X et Y ; les antiparallèlcs a BC et a BA
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pour \ et [JL,

, ( o == a2(7? - c) 4- P2^ + T2 (7? - ̂ ) + (c 4- b) ̂
{ ( — [ 2 ( 7 ? — 6 ) c o s B — c — a ] a Y 4 - ( a 4 - 6 ) a p ;

3° ÇA et CB pris pour X et Y ; les antiparallèles à CB et ÇA
pour \ et [JL,

( ? " } { o = r-a 2(^—c)-T-P2^+T2^-a>v c ) \ + (c+6)Y?+(a—c)aY+[2( /?—6)cosG4-a—&]a i î .

D. Supposons que le cercle soit le cercle exinscrit Ocj on aura
enfin :

i° AB et AC pris pour X et Y; les antiparaiïèles à AC et à AB
pour \ et [JL,

r') o=^(p—b)- ̂ (p — a) + ̂ p
4-[2,(7?—c) cosA4-6— c]pY4-(a-hc)aY-4-(6 —a)ap;

2° BA et BC pris pour X et Y les antiparallèles à BC et à BA
pour \ et [JL,

i o^-a^-^+^Oo-^+^+^+^Pï
• b ) \ - 4 - [2 ( /?—c)cosB4-a—c]aY4- (a—6)a? ,

3° ÇA et CB pris pour X et Y; les antiparallèles à CB et à ÇA
pour \ et [JL,

( o = ̂ (p - b) + ̂ (p - a) + ̂  + (^ + ̂ PT
( 6 / j - + - (a4 -c )aY—[2 (7?—c)cosG—a—&]ap .

(P^) a pour asymptotes des antiparallèles àAB et à AC, coupe
AB en ̂ a et eny^, AC en p^ et en ^ et passe par A< .

(P^) a pour asymptotes des antiparallèles à AB et à BC, coupe
BC en a^ et en a ^ , AB en y^ et en ^\ et passe par B<; de même
(P^.) a pour asymptotes des antiparallèles à ÇA et à CB, coupe ÇA
en pa et p i ? CB en a< et a^ et passe par Ci.

Iln^est pas nécessaire d^insister sur les courbes (P'a), (P^)» (P^)?
(P^), (P^), (P^) qui jouissent de propriétés analogues.

PROBLÈME I. — Trouver le lieu du point 0, tel que les trois
points ii, 22, 3a soient en ligne droite.

Il suffît d^exprimer que la surface du triangle 1 1 2 3 3 3 est
nulle.
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La formule (G) nous donne

(i) py(&2— ç2) cosÂ -+- aY(c2-- a2) cosB -h- ap(a2— 62)cosC = o ;

c'est une hyperbole équilatère circonscrite au triangle ABC. Elle
passe par le point de Lemoine et a pour inverse la droite qui
joint le centre du cercle circonscrit au centre de gravité.

Le centre de l'hyperbole (i) a pour coordonnées

cosAsin^B—c), cosB sm2(C—. A), cosCsin^A—B).

La tangente à cette courbe au point de Lemoine passe par le
point atangA, étangB, ctangC ou

a2 62 c2

cosÀ cosB' cosG^
et a pour équation

2 sin(B-C)a —-^——;—- = o;langA

Remarque I. — Si 0 est le point de Lemoine, la droite i \ 23 3s
a pour équation

•̂1 atangA ~~ oî

nous savons que les six points la» 13, 2 < , 23, 3i, Sa sont alors sur
un cercle, que 8223, 1^3^ i\ 13 sont respectivement parallèles à
BC, AC, AB et proportionnels à cosA, cosB, cosC.

Remarque 77. — Si, pour trouver le lieu, nous nous étions servi
du théorème de Ménélaiis qui donne

i iB îaG 33Â _
TTC 22A 3^""^

nous aurions trouvé une équation du troisième degré en a, (î, y,
mais contenant le facteur aa 4- 6? 4- CY qui, égalé à zéro, repré-
sente la droite de rinfini ; ce facteur étant enlevé, on trouve natu-
rellement l'équation (i).

PROBLÈME II. — Trouver le lieu du point 0, tel que les trois
points 1 3 , 2i, Sa soient en ligne droite.

La formule (B) nous donne immédiatement

(2) Pya^cosB -^-^abccosC •4- aRcacosA = o,

qui représente une conique circonscrite à ABC.
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PROBLÈME III. — Trouver le lieu du point 0, tel que les trois

points la , 23, 3( soient en ligne droite.

La formule (A) nous donne immédiatement

(3) PYaccosC-4-YaôacosA-r- apc6cosB = o

qui représente une conique* circonscrite à ABC.

Remarque. — Si trois points (pris chacun sur un côté diffé-
rent de ABC) parmi les neuf points i < , 13, 13, 2 < , 23, 23, 3^ 3^, 33
sont en ligne droite, les six autres sont sur une conique ; cela
permet dénoncer autrement les problèmes I, II, III et V.

PROBLÈME IV. — Trouver le lieu des points 0 pour lesquels
les deux triangles i»233, , 13» ^32 sont équivalents.

i° On peut pour cela écrire que les expressions (A) et (B) sont
égales, ce qui donnera le lieu qui a pour équation

apY(sin aB -- sinaC) + ̂ ^(sinîC — sinstA) -4- cap(sinaA — sinaB);

on la met facilement sous.la forme

Pï(6 2—c2)cosA-4-Ya(c2—a2) cosB -r- ap(CT2— ô^cosC = o,

c^est-à-dire l'équation (i).
On a donc ce théorème :

THÉORÈME I. — Si les trois points i i , 23, 33 sont en ligne
droite les triangles 122331, i ̂ i^î^sont équivalents.

2° On peut aussi écrire que les deux expressions (A) et (B)
ont une somme égale à zéro.

Ce qui donne la conique

(4) 2apY(ôcosB+ccosC) = o,

qui passe par le point

i i i
-9(c2— 62) cosA (a2-- c2) cosB (b^— a2) cosC

Remarque I. — II est facile de voir que les quatre coniques
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(i), (2), (3), (4) passent au. point

a
a2 cos2 A — bc cos B cos G ?

_______h_______
b2 cos2 B — ça cos G cos A ?

c2cos2G — ab cos A cosB
ou

sinA
s m ^ A — s i n a B s i n ^ G 9

et que pour ce point les trois groupes i < , 22, 83 ; 13, 2 < , 82 ;
i2, 23, 3i sont formés chacun de trois points en ligne droite.

PROBLÈME V. — Trouver le point 0 pour lequel les trois points
11 ? ^s? ^2 sont en ligne droite.

La formule (D) nous donne comme équation du lieu

(5) Py^—^cosA — ya^ccosC + ap^ccosB = o;

de même, les trois points 22 î s 3i seront en ligne droite si 0 décrit
le lieu

(6) PyoccosC •+- ya(a 2—c 2 )eosB—apaccosA==o,

elles trois points 83 2< 12 seront en ligne droite si 0 décrit le lieu

(?) — Pya^ cosB + yaoô cosA 4- ap(62— a2) cosC = o;

en ajoutant (5), (6), (^) membre à membre, on trouve une iden-
tité; donc ces trois coniques se coupent en un même point pour ïs

lequel les points i i , 23, 32; 22, 13, 3<; 33, 2< , 12 forment trois
groupes de trois points en ligne droite.

Ce point a pour coordonnées

__ sinA
sinaA sinaB -r sinaA sinaC — sin^B sinaG
___________sinB^_____ ___

sinaB sinaG -h sinaB sinaA — sinaA sinaC
sinG

sinaC sinaA -r- sinaC sinaB — sinaA sinaB

PROBLÈME VI. — Trouver le point 0 pour lequel les trois lon-
gueurs O i < , 022, 083 sont égales.
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En nous reportant aux expressions de ces longueurs données

précédemment, on voit que cette égalité a lieu pour le point T

b2—c2 c2—a2 a 2—b 2

——————— ? ————7———— ? ——————a b c

et pour les trois associés (1) Ta, T^, Tç.
Le point T étant à l'infini, il ne reste que les trois points Ta

bî—c2 c^—a2 a2-—^2
——— ——————————— , ——————.——————5 ———————————— ya b c

T^, Te.
On a alors, pour le point Ta,

- abc _iiTa=

iiT&==

HT,==

b^—c2'

a^c
aîi—c^

abc
a2 — 62 '

pour le point T^,

pour le point Te,

Remarque 7. — Ces longueurs sont respectivement égales à la
partie de la tangente au cercle circonscrit comprise entre le
sommet et le côté opposé.

Remarque I I . — Les expressions données en fonction de a, (3, y
des diverses lignes de la figure nous permettent décrire immédia-
tement le lieu du point 0 qui correspond à une relation donnée
entre ces lignes ; elles permettent aussi d'établir (par exemple, en
se. servant de l'identité 2 S == aa -+- 6 [3 + cy) une série d'antres
identités et aussi d'énoncer un grand nombre de théorèmes. En
voici quelques exemples :

1. Quel que soit 0, on a

abc = 0 ii(62— c2) -T- 022(c2— a2) -4- Oï^—b^),
abc== a^Si-t-^Oig+^Oîi^ a202l+^OSa-h C20 13,

O i 2 X 023X 03i== O i 3 X OiiX 032.

(1) Voir précédemment la Noie sur les points associés.
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2. £e /?om^ 0, pour lequel on a

011 ^ 022 _ 033
62_c2 c2—^ ~~ a2—6^

^ ̂ /yi^ 01\ 4- 0 i^+Ï^ est un minimum.
Les coordonnées de ce point 0 sont

(bî——çî)î (ç2__^2)2 (^2__^2)2

a J î——? ——c——•

3. Pour tous les points d'une même parallèle à Vaxe d'ho-
mologie du triangle ABC et du triangle formé par les pieds
des symmédianeS) on a

12 i3-+-232i+ 3 i3î== const.
etc., etc.

PROBLÈME VII. — Trouver le lieu des points 0 pour lesquels
^ ^î 0, informent une division harmonique,

En écrivant les valeurs des rapports au moyen des expressions
précédemment données des longueurs 1310 1312, on, 013, on a

2(CÎ-6Î) b C

——oo——~~~^^=0 :

c'est une hyperbole circonscrite à ABC ; elle passe par le point de
Pinfini —^, g, ^; c'est-à-dire qu'elle a une asymptote parallèle à
la médiane partant de A.

THÉORÈME II. — Si le point 0 décrit une hyperbole circon-
scrite au triangle ABC et qui ait une asymptote antiparallèle
à BC, le rapport anharmonique des quatre points comprenant
0 et les trois points où f antiparallèle à BC menée par 0 coupe
les trois côtés est constant.

PROBLÈME VIII. — Trouver les points 0 du plan pour lesquels
l'hexagone 2< 3< 13 23 3a la est circonscriptible à un cercle.

Ce cercle ne peut être que l'un des quatre cercles inscrits dans
le triangle ABC ; il y aura quatre points 0 donnant une solution
du problème; appelons Ho celui de ces points qui correspond au
cercle inscrit, Ha, H^, H(.ceux qui correspondent respectivement
aux cercles exinscrits Oa, o&, Oc.
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Cherchons d'abord le point Ho : puisque Ho 23 et Ho3a sont an-

tiparallèles à AC et à AB et que 2382 doit être tangente au cercle
inscrit, il est évident que Ho appartient à l'hyperbole (Pa); de
même Ho appartient à (P^) et à (P^).

Le problème revient à chercher le point commun à ces trois hy-
perboles ou par conséquent à deux d'entre elles.

Si l'on ajoute (P^)? (Pc)? on wi1 q^ Ho sera sur la droite
(8) a(p—a)-l-p(pcosC—6)-h'y(pcosB—c)==o;

il sera de même sur les droites

(9) ^(P cosC — a) -+- (3(7? — b) •+• y(/? cosA — c) == o,

(10) a(^?cosB—a)-+- (îQo c o s A — b ) - { - ^ ( p — c ) == o.

L'équation (8) peut s'écrire

jo(a-T- pcosC4-Y cosB) —(aa -+-&p-+-c"f)==o,

par conséquent (8) est parallèle à l'antiparallèle (la) à BC : c'est
donc l'antiparallèle à BC passant par Ho.

Donc les intersections de (8), diagonale de l'hexagone cherché,
avec AC et AB, seront les sommets ig et 13 de cet hexagone.

De même (9) et (10) représentent les diagonales 2123 et SiSa.
Calculons les coordonnées de Ho.
Il suffit évidemment de résoudre deux des équations (8), (9) et

(10), mais les résultats ne se présentant pas immédiatement sous
une forme symétrique, nous allons procéder autrement.

En retranchant deux à deux les trois équations (8), (9) el(io),
on trouve

(n) —a(i-—cosB)-r- P(cosA—cosC)-hY(i—cosB) =o,
(ia) a ( ï — c o s C ) — P(i —cosG^Y^osB—cosA) = o,
(i3) a(cosC — cosB) -+- [3(i — cosA)—y( i— cosA) = o,

qui représentent trois droites passant en Ho; en tirant de deux
d'entre elles les valeurs a, [î, y, on trouve facilement pour ces
coordonnées

(i—cosA)(i+cosA—cosB—cosC),
(i — cosB)(i -r- cosB — cosA — cosC),
(i — cosC)(i-+-cosC—cosA—cosB),

ou
ara(2R—ra), ^(îR—rA), cr^aR—rc)
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ou

ara ( brb -4- crc —ara), br^ ( ara, 4- crc — bri, ), c^ ( ara -+- br/,— crc ) .

Construction géométrique du point Ho.

PREMIÈRE CONSTRUCTION.

La droite (8) peut se mettre sous la forme

(p — a)ci.— 6[î — cy 4-7?((3 cosC 4- y cosB) == o;

c'est donc l'antiparallèle à BC qui passe par le point d'intersection
des deux droites

P cos G -+- Y cos B == o ;
c'est-à-dire A îa ,

— (p — d}y. 4- b ? -r- c'y = o ;

c'est-à-dire ( î a ) '
Donc pour construire (8) on joint A l a ; on mène par G une

parallèle à BB^, parallèle qui coupe AB en un point par lequel on
mène une parallèle à BG ; cette parallèle coupe A la en un point
par lequel on mène l'antiparallèle à BC : c'est la droite (8).

On construit de même soit(9), soit (10), elle point Ho est déter-
miné.

SECONDE CONSTRUCTION.

Au lieu de construire deux des droites (8), (9) et (10) comme
cela se présente le plus naturellement à l'idée, il est plus simple
de construire deux des droites (n), (12), (i3).

(11) peut s'écrire

(y -h P cos A 4- a cosB) — ( a 4- ? cosC 4- y cosB) == o :

donc (n) passe par ï/y, intersection des deux droites (le) et (I<?)î
mais (11) coupe AC au pied (3i de la bissectrice de l'angle CBA :
donc la droite (i i) est la droite (â< 1 ,̂ de même (12) est la droite
Y! ïc et ( 13 ) est la droi te a< \a ; donc :

THÉORÈME III. — Les trois droites a^I^ , ^\ïbj Yi le se coupent
au point Ho.
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Remarque. — La tangente l a ^ i au cercle inscrit a pour équa-
tion

p — a Q p — b
a —"———_ 4- 8 —'———- — Y = o.

c—p cosB • c—pcosA. •

Cherchons maintenant le point H^.
On verrait de même, par les considérations qui nous ont servi

pour le point Ho, que îïa estle point commun aux trois hyperboles
(P^), (P^,), (Pc) ou encore le point commun à leurs intersections
deux à deux, c'est-à-dire le point commun aux droites

(8') ap -+- P[(jo — a)cosC 4- b] 4- y [(p — a)cosB 4- c] == o,

(9') ^(jP—^O cos^ — a ] — P^—^+' ïK^— ûQcosA—c] =o,
(lo') a[(p — a)cosB — a] 4- p[(jo — a) cosA — 6] —^{(p — &) == o;

(8') peut s'écrire

dp-}- ^p cosc 4- yjocosB + p(6 — a cosC)-4- ^(C — acosB) = o
ou

jo(a 4- ? cosC 4- ycosB) -i- cosA(pc -4- y 6) = o;

comme les deux droites a + (B cosC + Y cosB ==oe t pc4-v6==o
sont des antiparallèles à BC, on voit que (S') est antiparallèle
à BC.

(S') donne donc par ses intersections avecAC etAB les points
i2, 13 de Fhexagone cherché : elle est une de ses diagonales.

(P^) P6111 s^écrire

(p — a)(acosC 4- ? 4- y cosA) —(aa 4-6^4- cy) = o,

ce qui prouve quelle est parallèle à (1^), c'est-à-dire antiparallèlc
à AC; de même (lo7) est antiparallèle à BC; (9') et (10') sont donc
aussi des diagonales de l'hexagone cherché.

Calcul des coordonnées de Ha.

Des équations (S'), (9') et (10) on déduit, en retranchant (10')
de (9') et divisant par Çp — a),

(11') a(cosC — cosB) 4- P ( i — cosA) — Y ( i — cosA) = o.

En ajoutant (8') et (9'), puis divisant par Çp—a),

(12') a(i4- cosC)4- p( î 4- cosC) 4- Y(cosA -t- cosB) == o.
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En ajoutant (S1) et (io7), puis divisant par (p — a),

(i3') a(I--^cosB)4-P(cosA4-cosC)4-Y(l4-cosB)=o;

de deux des équations (i i'), (12'), (i3') on déduit facilement pour
les coordonnées de ïla

--(i — cosA)(i 4- cosA 4- cosB 4- cosC),
(i4-cosB)(i—cosA — cosB-r-cosC),
(i 4- cosC) (i — cosA -4- cosB — cosC),

ou
— ar(ïR -+- r), brc(îR — r^), cr^aR — r&).

Remarquons en passant les identités

cosA4-cosB4- cosC = i 4- r-,R.
cos B -+- cos G — cos A = ra — iR

ou

cosB4-cosC= r^-ra.,

cosA=I-rffrLr.
2R

L'équation (i i') et l'équation (i3') sont identiques, cela prouve
que

a(cosC — cosB) + P(i — cosA) — y^i — cosA) = o

estFéquation de la droite H<,H^, celles de H<,H^, H<,H^ seront
donc respectivement

—a(i—cosB)- i -P(cosA—cosC)-hf ( i—cosB)=o,
a(i — cosC) — ?(i — cosC) + Y(cosB — cosA) = o.

Si nous cherchons à déterminer H&, nous trouverions trois équa-
tions analogues à (n'), (12'), (i3'), parmi lesquelles se retrouvera

a(i4-cosC)+P(i4-cosC)-4-Y(cosA+cosB)==o;

c'est-à-dire (i a').
Cette équation est donc l'équation de H^; de même H<,H<,,

H^ Hc ont pour équations

a(i + cosB) 4- P(cosA 4- cosC) 4- ̂ (i 4- cosB) == o,
a (cosB 4- cosC) 4- p(i 4- cosA) 4- ^(i 4- cosA) == o.
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Construction géométrique du point Ha.

PREMIÈRE CONSTRUCTION.

(8') peut s7 écrire

(XJD-+- p6 -4-YC-4-(jo—a)(pcosC 4-ycosB) = Q;

par conséquent, elle passe par le point d'intersection de

op-hpô-l-yc = o,

première droite du groupe K. avec Ai a.
Donc, pour construire (87), on joint A l a î on mène par G une

parallèle à AAç qui coupe AB en un point par lequel on mène
une parallèle à BC ; cette parallèle coupe Ai a en un point par
lequel on mène Pantiparallèle àBC. C'est la droite (8').

Construction de{^) et de (ic/) : (9') et (10') peuvent s'écrire
( jo—a)(acosC4-YcosA)-- [aa-h ?(/?—c)-h-yc] == o,
(/?—a)(acosB+ RcosA)— [aa+ Pô-h-Y(j?— b)] = o ;

elles peuvent donc se construire par les droites Ba^, C3<? la cin-
quième et la neuvième du groupe K.

SECONDE CONSTRUCTION.

Au lieu des droites (8'), (9'), (10'), nous allons employer les
droites(n'),(i2'),(i3').

(i i') passe en ai, mais son équation peut s'écrire

a cosC 4- ? -+- "y cosA — (a cosB -+- ? cosA + y) = o,

elle passe donc par la :
(n') est donc o^ la ; on verrait de même que (12') est la droite

-f\ L et (i 3') la droite ^ I&.
On a donc ce théorème :

THÉORÈME IV. — Les trois droites a^Ia, ^IA, y', le se cou-
pent en Ha.

On trouverait de même les points H&, Hc.
ABC et Ha H^ Hc sont homologiques, l'axe d'homologie est la

droite (x.\ ̂  Y',, ou a + j3 + Y == o.



— 128 —

Le centre d'homologie est le point

___a b c
raÇïR—raY r^iR—r^y 7^(2 R—rc) '

ABC et Hè Ha Ho sont homologiques $ Paxe cTliomologie est la
droite a< JB( y^ ou a + [3 — v === o.

Le centre d'homologie a pour coordonnées

a _ _ __ 6 c
~ r ^ a R — / ^ ) 5 "- ^(aR.—^)' / - (aR+r) '

etc., etc.
Énonçons pour terminer le théorème suivant dont la démonstra-

tion est facile.

THÉORÈME V. — Soit (o l'un des quatre centres des cercles
tangents aux côtés du triangle A^BiCi {l'un de ces centres
est le centre du, cercle circonscrit à ABC ; les trois autres for-
ment un triangle directement semblable à ABC; le centre de
similitude est l'orthocentre de ABC, et le rapport de similitude
a cosA cosB cos C), si par (D on mène les trois antiparallèles aux
côtés, les trois distances d'un sommet de ABC à l9 antiparal-
lèle du côté opposé sont égales entre elles.


