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Quelques questions se rapportant & ’étude des antiparalléles
des cétés d’un triangle ; par EmiLe Lemolng, ancien éléve de
I'Ecole Polytechnique.

(Séance du 19 mai 1886.)

Depuis quelques années la figure formée par les intersections
des cotés d’un triangle avec trois droites paralleles & ces cotés et
passant par un méme point a été l'objet de nombreuses études,

,tanten France qu’al’étranger, 4 propos, parexemple, des propriéiés
des points de Brocard et du point de Lemoine (*); nous allons
nous occuper ici de la figure formée par les intersections des c6tés
d’un triangle avec les trois antiparalléles 4 ces c8tés menées parun
point de son plan en développant I’étude que nous avions com-
mencée dans le Bulletin de la Société mathématique, t. XII,
p- 72, 1883-84, et dont M. Casey (Treatise on the analytical
Geometry) nous a fait '’honneur de reproduire quelques résultats.

" Nous nous servirons des coordonnées normales.

Définitions, notations et propositions préliminaires.

Par un point O («, Aﬁ, 1) du plan d’un triangle ABC je méne les
antiparalléles de chaque c6té :
L’antiparalléle de BC coupe BC en 1y, CA en 15, AB en 13,
» CA » 2 2 » 23,
) » AB » 3, 32 » 33.
Ces antiparalléles a BC, AC, AB ont respectivement pour équa-
tions
ta(by+cB) -7 [(62— )y — aca] — {[(b*— c?)B + aba] = o,
—E[(c2— a?)y + beB] +nb(ca+ay) +§[(ct—at)a—abB] = o,
E[(a2— b2)B —bey] —n[(a?— b2)a + acy] + Lc(ba+aB) =o0;

(') Nous rappelons que les points de Brocard O et O' dans un triangle ABC
sont définis par les égalités d’angles

OAC = OBA = OCB, O'AB = 0'BC = O'CA.

Le point de Lemoine est le point inverse du centre de gravité; il a par consé-
quent peur ceordonnées normales a, b, c.
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au moyen de ces équations on aurait immédiatement les coordon-
nées des neuf points 1,, 1, I3, 24, 22, 23, 31, 32, 33.
Nous allons placer ici le Tableau des longueurs des principales

lignes de la figure exprimées en fonction des cotés et des dis-
tances a, 3, v du point O aux trois c6tés.
Nous supposerons a > b >c:

2131, 32,12, 1323
ont respectivement pour longueurs
abccosA  fBaccosB  yabcosC
S b4 S K S H
Ipl3, 2321, 313s

ont respectivement pour longueurs

a(by+cB) b(ca+ay) c(aB+ba)
25 ’ 25 ’ 28

On a

E2= [(ba— aB)2+ 2abaf cos2c],

c2
452

S désignant comme & I'ordinaire la surface de ABC :

ac aba—+ B(b2—c?) ab  aca—y(b2—c?)
W= 2S o W= mTa 2S ’
a%be ac ab
Oll=‘2‘_s‘('m‘)‘1, 0[2=—2—Sp, 013: Z_Z_SY’
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Aty Cﬁ’%_cn_@_‘ Alszb(by%p_)’
Ao e BB (@oe (@

Ads= aﬂ.(sz B(m_f;)_b”, A3,= éﬂ;(;;——b’ﬂ’,

Br, = 620_062 aca—(zb;— cz)‘f, Br— (%@1’

Ba;= Z(_C%"ST_“‘Q, Boy— c(caz—;aY)’
Bl= — %0 SV H(@ B gy coyrlaio e
Crp= a_b“i%b;__c?_)_p, Cry= b2a—bcz abcz+(26$2—c?)p,
Coy = ﬂ’ﬁ;i“;:ﬂ, Cog— aga_bca abB-i—(:;—c?)a’
C3,= ’Mi_';ﬁ“_), 0= b2t al),

Les longueurs des antiparalléles 3 BC menées par A, B, C et
terminées aux cOtés opposés sont respectivement

abce ac ab
br—c’ B’ ¢
Les longueurs des antiparall¢les & CA menées par A, B, Cet
terminées aux cOtés opposés sont respectivement

cb abe ab

-

— _, .
a a? — c? c

Les longueurs des antiparalléles & AB menées par A, B, Cet
terminées aux cdtés opposés sont respectivement
bc ac abc
a’ B’ a2—b2
Remarque. — Sil'on considére les tangentes au cercle circon-
scrit menées par chaque sommet et que I'on prenne les longueurs
de chaque tangente entre ce sommet et le cOté opposé, l'inverse
de la plus petite de ces longueurs est égal alasomme des inverses
des deux autres.
Nous appellerons a,, f,, v, les pieds des bissectrices intérieures
2 ’ ' . . . , . .
eta), B, 7, les pieds des bissectrices extérieures. Les points
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0, 04y 03, O, seront respectivement les centres du cercle inscrit et
des cercles exinscrils ; r, 1'q, 13, r. les rayons de ces cercles;
R le rayon du cercle circonscrit :

A’, B, C'sontles points de contact de BG, CA, AB avec le cercle inscrit;

A, B, C, » » exinscrit og;
A}, By, Cp » 0b5
A, B, Co » Oc

Aas A3, Ao les points ol les droites qui joignent respectivement
A, B, C au centre du cercle circonscrit coupent BC, AC, AB.

A,, B, C, les poles de BC, AC, AB par rapport au cercle cir-
conscrit ou les associés respectivement en A, en B, en C du point
de Lemoine (voir plus loin la note sur les points associés).

On trouve
v ac cosC + yzba cos A + afcb cosB
(A) surf. 13233 =— By X 2S g ’
. ab cosB + yabe cosC + af ca cos A
(B) surf.1324 3, = By 1 35S B 5

pour le point de Lemoine ces deux surfaces sont égales a

16S3
(a*+ b1+ ct)e’
a?b?c?
. s5“"f-“2233=”—(b’—c3)(ci—a2)(a1—bi) _
" ( < By(d2—c?) cosA + yz(c?— a?) chB+¢3(a’—b’)cosC,
28
Py ( 2 bH2)cos A — b C—+— b B
(D) surf.1y233;,= ciibz By(e ) cos ;ﬂtsccos aBbe cos ,

surf. 23133121123 =S — ;—S[Ea’(a’—zbccosA)—i—zE By(cb— acosA)].

Construction des droites.

(I2) " a+BcosC+ ycosB =o,
(Ip) 2¢0sC + B + ycosA =o,
(I0) acosB + B cosA+ vy =o.

En B je méne une perpendiculaire 24 AB qui coupe AC en 1;;
en C une perpendiculaire 4 AC qui coupe ABen 1.5 la droite1;1,
et la droite (I,) se confondent. Le quadrilatére CB 1, 1. étant in-



- 111 —

scriptible & un cercle, on voit que (I,) est une antiparalléle a BC.
[Remarquons que (I,) passe par A, (I) par B,, (L) parC,.] Ap-
pelons 1,le point ou (I,) coupe BC, on voit que 1, est le conjugué
harmonique de A, par rapport 4 Beta C.

De méme (I) et (I.), respectivement antiparallélesa A Cetd AB,
donneront 24, 25, 2¢; 34, 35, 3c par leurs intersections avec les
trois cOtés du triangle de référence, 25 et 3. étant conjugués har- -
moniques de Xz, A.. ‘

Nous appellerons I, I3, I les sommets du triangle formé par les
droites (I.), (Is), (L;), I, étant 'intersection des droites (I),

(Ic)y ovv.

Remarques. — A,, B);, C)\ étant trois droites concourantes,
14,25, 3c sont en ligne droite ; donc les deux triangles ABC, I,1,1.
sont homologiques; I'axe d’homologie 1, 25 3. a pour équation

* B T _
cosA cosB + ZosC =

.

le centre d’homologie a pour coordonnées

T I I
b b .
cosA —cosBcosG’ cosB —cosCcosA” cosC — cosA cosB

Construction des droites.

Ja) ' —(p—a)e+bB+cy=o,
(Js) ae—(p—2b)B+cy=o,
Je) ax+bB—(p—c)y=o.

(Ja), (Js), (Jc) sont respectivement paralléles a BC, AC, AB;
le centre d’homothétie du triangle qu’elles forment et du triangle
ABC est le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

Soient
Jasy Jac les points ou (J,) coupe BA et CA,

Jsey Jsa ceux ou (J3) coupe CB et AB,
Jeay Jeo ceux ou (J.) coupe AC et BC,

A’ Jyq et Clgp sont paralléles a AA).

A" Jeq et Bl » a AAL.
B' Jo» et Al » a BB'c
B'Jap et Clp, » i BB,.
C' Jac et Bleg » a CC,.

C' Jype et AJd, » a CC'[,
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d’ou, pour construire (J,), on méne par G une paralléle & AA; qui
coupe AB en J44; la paralléle a BC menée par J 45 est la droite (J,);
pour avoir J43, on pourrait partir encore de B’ en menant une pa-
ralléle & BB, ; de méme on pourrait se proposer de trouver d’abord
Jac en partant soit de B, soit de C/ et menant une paralléle soit a
AA, soit a CC,.

Nous avons aussi a nous servir des neuf droites du groupe K :
(1) pa+bB+cy=o,
(2) (p—b)a+bB+cy=o,
(3) (p—c)a+bB+cy=o,
(4) ao+pB+cy=o,
(K) (6) aa+(p—c)B+ecy=o,
(6) aa—+(p—a)d+cy=o,
(7) as+bB+py=o,
(8) aax+bB+(p—a)r=o,
(9) aa+bB+(p—0b)r=o,

qui jouissent de propriétés analogues aux droites (Ja), (J3), (J.).

Les trois premiéres sont paralleles a BC;

Les trois suivantes, 3 CA ;

Les trois derniéres, 3 AB.

(1), (4) et (7) forment un triangle homothétique a ABC; le
centre d’homothétie est le point r., 14, 73 ;

(2), (5), (8) forment un triangle homothétique & ABC; le
centre d’homothétie est le point rq, 14, re;

(3), (6), (9) forment un triangle homothétique & ABC; le
centre d’homothétie est le point 7., 4, 7.

Pour étudier toutes les droites du groupe, il nous suffira d’étu-
dier les deux types qui comprennent les neuf droites; nous pren-
drons, par exemple,

pa+b3+cy=o
et
a(p—b)+bB+cy=o.

La droite pa -+ b3 + ¢y = o est paralléle & BC; clle coupe AC
en V et ABen V'; BV et AA; sont paralleles, CV' et AA] égale-
ment.

La droite (p — b)a + b3+ cy=o est paralléle a BC; elle coupe
ACen V,et ABen V) ; BV, et AA’ sont paralldfes, CV) et AA),

également.
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Etude de 12 points; groupe (M).

- Nous les définissons ainsi

%9, Og, dp, d sont sur BC,

30’ pay ﬂb, ﬁc » CA,
Yor Yas Yo» Ye > AB,

0 %, 0 By, oY, sont respectivement perpendiculaires 8 Ao, Bo, Co;

(12 Oapa; OgYa » » Aoy, Bog, Go,:
0p %y, 0pBp, 057b » » Aoy, Boy, Cop;
0c8, 0cBe, OcYe » » Ao; Bog Coc;

on voit alors que

Aaqg et Cj, B; sont paralléles;  «, a pour coordonnées o, —(p —c), (p — b),

Bfo et A Cy » Bo » (p—c)o, —(p—a))
Cyo et By A} » Yo » —(p—20), (p—a), o,
Aa, et B, C) » %q » o, —(p—05), (p—c),
Bpa et ¢’ A;, » pa » (_P - b)! o, —p,
Cyq et B' A » Ya » —(p—c¢) p, o
Aay et ¢ B, » o » o, —(p—a), p,
BBs et A, C, » Bs » (p—a), o, —(p—ec),
Cyp et A’ B, » Yo » —p; (p—c), o,
Aa, et B'C, » % » 0, —p, (p—a)
BBc et A’ G » Be » P, 0, —(p—0b),
Cycet A, B, » Ye » —(p—a), (p—2b), 0.

Les points a,, 3o, Yo sont sur la droite
(No) a(p—a)+B(p—b)+y(p—c)=o;

les points g, Bs, Yo sont sur la droite

, a B Y ..
(N%) p——a+p—b+p—-c_°’

les points 24, B4, Ya sont sur la droite
(Ng) ap +B(p—c)+y(p—b)=o;
les points «,, B¢, v sont sur la droite
, x B Y
(Na) 1—; +P—"‘c +;’:—b— = 0.
On aurait de méme les droites (N3), (Ny ), (N¢), (N).
XIV. 8
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Le point d'intersection N, de (N;) et de (N.) est
—(b+c¢), bcosC, ccosB;
le point d’intersection N/, de (N}) et de (N.) est

-—(b+c)tang’§, bcosC, ccosB;

le point d’'intersection N,, de (N,) et de (N,) est
(b—c), —bcosC, ccosB;

le point d'intersection N/, de (N}) et de (N,) est
A
(b—c)cot? 3 bcosC, ccosB;

on aurait de méme les points N, Ny, N¢, N., Nog, N5, Noo, N .

Les deux triangles ABC, N,N; N, sont homologiques; I'axe d’ho-
mologie est (N)) et le centre d’homologie a pour coordonnées
tang A, tangB, tangC, qui est aussi le centre d’homologie de ABC
et de N, N;N.. Les deux triangles ABC, N,,Ny; N, sont homolo-
giques; I'axe d’homologieest (N), le centre d’homologie est tang A,
tangB, — tangC qui est aussi le centre d’homologie de ABC et de
N,.N,;N_, de méme pour ABC, N,;N;Noc, ABC,N,, N; N, ....

[

Remarque. — Le centre d’homologie des deux triangles ABC,
NoaNos N, est le point associé en A (') du centre d’homologie des

(*) Nous avons montré, & diverses reprises, 'importance de la notion des
points associés dans la géométrie du triangle.Voici les définitions et quelques pro-
priétés.

Le point O ayant pour coordonnées a, 8, y aura respectivement les points O, :
—a,B,v; 0,: @, —B, v; O,: a, B, —y pour points associés en A, en B et en C.

Une courbe est simplement associée & elle-méme en A,si elle est le lieu du
point O en méme temps que le lieu du point O,.

Si une courbe est doublement associée A elle-méme, par exemple en A et en B,
elle D’est aussi en C, c’est-a-dire qu’elle est triplement associée a elle-méme.

Une courbe de degré impair ne peut étre doublement associée & elle-méme, a
moins qu'un des c6tés du triangle de référence ne fasse partie de la courbe.

Une conique, qui est elle-méme triplement son associée, a évidemment une
équation de la forme La* + M §* + Ny? = o, c’est-a-dire :

1° Qu’elle ne peut couper & la fois en des points réels les trois cotés du
triangle de référence; .

2° Que les deux points d’intersection d’un c6té du triangle de référence avec
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deux triangles ABC, N,N;N.; nous avons déja rencontré ce point
(voir Bulletin de la Société mathématique, p. 76; 1884).

Lemme. — Soit une circonférence tangente a deux droites X
etY. Je méne une tangente a cette circonférence qui coupe Xen z,
Y en y; par z je méne une paralléle & une direction donnée A,
par ¥ une paralléle a une direction donnée p : ces deux droites se
rencontrent en O. Le lieu de O, si la tangente varie, est une hyper-
bole dont les asymptotes sont paralléles a A et a p.

Nous n’insistons pas sur la démonstration fort simple de ce
lemme.

A. Supposons que le cercle soit le cercle inserit :

1° Prenons pour droites X et Y les deux cétés AB et AC du

triangle de référence et pour) et u les antiparalltlesa AB et 3 AC.
L’hyperbole lieu de O aura pour équation

o=—a(p—a)+P(p—b)+y(p—c)

(Pa) g +(2pcosA —b—c)By+ (¢ —a)ay + (b —a)aB.

2° Prenons BC et BA pour droites X et Y et pour A et p les an-
tiparalleles a BA et a BC.
L’hyperbole lieu de O aura pour équation

o=a(p—a)—BHp—>b)+y*(p—c)

(Ps) +(c—b)By+(2pcosB—a—c)ay +(a—b)af.

3° Prenons CA et CB pour droites X et Y et pour A et p les an-
tiparalléles & CB et a CA.

cette conique sont conjugués harmoniques par rapport aux deux sommets qui
sont sur ce cOté. '

Si une parabole est & elle-méme triplement son associée, son équation a l'une
des trois formes

— @A+ (0 +cX) (Y +AB*) = o,
—BOA+ (¢ +ad) (@ +Ay?) =o,
—r A+ (@ + B*A) (B + Aa?) = o;
elle est inscrite dans le triangle qui a pour sommets les milieux des cotés du
triangle de référence. .
Si une hyperbole équilatére est 4 elle-méme triplement son associée, elle passe

par les quatre centres des cercles tangents.aux trois cdtés du triangle de réfé-
rence et réciproquement.
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L’hyperbole lieu de O aura pour équation

o=a}(p—a)+PB(p—>b)—vy(p-—c)

(Pe) +(b—c)By+(a—c)ay +(2pcosC —a—b)ap.

(Ps) coupe AC et AB aux pieds 38,, 1, des bissectrices inté-
ricures ;

(P.) coupe encore AC et AB en B, v, ;

(Pq) passe par A, et a pour asymptotes des antiparalléles & AB
et a AC.

Les hyperboles (Py), (P.) jouissent de propriétés analogues.

B. Supposons que le cercle soit le cercle exinscrit o,.

1° Prenons AB et AC pour X et Y et pour X et w les antiparal-
leles a ACet a4 AB.

L’hyperbole lieu de O aura pour équation

o=2a2p+f2(p—c)+12(p—0b)

T la(p—a)cosA — b—clyB +(c -+ ayay +(a-+0)af.

2° Prenons BC et BA pour X et Y et pour A et  les antiparal-
leles 2 AB et a BC.
L’hyperbole lieu de O aura pour équation

; o=alp+f(p—c)—1(p—b)+(c—b)B

(P%) “+[2(p—a)cosB + ¢ — alay + (a + b)af.

3° Prenons CA et CB pour X et pourY et pour Ael  les anti-
paralleles & CB et CA.
L’hyperbole lieu de O aura pour équation

o=ua?p—f2(p—c)+y¥(p—0b)

® | (B — )by (o +a)zy +[2(p — @) cosC + b — alap.

C. Supposons que le cercle soit le cercle exinscrit 05, on aura
de méme :

1° AB et AC pris pour X et Y, les antiparallélesa A et a B pour
et y,

o=2a¥p—c)+Bip— 1 (p—a)

(P2) +[2(p —b)cosA +c—b]y8 -+ (c — a)ay + (a -+ b)aB;

2° BA et BC pris pour X et Y ; les antiparalléles & BC et & BA
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pour A et i,

\ o=at(p—c)+PBip-12(p —a)+(c+b)yp
(P3)

—[2(p —&)cos B—c— a]ay + (a+ b)af; ‘
39 CA et CB pris pour X et Y ; les antiparalléles 3 CB et CA
pour A et @,

o=—a(p—c)+B2p+y}p—a)

T (e )yBr(a—)ay +[2(p — b)cosC+ a—b]af.

D. Supposons que le cercle soit le cercle exinscrit o., on aura
enfin

1° AB et AC pris pour X et Y; les antiparalléles 4 AC et 4 AB
pour A et p,

o=u}(p—>b)—B(p—a)+ip

(Pa) +[2(p—c)cosA +b—c]By+ (a-+c)ay +(b—a)xf;

2° BA et BC pris pour X et Y les antiparalleles & BC et & BA
pour X et &,

o=—a*(p—0b)+3(p—a)+yip+(b+c)fy
+[2(p—c)cosB+a—clay +(a—b)aB,

3° CA et CB pris pour X et Y; les antiparalléles a CB et a CA
pour A et ,

(P3)

o=a(p—0b)+B2(p—a)+y2p+(b+c)By

(Pe) +(a+c)ay —[2(p—c)cosC—a—b]af.

(P,) a pour asymptotes des antiparalléles 3 AB et & AC, coupe
ABen y,eteny,, ACen 3, et en 3| et passe par A,.

(P}) a pour asymptotes des antiparalléles & AB et a BC, coupe
BCen o, et en a;, AB en v, et en ¥} et passe par B;; de méme
(P.)a pour asymptotes des antiparalléles & CA et a CB, coupe CA
en 3, et ', CBen a, et «, et passe par C,.

Il n’est pas nécessaire d’insister sur les courbes (P7), (P}), (P,),
(P2), (P}), (P,) qui jouissent de propriétés analogues.

Prosrime I. — Trouver le liew du point O, tel que les trois
points 14, 22, 33 solent en ligne droite.

Il suffit d’exprimer que la surface du tjriangle 1,293 est
nulle.
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La formule (C) nous donne
(1)  By(dz—ec?) cosA —+ ay(c?— a?) cosB + af(at— b2) cosC =o;
c’est une hyperbole équilatére circonscrite au triangle ABC. Elle
passe par le point de Lemoine et a pour inverse la droite qui

joint le centre du cercle circonscrit au centre de gravité.
Le centre de I'hyperbole (1) a pour coordonnées

cosA sin?(B—c¢), cosBsin2(C—A), cosCsin2(A — B).

La tangente a cette courbe au point de Lemoine passe par le
point a tangA, b tangB, ctangC ou

a? b2 c?

cosA’ cosB’ cosG’
Zasm(B—C) —o;
tangA
Remarque I. — Si0 estle point de Lemoine, la droite 1, 2, 35
a pour équation
e =
atangA —
nous savons que les six points 1, I3, 24, 23, 31, 35 sont alors sur

un cercle, que 3,23, 133, 2, 15 sont respectivement paralléles a

BC, AC, AB et proportionnels a cosA, cosB, cosC.

et a pour équation

Remarque II. — 8Si, pour trouver le lieu, nous nous étions servi
du théoréme de Ménélaiis qui donne

I|B 2,C 33
11C 33

=1,

nous aurions trouvé une équation du troisiéme degré en a, 3, 7,
mais contenant le facteur aa + b3 + cy qui, égalé & zéro, repré-
sente la droite de l'infini; ce facleur étant enlevé, on trouve natu-
rellement I'équation (1).

Prosrime II. — Trouver le lieu du point O, tel que les trois
points 13, 24, 3, soient en ligne droite.

La formule (B) nous donne immédiatement
(2) Byab cosB + yabc cosC + afca cosA = o,

qui représente une conique circonscrite 8 ABC.
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Prosrime III. — Trouver le liew du point O, tel que les trois
points 12, 23, 3, soient en ligne droite.

La formule (A) nous donne immédiatement
3) Byac cosC + yaba cosA + achb cosB =o
qui représente une conique’ circonscrite 4 ABC.

Remarque. — Si trois points (pris chacun sur un cété diffé-
rent de ABC) parmi les neuf points 1,, 14, 13, 24, 22, 23, 34, 34, 35
sont en ligne droite, les six autres sont sur une conique; cela
permet d’énoncer autrement les problémes I, II, Il et V.

ProsriME IV. — Trouver le lieu des points O pour lesquels
les deux triangles 14233, 13,2,3, sont équivalents.

1° On peut pour cela écrire que les expressions (A) et (B) sont
égales, ce qui donnera le lieu qui a pour équation

afy(sin 2B —sin2C) + bya(sin2aC — sin2A) + caB(sin2A —sin2B);
on la met facilement sous la forme
By (62— c?) cosA + ya(c?— a?) cosB + afi(a?— b2) cosC = o,

c’est-a-dire I'équation (1).
On a donc ce théoréme :

Tatorkme 1. — Si les trois points 1,, 24, 35 sont en ligne
droite les triangles 15233,, 132,3, sont équivalents.

2° On peut aussi écrire que les deux expressions (A) et (B)
ont une somme égale a zéro.
Ce qui donne la conique

(4) Sapy(bcosB +ccosC)=o,
qui passe par le point

1 1 I
(c*—b%)cosA’ (a*—c?)cosB’ (62— a?)cosC

Remarque I. — 11 est facile de voir que les quatre coniques
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(1)5 (2), (3), (4) passent au point

a
b
a? cos?A — bc cosB cosC
b
b
b2 c0s2B — ca cos G cosA

. c
c2cos2C — ab cos A cosB

ou
sin A
sin22 A — sin2Bsin2C’

et que pour ce point les trois groupes 14, 25, 33; 13, 24, 32;
15, 23, 3, sont formés chacun de trois points en ligne droite.

Prosrime V. — Trouver le point O pour lequel les trois points
14, 23, 32 sont en ligne droite.

La formule (D) nous donne comme équation du lieu
(5) By(c?—b2) cosA — yabe cosC + aBbe cosB = o;

de méme, les trois points 2, 15 3, seront en ligne droite si O décrit
le lieu

(6) ByaccosC + ya(at— c?) cosB — af ac cosA = o,
et les trois points 35 2, 1, seront en ligne droite si O décrit le lieu
) — Byab cosB + yaab cos A + aB (62— a?) cosC = o;

en ajoutant (5), (6), (7) membre & membre, on trouve une iden-
lité; donc ces trois coniques se coupent en un méme point pour
lequel les points 1y, 23, 3a; 22, 13, 34; 33, 24, 12 forment trois
groupes de trois points en ligne droite.
Ce point a pour coordonnées
sinA
sin2AsinaB +sin2A sin2C — sin2Bsin2 G’

. sinB
sin2Bsin2C + sin2B sin2A — sin2A sin2G
sin G
sin2Csin2A + sin2Csin2B — sin2A sin2B

Prosrime VI. — Trouver le point O pour lequel les trois lon-
gueurs O1,, O2,, O3, sont égales.
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En nous reportant aux expressions de ces longueurs données
précédemment, on voit que cette égalité a lieu pour le point T

D2— 2  o2—a? a’—b2
) 2
a b c

et pour les trois associés (') Ty, Ts, T..
Le point T étant a l'infini, il ne reste que les trois points T,
b2—_c2 c*—a? al—b2
>

J— )

b
a b c

Ty, Te.
On a alors, pour le point T,

abc
a= p2_ 2’

le

pour le point Tg,

abe
11 Ty= 22— o2’
pour le point T,
abc
IiTcz ——a?—bi.

Remarque I. — Ces longueurs sont respectivement égales a la
partie de la tangente au cercle circonscrit comprise entre le
sommet et le coté opposé.

Remarque I1. — Les expressions données en fonction de a, 3, y
des diverses lignes de la figure nous permettent d’écrire immédia-
tement le lieu du point O qui correspond & une relation donnée
entre ces lignes; elles permettent aussi d’établir (par exemple, en
se.servant de l'identité 2S = aa + b + cy) une série d’autres
identités et aussi d’énoncer un grand nombre de théorémes. En
voici quelques exemples :

1. Quel que soit O, on a
abe = 014(b2— c?) + O25(c2— a?) +- 033(a2— b2),
abc = a203;+4 02015+ ¢c202;=a202;+ 6203,+ C2013;,
012>< O23>< 031: OI3X O21>< 032.

(') Vour précédemment la Nole sur les points associés.
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2. Le point O, pour lequel on a
0[1 _ OZQ _ 033

2—_c2 c2—at at— b2’

—t —_ —2 .
est tel que O 1, + O 1.+ O3; est un minimum.
Les coordonnées de ce point O sont
(b2—c2)r  (c?—at)r (at— b2)

b b
a b c

3. Pour tous les points d’'une méme paralléle & Uaxe d’ho-
mologie du triangle ABC et du triangle formé par les pieds
des symmédianes, on a

T2 13-+ 2321+ 3432= const.
etc., etc.

Prosrime VII. — Trouver le lieu des points O pour lesquels
14, 13, O, 1, forment une division harmonique.

En écrivant les valeurs des rapports au moyen des expressions
précédemment données des longueurs 1314, 1514, 014, 01,, 0D a

2(c2—52) b ¢
—— — + -
aa B Y

=0:

c’est une hyperbole circonscrite 4 ABC; elle passe par le point de

. . a2 1
Pipfini — =, 5
a’ b

la médiane partant de A.

) % ; c’est-a-dire qu’elle a une asymptote paralléle a

Tatorkme II. — Si le point O décrit une hyperbole circon-
scrite au triangle ABC et qui ait une asymptote antiparalléle
a BC, le rapport anharmonique des quatre points comprenant
O et les trois points ot Pantiparalléle a BC menée par O coupe
les trois cdtés est constant.

Prosrime VIIL. — Trouver les points O du plan pour lesquels
Uhexagone 2, 3, 15 23 3, 1, est circonscriptible a un cercle.

Ce cercle ne peut étre que I'un des quatre cercles inscrits dans
le triangle ABC; il y aura quatre points O donnant une solution
du probléme; appelons H, celui de ces points qui correspond au
cercle inscrit, H,, H;, H, ceux qui correspondent respectivement
aux cercles exinscrits 0., 04, 0.
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Cherchons d’abord le point H, : puisque H, 25 et H, 3, sont an-
tiparalleles 2 AC et 3 ABet que 233, doit étre tangente au cercle
inscrit, il est évident que H, appartient a I'’hyperbole (P,); de
méme H, appartient a (P;) et a (P,).

Le probléme revient & chercher le point commun a ces trois hy-
perboles ou par conséquent a deux d’entre elles.

Si I'on ajoute (P3), (P.), on voit que H, sera sur la droite

(8) a(p—a)+B(pcosC—b)+y(pcosB—c)=o;
il sera de méme sur les droites

(9) a(pcosC—a)+ B(p—>b)+y(pcosA—c)=o,
(10) a(pcosB—a)+ B(pcosA—b)+y(p—c)=o.

L’équation (8) peut s’écrire
p(a+BcosC+ycosB)—(aa+bB+cy)=o,

par conséquent (8) est parallele a U'antiparalléle (I;) a BC: c’est
donc I'antiparallé¢le 2 BC passant par H,.

Donc les intersections de (8), diagonale de I’hexagone cherché,
avec AC et AB, seront les sommets 1, et 15 de cet hexagone.

De méme (g) et (10) représentent les diagonales 2,23 et 3,3,.

Calculons les coordonnées de H,.

Il suffit évidemment de résoudre deux des équations (8), (9) et
(10), mais les résultats ne se présentant pas immédiatement sous
une forme symétrique, nous allons procéder autrement.

En retranchant deux a deux les trois équations (8), (9) et (10),
on trouve

(11) — a(1—cosB) + B(cosA — cosC)+ y(1—cosB) =o,
(12) a(t—cosC) — B(1 —cosC) + y(cosB — cosA) = o,
(13) a(cosC — cosB) + B (1—cosA) —y(1— cosA) = o,

qui représentent trois droites passant en Hy; en tirant de deux
d’entre elles les valeurs «, {3, y, on trouve facilement pour ces
coordonnées

(1 —cosA)(1+ cosA — cosB —cosC),

(1— cosB)(1 + cosB — cosA — cosC),

(1 — cosC)(1+ cosG — cosA — cosB),
ou

arg(2R —rg), bry(2R—rp), crc(aR—r¢)
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ou

arg(bry—+cre— arg), bry(arg—+ cro—bry), cro(arqg—+bry—cr).

Construction géométrique du point H,.
PREMIERE CONSTRUCTION.
La droite (8) peut se mettre sous la forme
(p—a)e—bB—cy—+p(BcosC—+ycosB)=o;

c’est donc I'antiparalléle & BC qui passe par le point d’intersection
des deux droites
BcosC+ycosB=o;
c’est-a-dire A1,
—(p—a)r+bB+cy=o0;

c’est-a-dire (J,).

Donc pour construire (8) on joint Ax,; on méne par C une
paralléle a BB, paralléle qui coupe AB en un point par lequel on
meéne une parallele & BC; cette paralléle coupe A 1, en un point
par lequel on méne l'antiparalléle a BC : c’est la droite (8).

On construit de méme soit (g ), soit (10), etle point H, est déter-
miné.

SECONDE CONSTRUCTION.

Au lieu de construire deux des droites (8), (9) et (10) comme
cela se présente le plus naturellement a I'idée, il est plus simple
de construire deux des droites (11), (12), (13).

(11) peut s’écrire

(y+BcosA+acosB)—(a+ BcosC+ycosB)=o:

donc (11) passe par I, intersection des deux droites (I.) et (I,);
mais (11) coupe AC au pied 3, de la bissectrice de I'angle CBA :
donc la droite (11) est la droite 38,1, de méme (12) est la droite
v1 Ic et (13) est la droite a, L,; donc:

Tutorime 1. — Les trois droites %14, 8,15, v, 1. se coupent
au point H,.
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Remarque. — Latangente 1,2, au cercle inscrit a pour équa-
tion

p—0b
c—pcosA

p—a
o‘c-——pcosB

+ B vy =o.

Cherchons maintenant le point H,.

On verrait de méme, par les considérations qui nous ont servi
pour le point Hy, que H, estle point commun aux trois hyperboles
(P,), (Py), (P,) ou encore le point commun & leurs intersections
deux i deux, c’est-a-dire le point commun aux droites

(8" ap + B[(p—a)cosC+b]+v[(p —a)cosB-+c]=o,
(9') 2[(p—a)cosC—a]—B(p—c)+7[(p—a)cosA—c]=o,
(10") a[(p —a)cosB—al+ B[(p—a)cosA —b]—y(p—b)=o0;
(8') peut s’écrire

ap—+ Bpcosc+ ypcosB+ B(b—acosC)+y(C—acosB)=o0
ou

P(“‘*‘pCOSC+chSB)+cosA(Bc+«{b) =o0;

comme les deux droites a +  cosC + ycosB=o et fc+ vb=o
sont des antiparalléles a BC, on voit que (8') est antiparalléle
a BC.

(8') donne donc par ses intersections avec AG et AB les points
12, 13 de ’hexagone cherché : elle est une de ses diagonales.

(9') peut s’écrire

(p—a)(@cosC+ B +ycosA)—(ax+bB+cy)=o,

ce qui prouve qu’elle est paralléle a (I3), c’est-a-dire antiparalléle
a AG; de méme (10') est antiparallele 8 BC; (9') et (10') sont donc
aussi des diagonales de I'hexagone cherché.

Calcul des coordonnées de H,.

Des équations (8'), (9') et (10) on déduit, en retranchant (10')
de (¢') et divisant par (p — a),

(11") a(cosC —cosB) + B(1— cosA) —y(1—cosA) =o.
En ajoutant (8') et (¢), puis divisant par (p — a),

(12 2(1+ cosC) + B(r+ cosC) + y(cosA + cosB) = o.
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En ajoutant (8') et (10'), puis divisant par (p — a),
(13) a(r+ cosB) -+ B(cosA + cosC)+ y(1+ cosB) = o;

de deux des équations (11'), (1 2"), (13') on déduit facilement pour
les coordonnées de H,

—(1—cosA)(1+ cosA —+ cosB + cosC),
(1+cosB)(1— cosA — cosB + cosC),
(1+ ¢cosG) (1— cosA + cosB — cosC),

ou
—ar(aR+r), bri(2R—r;), crs(2R —ryp).

Remarquons en passant les identités

r
cosA +cosB+cosC =1+ =,

R
cosB+cosC——cosA=%’—-l,
ou
cosB +cosC= T2,
2R
re—r
CosA=1— ‘;R .

L’équation (11’) et 'équation (13’) sont identiques, cela prouve
que
a(cosG —cosB) + B(1— cosA)— y(1 —cosA) =o
est I'équation de la droite H,H,, celles de H,H;, H,H, seront
donc respectivement
— a(1—cosB)+ B(cosA —cosC) + y(1—cosB) = o,
a(1— cosG) — B(1— cosC) + y(cosB — cosA) = o.
Si nous cherchons a déterminer Hy, nous trouverions trois équa-
tions analogues a (11'), (12’), (13'), parmilesquelles se retrouvera

a(1+cosC)+ B(1+ cosC) + y(cosA + cosB) = o;

c’est-a-dire (12').
Cette équation est donc I'équation de H,H;; de méme H,H.,,
H; H, ont pour équations

a(1+ cosB)+ B(cos A + cosC) + y(1+ cosB) = o,
a(cosB + cosC) + B(1+ cosA) + y(1+ cosA) = o.
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Construction géométrique du point H,.
PREMIERE CONSTRUCTION.
(8') peut s’écrire
ap+Bb-+ye+(p—a)(BcosC+ycosB)=o;
par conséquent, elle passe par le point d’intersection de
ap+Bb+yc=o,

premiére droite du groupe K avec A1,.

Donc, pour construire (8'), on joint A1,; on méne par C une
paralléle 4 AA, qui coupe AB en un point par lequel on méne .
une paralléle 2 BC; cette paralléle coupe A1, en un point par
lequel on méne I'antiparalléle 2 BC. C’est la droite (8').

Construction de (g') et de (10') : (') et (10') peuvent s’écrire

(p—a)(xcosC+ycosA)—[aa+B(p—c)+yc]l=o,
(p—a)(acosB+BcosA) —[aa+Bb+y(p—b)]=0;

elles peuvent donc se construire par les droites B2, C3. la cin-
quiéme et la neuviéme du groupe K.

SECONDE CONSTRUCTION.

Au lieudes droites (8'),(g'), (10'), nous allons employer les
droites (11'), (12'), (13'). '
(11) passe en a,, mais son équation peut s’écrire
acosC + B+ ycosA — (acosB+ B cosA+v)=o,

elle passe donc par I, :

(11') est denc «, I ; on verrait de méme que (12') estla droite
Y, I et (23') la droite B, I,.

On a donc ce théoréme :

Tatorime IV. — Les trois droites a,1a, 8,15, v,1. se cou-
pent en H,.

On trouverait de méme les points H;, H..
ABC et H, H; H, sont homologiques, I'axe d’homologie est la
droite «, 8, v,, ou a + B + y=o.
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Le centre d’homologie est le point

a b c
ra(2R—rg)’ re(2R — rs) re(2R— roy

ABC et H; H, H, sont homologiques ; 'axe d’homologie est la
droite a4 3y, oua 4+ —y=o.
Le centre d’homologie a pour coordonnées

_ a . b c
rs(2R —r3)’ ra(2R—rg)’ r(zli—l—r)’

etc., etc.
Enoncons pour terminer le théoréme suivant dont la démonstra-
tion est facile.

Tatorime V. — Soit o I’un des quatre centres des cercles
tangents aux cotés du triangle A,B,C, (I’un de ces centres
est le centre du cercle circonscrit a ABC ; les trois autres for-
ment un triangle directement semblable & ABC; le centre de
similitude est ’orthocentre de ABGC, et le rapportde similitude
2 cosA cosB cosC), si par w on méne les trois antiparalléles aux
cétés, les trois distances d’un sommet de ABC a Uantiparal-
lele du coté opposé sont égales entre elles.



