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Mémoire sur la théorie algébrigue des équations;
par M. A.-E. PerreT.

(Séance du 16 février 1887.)

Je me propose, dans ce Mémoire, d’établir les théorémes géné-
raux de la théorie algébrique des équations indépendamment de
la théorie des substitutions. J'applique ensuite la méthode gé-
nérale aux équations dont dépend la division du cercle en un
nombre premier de parties égales et aux équations qui se raménent
aux équations bindmes par une transformation linéaire. L’idée
premiére de ce travail a été exposée dans une thése présentée a la
Faculté des Sciences de Paris, en 1878.

I.
Généraliteés.

1. On peut définir la notion de quantité en partant de l'idée
de nombre et s’appuyant sur les principes du Calcul infinitésimal ;
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alors la conception de Descartes pour les quantités réelles et celle
d’Argant pour les quantités imaginaires ne servent que de support
a la notion et viennent en aide au raisonnement en donnant prise
a I'imagination, surtout dans les théories de I’Analyse infinitési-
male. Mais on peut partir de ces conceptions de Descartes et d’Ar-
gant pour définir les quantités; alors les quatre opérations fonda-
mentales, addition et soustraction, multiplication et division, se
définissent par la Géométrie; dans le cas ou les quantités sont
commensurables, les résultats de ces opérations coincident avec
ceux de I'Arithmétique. Un avantage de cette fagon d’envisager
les choses est de délimiter avec précision le domaine de I'Algébre
de celui de I’Analyse infinitésimale. L'Algébre est 1'étude géné-
rale des quantités, réelles ou imaginaires, en se bornant toutefois
4 un nombre fini d’opérations, tandis que I’Analyse infinitésimale
est’ensemble des théories ot 'on envisage un nombre infini d’opé-
rations.

2. Une fonction entiére de plusieurs quantités est une fonction
de ces quantités qui peut s’exprimer par les trois premiéres opé-
rations, addition, soustraction et multiplication; une fonction
rationnelle est une fonction qui peut s’exprimer par les quatre
opérations fondamentales, addition, soustraction, multiplication
et division.

Nous considérerons surtout dans ce Mémoire les fonctions
rationnelles. Soient

ay, as;, as ..., ai.

k quantités non commensurables regardées comme connues : toute
quantité, fonction rationnelle de ces quantités, est dite rationnelle
actuellement ou simplement rationnelle; toute quantité ne pou-
vant pas s’exprimer rationnellement, au moyen des k quantités
@iy Qs . . ., @, estactuellement irrationnelle. Nous supposons que,
parmi les k quantités a,, @s, . . ., @, aucune ne puisse s’exprimer
rationnellement en fonction des autres, sans quoi on pourrait
diminuer leur nombre.

Dans le cas ou aucune quantité n’est donnée spécialement, les
seules quantités rationnelles sont les nombres entiers et fraction-
naires, fonctions entiéres et rationnelles de 'unité. Les irration-
nelles qui se présentent tout d’abord sont les racines des équa-
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tions du second degré a coefficients entiers. Soit
Da?+Ex+F=o0

une telle équation, D, E, F étant des entiers n’ayant pas de divi-
seur commun. Posons E2 — 4DF = g%A, g et A étant des entiers,
la dernier A non divisible par le carré d’un nombre premier et
positif ou négatif selon le signe de E2— 4DF; et y2— A =0, si A
est pair ou congru & —i1(mod4); y*+y 4+ A =0, A, repré-

sentant

[—
7
4

» s1 A est congru a 1(mod 4). )

Il est clair que toute fonction rationnelle de x peut s’exprimer
rationnellement en fonction de y, et inversement. Mais une fonc-
tion rationnelle de z n’est un nombre entier algébrique que dans
le cas ou elle se raméne a une fonction entiére de y. On dit qu’une
quantité est un nombre entier algébrique lorsqu’elle esf racine
d’une équation a coefficients entiers, le coefficient de la plus haute
puissance de l'inconnue étant I'unité; une fonction entiére de
telles quantités jouit de la méme propriété, et, en particulier, est
un nombre entier si elle est commensurable. Un nombre entier
algébrique est dit unité complexe, lorsque son inverse est encore
un nombre entier algébrique. Parmi les fonctions entiéres de y,
il y a des unités complexes qui sont toutes des puissances en-
tieres de 1'une d’elles, lorsque A est un nombre positif; dans le
cas ou A est négatif, il n’y a d'unité complexe que pour les valeurs
—1 et —3 de A. (Kronecker, Comptes rendus, année 1883,
1°" semestre; et 1884, 2° semestre). Lorsque A est égal & I'un des
nombres

(@) —1, =a, *3, 5, —7, —i11, 13,

les fonctions entiéres de y jouissent de la propriété fondamentale
des nombres eptiers ordinaires; elles ne sont décomposables que
d’une seule maniére en un produit de facteurs premiers (Depe-
kinp, Bulletin des Sciences mathématiques, 1877). Pour ces
valeurs de A, les fonctions entiéres de y sont dites nombres entiers
complexes. Ces propriétés n’ont plus lieu lorsque A n’est pas un
nombre de la suite a.

3. Il y ala plus grande analogie entre la divisibilité des nom-
bres entiers, ordinaires ou complexes, et la divisibilité des fonc-
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tions entiéres d’une variable. Lorsque deux fonctions entiéres

S(z) et fi(x) n’ont pas de diviseur commun, on peut trouver
deux autres fonctions P et Q, telles que

Pf{z)+ Qfi(z)=1.

De la résulte qu’une fonction irréductible, qui divise le produit
de deux fonctions, divise au moins 1'une d’elles; et qu'une fonc-
tion entiére ne peut se décomposer que d'une seule maniére en
un produit de facteurs irréductibles.

Nous rappelons qu'on dit qu’une fonction entiére est irréduc-
tible lorsqu’elle n’est divisible par aucune fonction entiére a
coefficients rationnellement connus, de degré inférieur. Gauss a
le premier démontré que, si une fonction entiére a coefficients
entiers est le produit de deux fonctions entiéres a coefficients
rationnels, elle est aussi le produit de deux fonctions entiéres &
coefficients entiers; le théoréme s’applique encore lorsque les
coefficients sont des entiers complexes et permet dans ces cas de
décomposer un polyndéme en ses facteurs quelquefois avec facilité.

D’aprés ce qui précéde, une fonction ne peut s’annuler pour
un nombre de valeurs de la variable, supérieur au degré de la
fonction, quelles que soient les quantités considérées comme
connues. Lorsque ’équation obtenue, en égalant la fonction 2 o,
est une équation binéme ou se raméne aux équations bindmes, on
voit facilement qu’elle a autant de racines qu’il y a d’unités dans
son degré, en tenant compte de leurs degrés de multiplicité. Mais
les méthodes du Calcul infinitésimal sont nécessaires pour mon-
trer que le théoréme s’étend a tous les cas. Les irrationnelles,
racines d’équations algébriques a coefficients entiers, se désignent
sous le nom de nombres algébriques. Cetile classe de quantités
est trés étendue, mais elle est loin de comprendre toutes les quan-
tités incommensurables. Liouville a donné un caractére (Journal
de Mathématiques, t. V) permettant d’affirmer dans certains cas
qu’une quantité donnée n’est racine d’aucune équation a coeffi-
cients rationnels d’un degré inférieur & un nombre donné, quel-
conque d’ailleurs. M. Hermite a plus tard montré que le nombre e,
base des logarithmes népériens, ne satisfait a aucune équation
algébrique a coefficients entiers, démonstration étendue au nom-
bre =, rapport de la circonférence au diamétre, par M. Lindemann.
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Enfin, M. Gantor, dans sa théorie des ensembles, a rattaché la pro-
position ason véritable principe (Acta mathematica, année 1883).
Son raisonnement montre que, en figurant les quantités d’aprés le
mode d’Argant, on peut relier deux points quelconques du plan
par un trait continu ne passant par aucun des points pour lesquels
la quantité correspondante,est racine d’une équation & coefficients
entiers. Un nombre algébrique cst dit nombre entier algébrique
lorsque le coefficient de la plus haute puissance de l'inconnuc
est 1, dans I'équation qui le définit, les autres étant entiers.

4. Lorsque nous conviendrons de regarder comme connue unc
certaine irrationnelle, nous dirons, suivant l'usage, que nous adjoi-
gnons cetic quantité aux quantités connues. L’adjonction aux
quantités connues d’'une quantité qui n’est racine d’aucune équa-
tion & coefficients rationnellement connus revient a adjoindre
une quantité indéterminée. Dans I’étude algébrique des équations,
on n’adjoint aux quantités connues que des irrationnelles algé-
briques, c’est-a-dire que 'on peut définir & I'aide des quantités
primitives par des équations i coefficients rationnellement connus,
et le probléme principal est la recherche des irrationnelles dont
la connaissance permet de former rationnellement les diverses
racines d’une ou de plusieurs équations données.

Lagrange a démontré que, étant données tant d’irrationnelles
algébriques qu’on voudra, on peut toujours les exprimer toutes en
fonction rationnelle d’'une méme irrationnelle.

En effet, on pourra former une équation, a coefficients ration-
nellement connus, admettant pour racines ces irrationnelles, et
qui n’aura pas de racines égales. La proposition se présente alors
comme corollaire du théoréme suivant, qui est fondamental :

Soit Vo= ¢(Z¢, Z4, - - -, Zm_y) une fonction rationnelle des m
racines de I'équation f(z)= o0, n’ayant pas de racines égales,
cette fonction pouvant acquérir par les permutations des racines
1,2,3,..., mvaleurs distinctes; ces 1,2, 3, ..., m valeurs de Vsont
racines d’'une équation i coefficients rationnels, n(V)=o, qui
peut étre réductible. Chacune des m racines z,, Zy, - .., Zm_,
peut s’exprimer rationnellement en fonction de I'une des valeurs
de V; par suite, les diverses valeurs de V peuvent s’exprimer
rationnellement en fonction 'une de I'autre; =(V) = o se décom-

XV. 5
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pose en facteurs irréductibles d’égal degré, et ce degré est indé-
pendant de la fonction prise pour V, pourvu qu’elle satisfasse
aux conditions posées. Soit F(V) un des diviseurs irréductibles
de =(V); V estappelée la fonction résolvante et F (V) = o I'équa-
tion résolvante de I'équation f(x)=o (Serner, Algébre supé-
rieure; CamiLLe Joroan, Traité des substitutions et des équa-
tions algébriques.) '

3. Soient ¢ (3) = o une équation irréductible, et 54, 54, . . .,
Zm_y Ses m racines; soit en outre f(z, 5,) une fonction entiére
de z, & coefficients fonctions rationnelles de z,, irréductible;
S (5,50 ooy [ (5 5m_y) sont également irréductibles, et, si la
SJonction entiére F (s, 5,) est divisible par f(z,3,), F(z,3,) le
sera par f(z,5), F(3, 52) par f(5, 53), et ainsi des autres.

Si f(z, z;) n’est pas irréductible, soit 3(s, z;) un de ses divi-
seurs; { étant une indéterminée, effectuons la division des poly-
némes f(z, %), B(z,{) et désignons par (s, {), 0(s, {) le quotient

et lereste de cette division; on aura

f(5,8)=B(5 OME.L) +0(5,7).

D’apreés notre hypothése, on a identiquement §(z, z;) = o; ainsi,
dans le polynéme 8(z, §), les coefficients des diverses puissances
de s s’annulent pour { = 5;; par conséquent, ces coefficients s’an-
nuleront aussi si I'on remplace { par une quelconque des racines de
P'équation ¢(z)= o0, puisqu’elle est supposée irréductible, et en
particulier pour {=1z3,; f(3,5,) admettrait donc le diviseur (3, z,)
et ne serait pas irréductible.

La premiére partie du théoréme est 'donc démontrée; pour
démontrer la seconde partie, on remplacerait dans F(3, 5,) et
S (5, 30), 5, par § et l'on effectuerait la division comme précé-
demment; on verrait que le reste est identiquement nul pour
€ = z, et que par suite il est nul aussi lorsqu’on y remplace { par
une autre racine de ¢(z)=o.

6. 8(z)étant une fonction rationnelle de x, soit p. le nombre
de valeurs distinctes qu’elle prend lorsqu’on remplace x succes-
sivement par les m racines de U'équation f(x)= o irréductible
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et de degré m; u est un diviseur de m et ces u valeurs sont
racines d’une équation irréductible.

Désignons par zy, x4, ..., Zm_s les m racines de f(z)=o.
Celles de ces racines qui donnent pour () la valeur 8(x,), satis-
faisant a la fois aux deux équations f(z) =o et §(z) — b(z,) =o,
appartiennent au plus grand commun diviseur des premiers mem-
bres de ces équations, et, réciproquement, les racines de ce plus
grand commun diviseur égalé & o satisfont 4 la fois aux deux équa-
tions précédentes. Soit [z, 8(z,)] ce plus grand commun divi-
seur : je dis que [z, 0(x;)] sera le plus grand commun diviseur
de f(z) et §(x)—08(z;), En effet, [z, 0(x;)] divise f(x) et
8(x) — 8(x;) d’aprés le n® 5. De plus, il n’y a pas de polynéme de
degré supérieur a [ z,0( ;)] divisant alafois f(z)et §(z) —0(z;);
car on en déduirait, d’aprés le théoréme qui fait I'objet de ce n° 5,
un polyndéme de degré supérieur a [z, §(z,)], divisant f(x) et
8(z) —8(x,). Maintenant, siy[z,0(z,)]=0et y[z,0(z;)]=0
ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines communes.
En effet, la racine commune appartient & la fois a f(z)=o et
0(z)—08(zo)=o0 d'une part, a f(z) et §(z)—8(x;) = o d’autre
part; or les deux équations 8 (z) —0(x,)=oet(x)—08(x;))=0
nepeuventavoir deracine commune que danslecas ot § (z,) = 0(z;),
et alors y[z,8(x)] =y [x, 8(2:)].

11 résulte de ce qui précéde que les m racines de f(z)=o se
partagent en ? groupes de v racines, v étant le degré de y [ z, 8 (x0)];

les racines de chaque groupe donnent la méme valeur pour §(z),
et cette valeur varie d’'un groupe a 'autre.

Sil’onadjoint § (o) aux quantités connues, ¢ [z, §(z,)] devient
un polyndéme rationnel; ce polyndme estirréductible. En effet, s’il
admettait un diviseur [z, (,)] a coefficients, fonctions ration-
nelles de 0(z,), x [z, 8(2:)] admettrait le diviseur [z, §(z:)].
Or, soient ¥4, ¥4, - -, ¥y les p valeurs de §(z), n désignant le
rapport %l Ces p valeurs sont racines d'une équation a coefficients

rationnels; car on a
hA+E et Y= S [8(@0)r+ 8(21 )+ .+ B(@my )],

et le second membre, fonction symétrique des racines de 1'équa-
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tion f(x)=o, est_rationnel; lcs coefficients de I’équation en y
sont des fonctions entiéres des p valeurs qu’il acquiert lorsqu’on
donne a n successivement les valeurs 1, 2, ..., u. D’aprés cela, le
prodaity, (x, ¥0) /1 (@, 374) L4 (2 32) - - (2, yu_)serait ration-
nel et diviserait le polyndéme f(x), tout en étant de degré infé-
rieur, ce qui est impossible, puisque f(x) est supposé irréduc-
tible.

Enfin I'équation qui a pour racines les p valeurs y,, yi, ...,
Yu—1 est irré¢ductible. En effet, si elle ne 1'était pas, soient p'le
degré de 'un de ses diviseurs, et yo, 31, ..., Yw_1 ses i racines.
Le produit

12, y0) 1 (2, y1) o A (2 Y1)

aurait ses coefficients rationnels et diviserait f(x), tout en étant
de degré inférieur.

7. Ce théoréme conduit & des conséquences importantes relati-
vement aux équations résolvantes. Soient Zo, Zy, ..., Zm_, les
m racines d'une équation f(x)=o, irréductible ou non, mais
n’ayant pas de racines égales; désignons par V, une fonction ré-
solvante de cette équation, et par F(V)= o0 son équation résol-
vante de degré N. Les racines de I'équation f(x)= o sont des
fonctions rationnelles de V,; soient

g =Yy (Vo). 7y =4 (Vo), zy =4(Vo). ..., Ty = $m—1(Vo)-

Ona
S$o(Vo)] =03

par suite, f[4o(V)] = o admet toutes les racines de 1'équation
F(V)=o, puisque celle-ci est irréductible. Ainsi les diverses
valeurs qu’acquiert la fonction ¢, (V), lorsqu’on substitue a V les
diverses racines de F (V) = o, sont racines de f(z) = o. Si donc
f(z)=o0 est irréductible, les valeurs distinctes comprises dans
la suite $o(V,), 4o(V4), ..v) Yo(Vy_,) sont au nombre de m, degré
de f(z)=o0, et N est un multiple de m. Si f(z) n’est pas irré-
ductible, soit f(x) = fi(x) fo(z) ... fi(x), fi(x), ..., fi(x) étant
des polyn6mes entiers irréductibles. Si x, est racine de f, (z) = o,
par exemple, (V) prend, par la substitution 4 V des diverses
racines de I'équation F(V)=o, des valeurs égales aux diverses
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racines de f, (x)=o; ct le degré N de F(V) est un multiple des
degrés des divers polyndmes fy(x), fo(x), ..., fi(z). Bien plus,
le degré de I' (V) est un multiple des degrés des équations résol-
vantes des diverses équations f, (z)=o, fa(x)=o, ..., fi(z)=o.
Soient, en cffet, V/ une fonction résolvante de I'équation

Si(z)=o0
et F,(V')=o0 son équation résolvante. V|, est une fonction ra-
tionnelle de V,. Soit Vi =1I,(V,); on a

F[Io(Vo)] =o0:
donc I [IT,(V)] = o admet toutes les racines de¢ I'équation
F(V) =o.

Donc Il; (V) acquiert, par la substitution 2 V des-diverses racines de
I'équation F (V) = o, des valeurs égales aux racines de I, (V') = o,
et, puisque celle-ci est irréductible, le nombre de valeurs distinctes
de II(V) est égal au degré de F, (V') = o.
Soit
sy =(2gy 21, ooy Tin—1)

une fonction rationnelle des racines de I'’équation f(z)=o;
substituons dans 3,, & la place des quantités z, lears valeurs en
fonction de V,; on en déduira 5 = II, (V,). IL, (V) acquiert, par
la substitution a V des diverses racines de 1'équation F(V)= o,
un nombre v de valeurs distinctes (v est un diviseur de N), parmi
lesquelles se trouve 5y, ct ces valeurs sont racines d’une équation
irréductible. De plus, I'(V) admet un diviseur 4 coefficients fonc-
tions rationnelles de s, irréductible si I'on n’adjoint que cetle

quanlité aux quantités connues de degré —; cc diviscur égalé & o

est la nouvelle équation résolvante aprés I'adjonction de 5.

11.
Des équations holodromes.
8. Nous appellerons équations holodromes les équations irré-

ductibles dont toutes les racines peuvent s’exprimer rationnel-
lement cu fonction de 'une d’elles; les équations résolvantes ren-



trent dans cette classe d’équations. Soient F(2) = o une équation
holodrome de degré m, et z,, z, =8,(x), 2 = 0:(0), .-,
Zm_1="Yp_s(x) ses mracines, 9,,8,, ..., 8,_, désignant des fonc-
tions rationnelles. La suite z;, 8, (z:), ..., 9,_i(2:) est, dans un
ordre différent, la méme que la suite z,, z,, ..., Zm_,. On peut
supposer que les fonctions § soient entiéres; remplagons z, par
une variable z, et considérons la suite des fonctions

(]) Zy, 01(1'), 63(.2‘), ey 0,,,_.1(:1:).

8,[0;(z)] est une fonction entiére de z, qui, divisée par F(z),
donne pour reste une des m fonctions (1), 9;(z), 0;(z) étant deux
quelconques des fonctions de cette suite, de sorte que I'on peut
dire que les fonctions (1) forment un groupe relativement a I'équa-
tion F(z)=o. De plus, au lieu de 6,[8;(z)], on écrit 67 (z), et
généralement ;[ 07! (z)] = 07 (z).

Adjoignons une racine Z, de I'équation irréductible ®(Z)= o,
qui permet de décomposer F(z) = o, et soient f(x, Z,) un fac-
teur irréductible de F(z) de degré u, et

(2) 2oy $1(24);  --vy bu—1(20)

ses 1 racines. 0;(z,) étant une racine de F(z) = o non comprise
dans la suite précédente,

(3) B (o), B:1(@0)y +vny Bidp—1(x0)

sont u racines de F(z) = o, dont toute fonction symétrique est
aussi symétrique par rapport aux racines de I’équation

f(z‘y ZO):O

et, par conséquent, peut s’exprimer rationnellement en fonction
de Z,. L’équation qui admet pour racines les p. quantités (3) est
irréductible, car autrement on en déduirait un diviseur pour
S (z,Z,). Les suites (2) et (3) sont distinctes; si elles ne con-
tiennent pas toutes les racines de I'équation F(z) = o, on formera
une nouvelle suite de p quantités, racines de F(z)= o, et d’une
équation a coefficients fonctions rationnelles de Z,, irréductible,
et ainsi de suite. Donc, aprés I'adjonction de Z,, F(z) se décom-
pose en facteurs irréductibles d’égal degré, et ce degré, que nous
avons désigné par u, est un diviseur de m. Remarquons que les
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u fonctions

Z, “Pi(x)a "r‘z(z')y ey 4’;1-—1(‘7")
forment un groupe non seulement relativement a I’équation
S (2, L) = o,

mais aussi relativement i 'équation F () = 0; de méme la suite (3)
donne le groupe

z, 04071 (2), ..., By 871 (2);

en effet, §;§;(x,) est une racine de f(z,Z,) = o el, par suilte, est
égale a I'une des quantités (2), etc. Quant a la suite (3), si I'on
pose z;=0;(x,), on a
xo=071(2;)
et elle coincide avec la suite
i, 04007 (@), ..., Oidyp 1 071 ().

On aura ainsi un groupe pour chaque facteur de F(z), aprés I'ad-
jonction de Z,; seulement il peut arriver que ces différents groupes
de fonctions coincident, comme nous le verrons plus loin, ou
qu’elles aient toutes un certain nombre de fonctions communes.

9. Z, étant une autre racine de ®(Z)= o, f(x, Z,) est irréduc-
tible comme f(x,Z,), et, si ’'on désigne par x une racine de 1'é-
quation f(x,Z,) = o, les yu racines de cette équation seront

z1, Yi(zy), Yalzr), -y Yp-1(@1)

Si donc les équations f(x, Z,) =o et f(x,Z,)=o0 ont une
racine commune, elles ont toutes leurs racines communes, et 'ad-
jonction de Z, produit le méme effet que I’adjonction de Z,. Dans
tous les cas, I'adjonction de Z, conduit aux mémes groupes de
fonctions relativement a 'équation F (z)=o0. Soient Zy, Z,, Z,, ..
Zyx_, les N racines de I'équation ®(Z) = o; le produit

F(@Zo) (2, L1) ... f(2 Txt)

est égal & une puissance de F(z). Si 'on désigne par g 'exposant

*

. . N
de cette puissance, on peut partager les N fonclions f(z,Z) en 7

groupes de g fonctions égales entre elles. Soit @ une quantité
rationnelle ou, si 'on veut, un nombre rationnel, tel que f(a,7Z)



prenne seulement ¢ valeurs égales a f(a,Z,) lorsqu’on remplace
Z successivement par N racines de ®(s) = o; posons

f( a, ZO> = %
. . , . ., . , N
D’aprésle n°6, 5, est racine d’une équation irréductible de degré 7

a coefficients rationnellement connus. L’adjonction de 5, permet
de décomposer ®(Z); 'un de ses facteurs de degré ¢ admet pour
racines, en I'égalant a o, les ¢ valeurs de Z qui donnent a f(a, Z)
lavaleur f(a,Z,), etles coefficients de f(x,Z, ) s’expriment ration-
nellement en fonction de z,. Sil'on remplace z, par les autres ra-
cines de I'équation en =, ¢(5) = o, on obtient les autres fonctions

S(z,Z;). Posons %: n, onapn=m.

Les racines de ©(5) = o sont fonctions rationnelles des racines
de F(z)=o0 comme de celles de ®(Z)=o0. Désignons en cffet
par f'(z, 5,) ce quedevient f(z, Z,) lorsqu’on a exprimé ses coef-
ficients en fonction de z,. Les équations f(zo,5) =oet¢(5) =0,
Zo désignant une racine de I’équation f'(x, 5) = 0, ont une scule
racine commune 5o, qu’'on pourra obtenir pour les opérations qui
donnent le plus grand commun diviseur de f’(z,, 5) et de ¢(3).

10. Réciproquement, soient
z, Yi(x), da(x) ... Yy-a{z)
i fonctions de la suite (1) formant un groupe relativement a I'équa-
tion F(z) = o3 z, étant une racine de F(z) =o,
() 2o, Y1(@0), $2(@0), ... Yp-1(@o).

sont p racines de cette équation; soit z, une racine de I'(z) = o
ne faisant pas partie de cette suite;

z1, $i(z1), (@), .., Ypa(zy)

sont également p.racines de F(z) = o : elles sont différentes des 1
racines («). En effet, sil’on avait ;(z,) = 4;(x,), on en déduirait
7' iy )=a,=§;"' §;j(x0), et par suite x, serait une des ra-
cines () contre '’hypothése. Ainsi p est un diviseur de m, degré
de I'équation F(x) = o. La fonction

ta—a)[a—4(2)][a— ()] ... [@—pp-1(2)].
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otz est une indéterminée rationnelle, acquiert " valeurs distinctes

lorsqu’on substitue successivement a x les diverses racines dc
I'équation F (x) = o. Ces valeurs sont racines d’une équation irré-
ductible & coefficients rationnels, et I'adjonction d’une racine de

s . . , m .,
cette derniére équation décompose F(x) en m facteurs irréduc-

tibles de degré u.

11. Supposons que 1'équation ®(Z)= o soit elle-méme holo-
drome; et soit, comme précédemment, f(x,Z,) un des facteurs
irréductiblesde F (x), aprés ’adjonction de Z,, racine de ® (Z) =o.
Si I'on désigne par §(x,) une racine de F(x)= o n’appartenant
pas & f(x,Z,) = o, les u quantités

0(.1‘0), 4’10(%% L]“20(‘2‘0)7 ceey "!’{1—16(‘7"0)9

qui sont racines d’une équation de la forme f(x,7Z,) = o, Z, étant
une racine de ®(Z) = o, et d’autre part les i quantités

0(zo)y, 0di(@o), 0¢2(@o) ...y Odp—i(20)

sont racines d’équations & coefficients fonctions rationnelles de Z,,
puisque Z, est une fonction rationnelle de Z,. Or, dans ces deux
suites, il y a une quantité commune 0(x,); elles sont donc les
mémes a I'ordre prés; de sorte que les deux groupes de fonctions

z, Yi(z), bo(), ..., d{p.—-l(‘z‘)-
@, 0U0-1(2), 0430-1(2), ..., Ou—i0-1(2),
ne différent que par I'ordre. Nous exprimerons cette propriété cn
disant que le premier groupe de fonctions est échangeable a la
fonction 0, relativement a I'équation F () = o. Ainsi :

Lorsqu’on adjoint a une équation holodrome F(x)= o une
racine d’une équation ®(L)=o, également holodrome, les
groupes de fonctions correspondant aux divers facteurs irré-
ductibles sont les mémes; et ce groupe est permutable a toutes
les fonctions 8, telles que F[O(x)]=o0 en méme temps que
F(x)=o.

Réciproquement, soient x, ¥, (x), ¥2(x), - -, Yp_i(x), - fonc-
tions de la suite (1) formant un groupe relativement a I'équation
F(x)= o0, échangeable d toutes les fonctions de cette suite (1),



— i —

a étant une indéterminée rationnelle, la fonction
(a—=z)[a—d(2)][a—¢2(2)] ... [ —dp-1(2)]
acquiert% valeurs distinctes lorsqu’on substitue a x les diverses

. , . , . . m
racines de 'équation F (x) = o0;1’équation qui admet ces m valeurs
pour racines est holodrome. En effet, soient

(@a—mz)[a—1 (20)] ... [@—bp—1 (20)] = 20,
[a—0(zo)][a—416(20)] ... [@—Yp—10(20)] =51

deux des valeurs considérées, § étant une des fonctions (1) autre
que 4. On a, puisque le groupe des fonctions ¢ est permutable a
toutes les fonctions de la suite (1),

sy=[a—0(zo)][a—041(20)] ... [@—Odu—1()];

or toute fonction symétrique des p quantités xo, 4y (20), ..,
$u_1(2,) est exprimable rationnellement en fonction de z,;
donc z,, qui est aussi une fonclion symétrique de ces p quantités,
d’aprés sa seconde forme, s’exprime rationnellement en fonction
de z,. On voit de plus que, lorsque I'équation ®(Z) = o est holo-
drome, I'équation ¢ (z) =0, qui produit le méme effet que ®(Z)=o
et qu’on formera comme il a été dit au n° 9, est aussi holodrome.

12. L’équation ®(Z) = o n’étant pas holodrome, il peut se faire
que l'équation ¢(z)=o0, qui produit le méme effet, soit holo-
drome, et alors on retombe dans le cas précédent. Considérons le
cas ol I'équation ¢(z)=o0 n’est pas holodrome : 5, et z, étant
deux racines de ¢(z) = o, I'adjonction de l'une ou de I'autre per-
met de décomposer F () en facteurs d’égal degré i ; soient f(x, 5, )
et fi(z, ), deux facteurs s’annulant pour une méme valeur de z,
z,. Les racines de f(z, 5,) = o étant

Zo, $1(20), $2(@0), .oy bp-1(Zo)
celles de f,(z,z,) = o pourront étre représentées par
oy 019107 (20), -.er Opdp—g 071 (20);

. , o e . N A
ces deux suites sont forcément distinctes, et il en est de méme des
groupes de fonctions qu’on obtient en remplagant ., par unc
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variable z, en supposant que z, et z, ne puissent s’exprimer ration-
nellement en fonction I'une de V'autre.
Soit f;(z, ;) le facteur de F(z) qui s’annule pour z, lorsqu’on
adjoint z; et
oy 041071 (o), ..., 0:dp—1071(20)

les p racines de I’équation f;(z, 5;) = o. Remplacant z, par une
variable z, on a un groupe de fonctions correspondant a z;; et par
suite n groupes pour les n racines de ¢(z) = o. Le groupe corres-
pondant a P'adjonction d’une racine de ’équation résolvante de
¢(5) = o se compose des fonctions communes a tous ces groupes,
lesquelles forment évidemment un groupe permutable & toutes les
fonctions § du n° 8. En effet, le plus grand commun diviseur des
premiers membres des équations

fo(xazo)———o, fl(-z';zl)=07 ceey fn—i(x’zn—l)=07

est rationnel aprés I’adjonction d’une racine de I’équation résol-
vante de ¢(z) = o; soit v.(z) ce plus grand commun diviseur; 3;
est une fonction rationnelle de z,, invariable lorsqu’on remplace x,
par les autresracines de f(z, z;) = o; il en résulte que la fonction
résolvante de I'équation ¢(z) = o0 est une fonction rationnelle
de z,, invariable lorsqu’on remplace z, par les diverses racines de
(&) =o0; 7 (x) est donc irréductible (6).

13. Nous dirons que deux équations sont équivalentes lorsque
les racines de I'une pourront s’exprimer rationnellement en fonc-
tion des racines de I'autre, qu'une équation holodrome est simple
lorsqu’elle ne pourra se réduire qu’a I'aide d’une équation holo-
drome équivalente (CamirLe Jorpan, Théorie des substitutions et
des équations algébrigues).

Il est clair que deux équations holodromes équivalentes sont de
méme degré. Etant données deux équations simples non équiva-
lentes, I’adjonction des racines de l'une aux quantités connues
laisse I'autre simple. Etant données trois équations simples non
équivalentes deux a deux, il peut se faire que I'adjonction des
racines de deux de ces équations réduise la troisiéme, mais les trois
équations sont alors de méme degré. En effet, adjoignons seule-
ment les racines de I'une des équations, les deux autres restent
simples; maintcnant ces deux équations sont équivalentes, puisque
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I'adjonction de I'une réduit I'autre ; donc elles sont de méme degré.
Ainsi les trois équations sont de méme degré deux & deux. Ce que
nous venons de dire de trois équations simples peut se dire d’un
nombre quelconque autre que deux d’équations simples.

14. Soit F(x)=o0 une équation holodrome de degré m ct
®(z) = o une équation simple de degré v, permettant de la réduire.
Aprés I'adjonction d’une racine de ¢ (5) = o, F () se décomposera
en v équations holodromes et équivalentes de degré 113 I1 peut se

faire que F(z)= o se réduise a 'aide d’autres équations simples,
non équivalentes & ¢(5) = 0; et que parmi elles il s’en trouve de
degré v; soit ©,(z) = o 'une d’elles, et ainsi de suite. On arrivera
4 un certain nombre d’équations simples

() 9(s)=o, 01(5) = o, 9a—-1(3) = o,

toutes de degré v, permettant chacune de réduire F(z)=o et
telles que I'une quelconque d’entre elles reste simple lorsqu’on
adjoint aux quantités connues les racines de toutes les précédentes
et que toute autre équation simple de degré v permettant de ré-
duire F(z) = o se réduise aprés I'adjonction des racines de ces «
équations.

Au lieu de partir de ¢(5) = o, on pourrait partir de toute autre
équation simple de degré v, permettant de réduire F(x)=o, et
alors, en opérant comme plus haut, on arriverait & une autre suite

(® ¢'(5) =o, ¢1(5)=o, 05(5) =o, ‘?:’3—1(5)207

jouissant des mémes propriétés que la précédente. Les équations
résolvantes des deux équations

(1) 0(5) 01(5) 02(5) ... 0a—1(3) =0,
(2) ?'(;)?'l(;)...t?lﬁ_ (5)30

sont équivalentes. En effet, les racines de ¢'(5)=o0 pcuvent s’ex-
primer rationnellement en fonction des racines de 1'équation (1);
de méme, celles de ¢ (5) =0, 9,(5) =0, ..., 95_4(5) = 0; réci-
proquement, les racines des équations ©,(35)=0,9.(3) =0, ...,
¢a_1(5) =0 s’expriment rationnellement en fonction des racines
de Péquation (2). La résolvante de 'équation (1) est de degré v*.
En effet, si 'on adjoint unc racine de I'équation ¢,(3) = o, cc



degré est divisé par v, et il en cst de méme chaque fois que 'on
adjoint une racine des équations (a). La résolvante de 1'équation (2)
est, pour la méme raison, de degré vB. Ces deux résolvantes sont
de méme degré, puisqu’elles sont équivalentes; done 8 = a.

Il est clair que ce que nous venons de dire des équations
simples a coefficients rationnels, réduisant I'(z ) = o, de degré v,
peut se répéter, pour l'ensemble des équations, d'un autre degré
quelconque.

15. Soit ¢ (3) =0 l’équation holodrome équivalente a l’en-
semble des équations simples & coefficients rationnels, permettant
de réduire F(z) = o, telles qu’aucune d’elles ne puisse se réduire
par 'adjonction des racines des autres, et que, de plus, toute autre
équation simple, réduisant F(z)= o, se réduise par I'adjonction
d’une racine de ¢ (z)=o0. Le degré de ¢(3) est égal au produit des
degrés de ces équations simples. Nous appellerons ces équations,
simples et & coefficients rationnels avant I'adjonction de toute irra-
tionnelle, équations simples du premier ordre; et toute fonc-
tion rationnelle des racines de ces équations, fonction algébrique
du premier ordre. De méme nous appellerons équations simples
du second ordre et fonctions algébriques du second ordre les
équations simples dont les coefficients sont des fonctions algé-
briques du premier ordre, et les fonctions rationnelles des racines
de ces équations; et, en général, équations simples du p#é™e¢ ordre
et fonctions algébriques du ui¢me ordre les équations simples
dont les coefficients sont des fonctions algébriques du (p — 1)i™°
ordre, ou du moins ne sont holodromes qu’aprés I'adjonction de
fonctions algébriques du (p — 1)i™¢ ordre, et les fonctions ra-
tionnelles des racines de ces équations (voir Algébre supéricure
de M. Serret, t. II, n° 513).

m étant le degré de F(z)=o0, n celui de ¢(s)=o,, 5, une
racine de ¢ (z) = o, aprés I'adjonction de z,, F(z)= o se décom-
pose en n équations holodromes équivalentes de degré %l; soit

f(z,5)=o0 l'une d’elles; le groupe de fonctions de f(z,5,) =0
est permutable au groupe de fonctions de F(z) = 0. Soit

R(C7 zo) =0

une équation holodrome ct simple aprés 'adjonction de 5o, de



— 8 —
degré v, et permettant de réduire f(x, 50) = 0. Aprés I'adjonc-
tion d’une racine de I'équation =(&, 50) = o, f(z, 39) = 0 se dé-

. . g M
compose en v, équations holodromes de degré — équivalentes,
1

et le groupe de fonctions, qui est le méme pour toutes ces équa-
tions, sera permutable & toutes les fonctions du groupe de

Sf(z, 3) = o,

mais en général il ne le sera pas a toutes les fonctions de groupe de
F(z)=o0; 3, étant une autre racine de ¢(z)=o0, n({, 5,) = o per-
mettra de décomposer f(z, z,) (8); mais f(z, z,) = o est équi-
valente & f(z, 30) = 0; donc =({, z,) = o est une autre équation
simple aprés I’adjonction de z,, permettant de décomposerf(z, zo),
de sorte qu’il y aura un certain nombre de racines de

Y(5)=0:39, 31, B2, «+vy By _ys

qui, substituées & z, dans w(g, 5,), donneront des équations
simples permettant de réduire f(z, 3,) = o, telles que 'une quel-
conque d’entre elles reste simple aprés 'adjonction des racines de
toutes les autres, et que ’équation simple obtenue en substituant
a z, dans =(g, 59) = 0, une autre racine de 4(z) = o se réduise
aprés I’adjonction de ces o' équations. Remarquons que o peut
étre égal & 15 les coefficients de w({, 50) peuvent méme étre ra-
tionnels avant ’adjonction de z,, mais I'équation =({) = o n’est
holodrome qu’aprés I'adjonction de z,.

Au lieu de partir de (%, 59) = 0, on pourrait partir de toute
autre équation simple obtenue en substituant & 3, une autre racine
de ¢(z) = o0; on arriverait & une autre suile zj, 3}, ..., Sg_s.
Mais, en raisonnant comme au numéro précédent, on voit que
B'=d/, et que ensemble des nouvelles équations est équivalent &
I'ensemble des premiéres.

16. La résolvante de I’équation

“(C’zo)y ’W(C, 21), ev ey 'r:(ﬁ,za:_,)zo

est de degré v¥, et 'adjonction d’une racine de cette équation ré-

solvante permet de décomposer f(z,z,)=o0 en ¥¥ équations
m
nv¢

équivalentes de degré Soit TI(E, 59)=o cette équation résol-
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vante. Sil'on remplace, dans les coefficients de cette équation, z,
par une autre racine de ¢(5) = o, I’équation nouvelle obtenue est
holodrome et équivalente a.la premiére. En substituant ainsi & z,
les diverses racines de ¢(z) =0, on obtient un certain nombre
d’équations distinctes, c’est-a-dire n’ayant pas les mémes racines,
nombre qui est un diviseur de 7, et peut d’ailleurs se réduire a
I'unité; cette équation, dans le dernier cas, a pour coefficients des
quantités rationnelles avant I’adjonction de z,, mais n’est ho-
lodrome qu’aprés I'adjonction de 5. Le produit des premiers
membres de ces équations, qui est indépendant de lirration-
nelle zy, donne, égalé a o, une équation dont la résolvante, en ne
considérant pas 5o comme connue, mais seulement les irration-
nelles primitives, est de degré v r/, n’ étant un diviseur de n autre
que 1. En effet, cette équatidn résolvante ne peut étre décomposée
qu’a I'aide des équations simples du premier ordre, qui décom-
posent §(z)= o, et ses équations du second ordre sont =(&, zo)=o,
(%, 5)=0, ..., ®(§, 54_1)=0; n/ > 1, car autrement II({, 5,) =0
serait a coefficients rationnels, et holodrome avant I’adjonction
de z,. Cette équation résolvante décompose F(z)=o0 en v¥n' équa-
tions holodromes, équivalentes, qui ont méme groupe de fonctions,
et ce groupe est permutable a toutes les fonctions du groupe de
F(z) =o. Il en résulte qu’aprés l'adjonction d’une racine de
(T, z9) =0, f(x, 50) =0 se décompose en v} équations holo-
dromes équivalentes, dont le groupe unique est permutable aux
fonctions du groupe de f(z, 3) = o0, mais encore a toutes les fonc-
tions du groupe F(z) = 0. Ce que nous avons dit des équations
simples du second ordre peut se répéter pour les équations des
divers ordres.

Ainsi une équation holodrome F(z) = o se réduit a I'aide d’une
suite d’équaiions simples; cette suite n’est pas entiérement déter-
minée, mais la suite des degrés de ces équations simples 'est,
abstraction faite de 'ordre, et le produit de ces degrés est égal a
celui de F(z). Sil'on considére les groupes de fonctions des équa-
tions en lesquelles se décompose successivement F(2) = o, chacun
de ces groupes est contenu dans le précédent et échangeable i
toutes ses fonctions (CamiLLE Jorpan, Traité des substitutions,
p- 266 et suivantes).
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Il

De la décomposition des équations.

17. Soit f(x)= o une équation irréductible non holodrome
de degré m, et F(V) =o0 son équation résolvante. Cette ¢quation
résolvante se décompose en équations simples, comme il vient
d’étre dit. Parmi ces équations simples, quelques-unes réduironi
S (z)=o. Supposons que les premiéres, qui permettent de réduire
S (z)=o0, appartiennent au p.¥™ ordre, de sorte que 'ensemble
des équations simples d’ordre inférieur laissent f(z) = o irréduc-
tible; soit F,(¢) = o I'équation holodrome équivalente a l’en-
semble de ces équations simples, v, une de ses racines et (s, v) =0
une équation simple de degré v, permettant de réduire f(z) = o.
Aprés I'adjonction d’'une racine z, de cette équation, f(x) se dé-
compose en facteurs d’égal degré. En effet, soit ©(z, 5,) un facteur
irréductible de f(2); (2, 21), ¢(z, 52), ..., ¢(&, 5y_1) sont éga-
lement irréductibles et diviseurs de f(z) (8); leur produit est
donc une puissance de f(z). D’ailleurs, 5; étant une fonction ra-
tionnelle de 5, les équations

o(z,5) =0 et o (w,5:)=0

n’ont pas de racine commune ou ont toutes leurs racines com-
munes. Ainsi, aprés I’adjonction de 3, les facteurs en lesquels se
décompose f(«) sont compris dans la suite ¢(z, 59), 9(Z, 54), -,
o(z, 3y_1 ). Le nombre de ces facteurs est un diviseur de m, degré
de f(x) et de v; soit n ce nombre; le degré de o(z, 5,) est %
Les autres équations simples, obtenues en substituant a v,, dans
les coefficients de 1’équation =(z, ¢y) = 0, une autre racine de
F,(¢) = o, décomposent f(z)= o d’une maniére analogue.
Soient ¢g, ¢4, ..., ¥4_4 les racines de F,(¢) = o, donnant, comme
au n° 15, une suite d’équations simples

(3, v9) =0, w(3,01)=o0, 7(%, vs) = 0, cees 7(8,Vg-1) = 0,

telles que I'une quelconque reste simple aprés ’adjonction des ra-
cines de toutes les autres, et que toutes les équations simples
n(%, 9;) = 0, v; étant une racine de F,(¢) = o, se réduisent aprés
I'adjonction des racines de ces « équations simples. Chacune de ces
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équations simples divisera par n le degré de f(.x). et leur en-
semble par n*.

Deux cas peuvent se présenter; n® est égal & m ou hien lui est
inférieur. Dans le premier cas, 'équation f(z)= o est dite pri-
mitive; I'(V)=o est alors équivalente a 'ensemble des équations

Fy(¢)=o, (5, 0od (3, ¢).m(5, ¢2). .. 7(3, 0u—g) = O.

Si n* n’est pas égal a m, soit 'y (¢') == o 'équation holodrome a
coefficients rationnels avant I'adjonction de toute irrationnelle,
autre que celles qui entrent dans les coefficients dc f(z)=o,
équivalente & F,(v) =0 et =(z, vo)w(5, ¢1)...%(5, ¢u_y)=o.
Aprés I'adjonction d’'une racine ¢, de Fi(¢') =o0, f(x)=0 se
décompose en n* équations d’égal degré, et I'on pourra former
une équation a coefficients rationnels

yrl Ayl =,
telle que

f(@)=[M(y)am +.. J[M(y)am .. ][...]..

9

y_m , . " )
m'= 2> €t ¥y Yay .-+, Yau Clant les racines de I'équation cn y.

Ainsi une équation qui n’est pas primitive peut se ramener a un
certain nombre d’équations primitives, et le produit des degrés de
ces équations est égal au degré de ’équation proposée.

18. Lorsque le degré d’une équation holodrome est un nombre
o)
remier p, cette équation est évidemment simple, et 'on pecut re-
P ’ )
présenter ses racines par

z, Q(Z‘), 62(‘77), ey ﬂl"'(.z'),

z étant Pune d’elles et 0 une fonction rationnelle. Abel a montré
que, dans ce cas, on peut exprimer les racines de 'équation i l'aide
de radicaux (Serrer, Algébre supérieure, Sect. V, Chap. III).
Réciproquement, lorsqu’une équation est soluble par radicaux,
ses équations simples sont toutes de degré premier; en effet, 1'¢-
quation y? — A = o devient abélienne aprés I'adjonction des ra-
P —
7 —

D’aprés ce qui précede, lorsqu’une équation de degré premier
est soluble par radicaux, elle est susceptible de devenir abélienne.

XV, 6

cines de I'équation

I . e
— =0, qui est abélienne.
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Cette condition est suffisante. Soit f(z)=o0 une équation de
degré m, premier ou non, irréductible et non abélienne actuelle-
ment, et qui devienne abélienne aprés I'adjonction de certaines
irrationnelles qui la laissent irréductible. Quel que soit le nombre
des irrationnelles adjointes, on peut les exprimer toutes en fonc-
tions rationnelles d’uné racine d’une équation holodrome; soient
F(s)=o cette équation holodrome et 3z, une de ses racines.
Z, étant une racine de f(x)= o, les autres, par hypothése, peu-
vent étre représentées par

q‘(zm Zg), q”(zo: Zy ); eeey ‘P’"—‘ (z(h z‘o):
¢ étant une fonction rationnelle de x, et de z,, et 42(z,, x,) re-
' . . .
présentant 4[z, $(20, 2o)], et ainsi des autres. Soit 7:(z),
+(i étant une fonction rationnelle, une autre racine de F(z,) = o;
$[%:(20), Zo] est aussi racine de f(x) = o; par conséquent, cette
quantité est égale 4 ’'un des termes de la suite précédente i (54, 7, ).
Ona
Y[ x:(50) @o] = ¥ (20, @o),
d’ou
Y22 (20), o] = Y[ Yi(30); Zo] = $* (20, 20)
ct, d’'une maniére générale,
Y 1F (50), 20] = ™ (30, @0)-
Soit e le nombre de termes distincts compris dans la suite
B0y Xi(zo): X?<ZO)7 ooy
d’apreés ce qui précéde
Y (20, o) = Y (%0, T0),

d’olt i*=1 (mod. m); ce qui exige que ¢ soit un nombre premier
avec m. Ainsi, lorsqu’on remplace, dans ¢ (3z,, 2¢), 3o par les di-
verses racines de F(z)=o0, on obtient un nombre v de valeurs
distinctes au plus égal & ¢(m), nombre des entiers inférieurs a m
et premiers avec m. Il en sera de méme lorsqu’on remplacera z,
par upe indéterminée rationnelle a; les v valeurs qu’on obtient
alors sont racines d’une équation irréductible, et les coefficients
des diverses puissances de x, dans (3, Z,), peuvent s'exprimer
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rationnellement en fonction de {(z,, @). D’ailleurs, comme on a
Y[ %:(%0), @] = (30, 0),
on voit que ¢[y:(%0), @] pourra s’exprimer rationnellement en
fonction de ¥ (3o, a).
Ainsi 'équation qui a pour racines ces v valeurs distinctes est

holodrome, et I'on peut prendre, pour F(z)= o0, une équation
de degré v.

Soient 7 j(5,) une racine autre que ;(3,) de I'équation

F(z)=o0 et ‘P[Xz’(%% 9] = $/ (50, 20);

il viendra

YA ixi(%0)s o] = Y/ [xi(50), o] = /¥ ( 30, 70);
de méme

Y[xix i (Z0)s @] = ¥ [X i (50): @e] = 4/ (50, 20);
d’ou

i X7 (B0) = 1 ji(50)-

Les fonctions v, 7 sout donc échangeables entre elles, et I'équa-
tion F(z) = o est résoluble algébriquement d’aprés un théoréme
d’Abel. De plus les v nombres, tels que Z, , forment un groupe re-
lativement au module m, c’est-a-dire que le produit de deux quel-
conques d’entre eux est congru & 'un des termes de cette suite,
suivant le module m, et v est par suite un diviseur de ¢(m). Le
degré de I'équation résolvante de f(x)= o est égal & mv. Lorsque
m est premier, ¢(m) est égal 4 m — 1, et 'équation F(z) = o est
abélienne, puisque les nombres 7, j sont les diverses puissances
de ’'un d’entre eux convenablement choisi; on en déduit que, deux
racines d’une telle équation étant données, les autres s’en déduisent
rationnellement. Ces théorémes ont été établis, pour la premiére
fois, par Gallois, dans son célébre Mémoire, paru en 1846 dans le
tome XI du Journal de Liouville.

19. Nous sommes ainsi arrivés aux théorémes généraux de la
théorie algébrique des équations, indépendamment de la théorie
des substitutions. Comme 1’a démontré Galois, cette derniére est
corrélative de la théorie des équations; mais la méthode que nous
avons suivie peut, dans certains cas, étre plus simple ou pré-



senter, sous un jour nouvcau, les propositions de la théorie des
substitutions. :

Xeprenons les notations du n° 7. Soit f(x) = o une équation
de degré m, n’ayant pas de racines égales; désignons par V, une
fonction résolvante de cette équation, et par F(V) = o son équa-
tion résolvante de degré N. Les racines de I'équation f(x)=o
sont des fonctions rationnelles de V,; soient

o =$(Vo), x1=4%1(Vo), @a=¢2(Vo), ..ty @a—r=du1(Vy).
Vo, Vi, Vo, ..., Vy_, étant les diverses racines de F(V) =o,
q‘o(vi): d{l(vi)-, ceey ‘!J/L—l(vi)

représentent, dans un certain ordre, les m racines de I’équation
J (&) =o0; en donnant & ¢ successivement les valeurs o, 1, 2, ...,
N — 1, on obtient donc N.permutations entre les racines; les sub-
stitutions, pour passer de 'une d’elles & toutes les autres, forment
un groupe de substitutions conjuguées.

Soit maintenant s, = II(xy, £y, ..., Zm_,) une fonction ra-
tionnelle des m racines de I'équation f(x) = o; remplacant les x
par leurs valeurs en fonction de V,, on aura

gy = I (Vo).

La substitution a V, dans IT, (V), des diverses racinesde F (V) =o,
revient a effectuer, dans la fonction

(xy, T, X9y « ooy Xy )y

les diverses substitutions de ce groupe. Ainsi, en appelant ce groupe
le groupe conjugué propre & l’équation f(x)=o, comme c’est
'usage, on a le théoréme suivant :

Si, dans une fonction W(xy, xy, ..., Tm_y) des racines d’une
dquation f(x) = o, n'ayant pas de racines égales, on effectue
les diverses substitutions du groupe conjugué propre a U'équa-
tion, les valeurs distinctes qu’acquiert la fonction sont racines
d’une équation irréductible; I'adjonction d’une de ces valeurs
aux quantités connues réduit le groupe de substitutions propres &
i‘équation a celles du groupe primitif, qui laissent invariable la

fonction
My, oy, ooy Tpq).
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Lorsque I'équation f(x) = o est priinitive, elle n’est réduite que
par les équations simples de F(V)=o d’ordre le plus ¢levé. Soient
F;(v) = o I’équation holodrome équivalente 4 I'’ensemble des équa-
tions simples d’ordre inférieur, ¢, une de ses racines; aprés I’ad-
jonction de ¢4, F(V) = o se décompose en équations équivalentes;
soit Fa(V, ¢5) = o I'une d’elles, et

(3, ¥y) =0

une équation simple réduisant I'équation précédente; les autres
équations simples de F,(V, ¢)) = o s’obtiendront en substituant
a vy dans les coefficients de =(3, vo) = o les autres racines de
F,(¢v) =o0; et toutes ces équations simples réduiront f(z) =o;
de plus, le groupe de fonctions de F,(V, ¢;) = o est permutable
aux fonctions du groupe de F(V) = o. Le degré de Fo(V, ¢y)=o0
est égal au produit des degrés des équations

(5,09) =0, w(3,01) =0, T(3,0q-1) =0,

telles que 'une quelconque reste simple aprés 'adjorrction des
racines de toutes les autres, et que toules les équations simples
©(%, v;) = 0, ¢; étant une racine de F, (¢) = o, seréduisent aprés
I'adjonction des racines de ces a équations simples.

Dans le cas ou f(z)= o est I’équation générale de degré m,
son groupe est formé de toutes les substitutions possibles entre ses
m racines, N est égal & 1, 2, 3, ..., m. Or, si m est supérieur 4 4,
tout groupe auquel toute substitution est permutable contient le
groupe alterné (C. Joroan, T'raité des substitutions, p. 63). Donc
sim >4, le degré de F,(¢) est égal &4 2, et 'on peut prendre

Fi(v)=9v2—A,

A étant le dernier terme de ’équation aux carrés des différences

1.2.3...m

des racines; I'2(V, 9y) = o est de degré ; ses équations

simples distinctes ne peuvent étre qu’au nombre de deux,
(3, ¥9) =0 et 7(3,—vy) = 0;

1.2.3...m

mais

n’étant pas un carré parfait, ces deux équations sont

équivalentes et I’équation F,(V,v¢) = o est simple (C. Jorpan,
loc. cit., p. 66).
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Iv.

De la division du cercle en parties égales.

20. Les racines primitives de I'équation ™ — 1 = o, c’est-a-dire
celles dont les diverses puissances reproduisent toutes les autres,
sont au nombre de ¢(m), nombre des entiers inférieurs & m et
premiers avec m; Gauss a montré que 1’équation de degré ¢(m)
qui admet pour racines ces racines primitives est irréductible,
lorsque m est une puissance d’'un nombre premier; Kronecker a
démontré la méme proposition pour le cas de m quelconque. Soit
JS () =0 cette équation; ¢ étant un diviseur de ¢(m), on peut for-
mer une équation de degré ¢ permettant de décomposer f(z) en

g facteurs d’égal degré ?(qm)- Lorsque m est une puissance d'un

nombre premier autre que 2, la congruence 2% — 1 = o (mod m)
admet des racines primitives, I'équation f(z)=o est abélienne,
et il n’y a qu'une équation de degré ¢ permettant de la décom-
poser en g facteurs d’égal degré. Gauss a donné cette équation
dans le cas o m est un nombre premier pour ¢ égal a 2, 3 et 4.
Nous allons établir les résultats de Gauss, en suivant une marche
différente qui simplifie les calculs.

Soient g une racine primitive du module premier p, ¢ un divi-

p—

T c 31
seur de p —1, et w= ; considérons la congruence
. b

(1) 8o+x9 4 gf+y94-1=0 (modp).

Nous désignerons par rq,g le nombre de systémes distincts sui-
vant le module p de g#7 et g7 satisfaisant & cette congruence. On
a g¥9= g% (mod p), si ' — z est divisible par , et rnyg = ny,g,
si les nombres o, #/ sont respectivement congrus 4 o, (3 suivant le
module ¢; ainsi nous supposerons les nombres z et y réduits sui-
vant le module w, et les nombres « et § suivant lemodule g. Enfin
on voit immédiatement que nq g = ng 4.

La congruence (1) peut s’écrire des deux autres maniéres

grBrxd - g—B+r91=0, gB-o+T9 g-ut+¥9 4 1=0 (modp);
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d’ou les relations
nlap = npsa = n“_a»_ﬂ = nﬁ-—a,—a-

Donnons & x et y les w? systémes de valeurs dont ces nombres
sont susceptibles dans la somme g*+z7 gBtre; cette somme
prendra wng_s g_s valeurs de la forme — g%*2¢(mod p) et s’annu-
lera  fois (mod p) si la congruence

a—B+xg= m—;]—(modw')

a une solution; dans le cas ot cette derniére congruence n’a pas de
solution, la somme g***¢- g8+r¢ ne peul s’annuler (mod p).
Donc, si w est pair, on a

a=g—1 a=q—1
I+ EI Nygy = W, E Ng,a+f = 0,
a=0 =0

B désignant un nombre non divisible par ¢; et, si » est un nombre
impair,

o=qg—1 a=qg—1
I+ EI n g =W E Ng,a+f = W,
o+ L
a=0 2 oa=0

f désignant un nombre non congru a -Z— (mod g).

Des relations qui viennent d’étre établies, on peut déduire les
nombres nqg pour ¢ égal & 2. En effet, on a alors, que v soit pair

ou impair, ny, = ny, et, si w est pair,
—1 —1
l—‘r-noo+nu=P ’ ‘Dn‘n=p2 >
d’otr
—5 —1
noo=P yE nyy = gy =£1
4 4
Si w est impair,
—& p—1
Rog—+ Mg = ’ L+ 2ny = —2———,"
d’onr
p+1 p—3
Roo = ’ Wy = nRoy = ——
4 4

Pour ¢ égal 4 4, on obtient entre les nombres n, 4 une relation
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. . . —1 .
quinous sera utile. On a, si p4 est pair,

— 1
V== Ngp —+ Nyq —+— Nge -+ nzz = L

—1

N33+ 2N1e + Ny = P i
: 4

’

5 LT,
2ANgg + 2Ny = % H

les deux derniéres donnent 2.0 = 1,y + ng3.

. —1 . .
Si P4 est impair,

Ngo + Ryq —+ Ngg -+ N3z = £‘—‘— )

N3z -+ 2n099 -+ Nqg =

4

—1

1-+ 2N39 + 2N19 = P—/-,
4

et, comme dans le cas précédent, on déduit
1+ 2N99 = Ny -+ N33.

Le nombre des systémes de solutions de la congruence qua-
drindéme got29 - gBtr¢ | 2729 1 = o (mod. p) peut s'exprimer
a l’aide des nombres nq g et, dans certains cas, de plusieurs ma-
niéres; ce qui conduit a des équations du second degré entre les
nombres positifs nyg. C'est de ces relations que Gauss a déduit
ces nombres ny.g, dans les cas de ¢ = 3 et de ¢ = 4; mais nous
trouverons des relations analogues dans I'étude de 1’équation
P —1=o0.

21. Soit 0 une racine autre que 1 de I'équation 7 — 1= o; la
somme

h=w—1

2 06"" 4/,

iy =0

s , e —TI . o e
ot w désigne le rapport pq » acquiert ¢ valeurs distinctes lors-
. N . N xrP —1
qu’on substitue a § les diverses racines de ] =0;on les ob-

tient en donnant & ¢ les valeurs o, 1, 2, ..., g_, dans ’expres-
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sion
=W -1

,om= ) e

iy =0

L’équation de degré ¢, qui a pour racines les quantités s;, est

7 ‘ xrP —1
abélienne, et elle permet de décomposer ——— en ¢ facteurs de
degré w. Les quantités s; ont été désignées sous le nom de périodes
des racines d’ordre p de l'unité. Nous désignerons par $; la

somme

i=qg—1

2: k.
Sis

=0
on a
8| = —1I.

La A¥me puissance de s; est égale a
i pird plad ixq)
> 08 (g"1 T+ g2+ . +g'xT "

le signe I s’étendant aux w* termes qu’on obtient en donnant a
chacun des nombres i,, 75, ..., ix les v valeurs 0, 1,2, ..., 0 —1.
D’aprés cela, soient w Ny le nombre de fois que la somme

o= ghd + gl + ... + gt

s'annule suivant le module p; wNj; le nombre des valeurs de &
satisfaisant & la congruence z® — g/®= o (modp), c’est-a-dire
pouvant se mettre sous la forme g/+% (mod p); on a

s{-‘ = 0Nz =+ Nzo8: = Npt Sirr4+ o o+ Niyg—1 Sieg—1s
d’out
S = qu“ -+ S(N}m -+ N]d .t N[;,,]_i).
Mais on a évidemment

Ni—+ Ngo + Ngg 4+ oo +Np g = 0515

donc
8k =(wqg +1)Np — wh~1 = pNz — w1,
en se rappelant que $; = —1.
Soit

27+ Pyz1=1 - Pyzt-2 4 ...+ Py =
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I'équation aux ¢ périodes. Les formules de Newton donnent
8k+P18j—1+PeSt—a+...+kPr=o,
si k est égal ou plus petit que ¢; et
8i+P184—1+ P8t + ...+ Pg8i_y =0,

si k est plus grand que ¢. Les premiéres déterminent les coeffi-
cients P,, Py, ..., P; en fonction de 8,, 8,, ..., 8;; les derniéres
donnent des relations entre les nombres entiers 8z, qu’on peul
exprimer en fonction des nombres r, g du numéro précédent.

22. Nous considérerons d’abord le cas de w pair.

Alors on a
Ny =T, Nz,a = Neg,—a

pour abréger, nous poserons Ny = ng; Nj est égal a Npg = 1, et
enfin on voit facilement que

N5=N30=L\)+ 2 n?.

On a, par suite

—_ — 2 — 3w —
Pi=1, P2=_(q 21)w, P, = p(no—;-l)-v—w P 36m l;

ce qui donne

I—
z:+ x+ —,i) =o
4

pour ’équation aux deux périodes; et

_p(ro+1)—w?
3

23+ x? P 3—l z =o0
pour I'équation aux trois périodes.
Le nombre r, est inconnu dans la derniére équation; mais on
a la relation
8+ P83+ Py8;,—P3;=o0;

substituant aux lettres S et P leurs valeurs en fonction des nom-
bres ng, ny, n,, il vient

3(ng+ni+n3)+4no— wi+i1=o;
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et 'on a déja
p —1I

I+nog+nyg—+ng—=w= —-——3—-

Ces deux équations suffisent pour déterminer les trois nombres r,
qui doivent étre positifs. Posons
ny—~ng=yv,
d’ou
(0 —1—ng)?+v?
nj+nj=-—-->--—"—;
2
la premiére devient
gn—2(3w—7)ng+3vi+w2—6w+5=o,
équation qui, multipliée par ¢, se met sous la forme

2792+ (Qno— 3w —+7)2 =4p.
Posons
9ny—3w—+7=1L;

les deux conditions
L=1 (mod3), a27v?+Li=/p

déterminent L et, par suite, no; n,, n; peuvent se permuter entre
eux, en changeant la racine primitive prise pour g. L’'équation
aux trois périodes devient, en faisant 3z + 1=y,

y*—3pr—pL=o.

23. Nous supposons toujours w pair. Les ¢ périodes s; sont
réelles; en effet on a

== —1

h=w-—1
§; = 06’i+(’q= 2 [eei+l'.q+0_gi+i,q],
igy=0 =0
wg
en remarquant que g£* = — 1 (modp); et la quantité entre

crochets, somme de quantités imaginaires conjuguées, est réelle.
Par suite

83> 8, >

%
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ou, en remplagant 8, par p — w et 3,4 par pN; — w?,

Wi+ (p—w) w  (p—wp

>N, >

- 7T
q qp
Mais N, est égal &
i=q—1 .
w4 2 s
i=0
donc
i=q—1
(p—w)(g—1)  (0—1)? y o (w—1)?
+ > Y ni>
Pq q .:Zo ! g
et l'on a

Zni=w—1.

Désignons par v le plus petit des nombres n;; alors la somme
des carrés des ¢ — 1 autres est égale ou supérieure a (o—1—v) ;[_T \')_;
donc

(p—oP(g—1)  (0—1)  (w—r1—v)
Pq g — g—i

-+ v,

inégalité qui peut s’écrire

(p~w}3;(q—n)z(wq—r__‘,>2

W —

et, comme v est inférieur &

V_Zm——( . (p—w)_(_q——l).
7 Vprg
Les nombres n; sont inférieurs 8 © — 1 — (¢ — 1) v, ou, en rem-
placant v par sa valeur,

w—t +(P—w)(q—l)22nizw_‘ _(p——w)_{_q——l).
? Vrq 7 Vre

Le nombre n; représente le nombre des systémes de solutions
de la congruence

g~ (x4 +y1)+1=0 (modp=qguw —+1),

our lesquels aucun des deux nombres x, ¥ n’est divisible par p.
P q Y par p



— 93 —

Lorsqu’on remplace w par les nombres pairs successifs dans 1’ex-
pression wg -1, on obtient une infinité de nombres premiers:
d’aprés les inégalités que nous venons d’établir pour tous ces
nombres premiers correspondant aux valeurs de w supérieures a
une certaine limite, la congruence

21+y7=237 (modp =gqw—+1)

admet des systémes de solutions pour lesquels aucun des nombres
z,y, zn’est divisible par p. Sile contraire avait lieu, I'impossibilité
de résoudre en nombres entiers I'équation z7 + y9= 59, impossi-
bilité annoncée par Fermat, serait démontrée, puisque l'un des
nombres z, ¥ ou 5 devrait étre divisible par une infinité de
nombres premiers. Pour ¢ égal 4 3 ou 4, la proposition que nous
venons d’établir résulte immédiatement de I’équation aux trois et
aux qualre périodes, comme I'a remarqué Libri [ Mémoire sur la
théorie des nombres (Journal de Crelle, t. 9), rappelé par le
P. Pepin (Comptes rendus, 1880, 2° semestre)].

24. Lorsque w est impair, ¢ est forcément pair. On a

Nz = 0, me = n,7

5
2 "X g &

nous poserons, pour abréger I'écriture
P ) )

z:%——l
N
Noy = ng, N; = ng, Ny=N ;=2 ning .
- 3, ~ = i
2 2 i=0 2
Par suite
81:—‘], 81-:—(1), Ss—pnq—-wﬁ,
2
d’on
2pnq-—~(m—|—1)(2w—|—1)
T z
P1=l Pz: 5 -9 P3:-— 6 .

Ainsi, pour ¢ égal & 2, on a, pour I'équation aux deux périodes,
p—1

si

est impair,

1+p
7

9

&+ x4~ =o.



La méthode que nous venons d’exposer ne suppose pas le
nombre ¢ premier; les formules s’appliquent donc au cas ou ¢ est
un nombre composé; mais alors il y a en outre des relations qui
simplifient les calculs.

25. Soit g=14. On a

$} = e —+ Ry S; ~+ Ny Sivq - NaSive + N3Sivs,

p—
4

Dans les deux cas, so -+ 3, 5y + 53 sont les deux racines de I'équa-
tion aux deux périodes

. . I . . .
€ représentant 1 ou o, suivant que — w est pair ou impaitr.

—
r:+y+ ___4_p= o.
Or
Sﬁ—ﬁ—sg = 2em+(no+n,)yo+(n,+n3)y,,
s} 4+ s2 =280 + (Ry+ ng) ¥y + (R + N3) Yo,
o s (So+3$9)2—s3 —s}  w(—2e)—(no+na+1)yo— (14 n3)yy,
082 = = ’

3 2

ainsi il sera facile de former I’équation ayant pour racines so, 3,
connaissant 7y, ny, Ng, Ng.
Des équations écrites plus haut, on déduit
§§ — 53 = (o — n)(So— 52) + (ny— n3) (51— $3),
ou
(o — na—y0)(so—82) + (~1— n3) (51— 83) = o,
de méme
(no—ny—y1) (51— $3) + (4 — n3)(s2 — s9) = o.
Eliminant entre ces deux derniéres équations s, — s, 5, — 53, il
vient
(ry —n3)t+(ng—ng—yo)(Ro—ne—y1) =0
ou
4(ny— ng)2+[2(no— n2) +1]2 = p.
Nous distinguerons maintenant les deux cas de w pair et @ im-
pair.

PreMIER cAs @ @ pair. — D’aprés le n° 20, on a les équations

[+ g -+ Ny ~+ Ny —+ N3 = W, 2Ny = Ny + ny.
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On en déduit

ng=w—1—3n,, 2(ng—np) +1=2w0—1— 8n; = a;
a est déterminé par les deux conditions
1662 + a? = p, a=—1 (mod4f);

n,, ny sont donc déterminés sans ambiguité; n,, ny peuvent se
permuter en changeant la racine primitive prise pour g. !
Les quatre périodes de I'unité sont données par I’équation

P—1+(a+1)(2+4y)
16 -

x?—vyx — o,

en remplagant y successivement par y,, y,; la condition trouvée
4(ny— n3)*+ (2n,— 21y + 1)* = p exprime que les deux équa-
tions obtenues sont équivalentes. En posant a = 4 m — 1, ’équa-
tion en x peut s’écrire

22 —yr — (b2 +m?+my)=o,

ce qui donne, pour I’équation aux quatre périodes

(22— b2 — m?)2 + (22 — b — m?)(x — m) + -I—_—P—(z'-,—m)i:o.

4

Seconp cas : w impair. — D’aprés le n° 20, on a les équations
du premier degré

Jg+ N+ Ny + Nz = w, I+ 219 = ny+ ng;
d’ou
ny = w—1— 3 ny, 20— 2Ny +1=8ny— 20 + 3;
posons
20 —3 —8ny=a;

les deux conditions
462+ a* = p, a=—1 (modj§)

déterminent complétement a, et par suite 7y, n,.
Les quatre périodes de I'unité sont données par I'équation

3Jp+1—(a—+1)(2+4)) —0

x?—yr + -
16
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ou, en posant @ = 4m —1,

. 30% 1
Tt —yxr + — i

+m(3m—2)—my =o,

y devant prendre successivement les valeurs des deux racines de
I'équation

T —
]’2 _|_)» 4 -_Z.ﬂ = 0.

V.
Des équations se ramenant aux équations binomes
par une transformation linéaire.
26. Si, dans une équation bindme, on remplace I'inconnue par
. o, . ar +b ) . . P
une fonction linéaire ——— de x, 'équation transformée or-
adr+b
donnée suivant les puissances décroissantes de x devient

m(m—i)...(m—i-+1)
120000

Agx™ 4+ ma, xm— -+, ..+ axm—t—+ .. . =o,
trois termes consécutifs de la suite a,, @,, ..., a,, satisfaisant &
une relation linéaire homogéne

Ao Qf —— A Ajy1 —— A3 Ajp9g = O}

les quantités a,, @y, ..., @n sont donc m + 1 termes consécutifs
d’une série récurrente provenant d’une fraction dont le dénomi-
nateur est du second degré.

Réciproquement, soit

i=m

m(m—i1)...(m—ig-+-1)
Z) = ; . " - qrm—1,
f(@) e 1.2...1 ®z

i=0
les quantités a,, @,, ..., an satisfaisant a la loi de récurrence
Ay QA = A Qg —+ X2 Ay = 0
on a identiquement
(M —=N) f(2) = (aN — ar) (& + N)" — (agh — a,) (r -+ X,
ket ¥ étant les deux racines de I'équation

oy =+ Ay A -1- 2y A2 =z 0,
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supposées distinctes; dans le cas ou elles sont égales, on a
f(@) = ag(z + A)yn— m(agh — ay)(z + A)m—1.

Supposons les coefficients de f(x) réels, et cherchons le nombre
des racines réelles de I'équation f(z)=o. Ces racines s’obtiennent

. \ ' . e Ny —A .
en substituant & y, dans la fonction linéaire —l'y:_—y——, les m racines

de I’équation
(1) (agh — ag)ym — (ayh — ay) =o.

1° Les racines de I'équation en X sont imaginaires. Les racines
deI'équation en y sont aussi imaginaires, et leur module est égal a1;

’

. ., MMy —2 , . , .
si, dans la quantité ly—y » ¥ étant une racine de I'équation (1),

on remplace /— 1 par —\/— 1, elle ne change pas

TN
=y’
f— <
Y

donc les m racines de I'équation f(z) = o sont réelles.
2° Les racines de ’équation en A sont réelles et inégales : la

Ny

. Ny —2X , . .
quantite =y est réelle ou imaginaire en méme temps que y.

I
L’équation f(z)=o0 a le méme nombre de racines réelles que

I’équation en y : une seule si m est impair; deux si, m étant pair,
aol — ay
ag\ — ay

Les équations du troisiéme degré et I'équation dont dépend

gl . , . agh—ay s .
est positif; aucune si, m étant pair, P L négatif.
a . -
tang —, étant donnée tang a, rentrent dans la classe précédente.

27. Désignons par $(8) = o ’équation ayant pour racines les
¢ (m)racines primitives de 'équation bindéme 2™ — 1 = 0; y, étant
une racine de équation (1), les autres seront 8y,, 62y,, ...,
871y, ... ; et les racines de I'équation f(x) = o sont données

NOky,— A

par la formule £y = —=2——> en donnant a £ les valeurs o, 1,
1— Oky,

2,...,m —1. Posons
_ N+ N — Mz +X),
Y(@) = z4+N—0(z+2) ’
XV. 7
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il vient
zy = (), xy =Y (2y)
et, en général,
ZTr+1 = Y(21);
d’ou
= $k(zo) et ym(z) =z,

quel que soit z.
ar+b

ax+b
déterminant al' — ba' étant différent de o. Identifiant avec la
forme précédente, il vient

M=% ¥ N—6) b

a .
m a 1—0 a' T—0 ;=_)\)\7

Réciproquement, soit §(z) = une fonction linéaire, le

b—a
al

=— (A 4+ )\')2

et A, X sont les deux racines de 1'équation
(2) al—(b'—a)l —b=o;

si elles sont distinctes, la valeur de 0 est déterminée et satisfait a
I'équation
(a+b)2+2(a'b—al

) =
b —ab 0+1=0.

02 4

Si les racines de cette équation sont des racines de 'unité, la
suite des fonctions z, ¢(z), ¥2(z), ..., {*(x) est terminée; en
tout cas, on a
Nok(z + 1) — Mz + )

x+ N—0k(z+ Q)

Vi (z) =
Si les racines de I’équation (2) sont égales, on ne peut satisfaire
aux trois équations (1). Effectuons la transformation

Ny —2 _ M) —2
=y YO=TE Gy

X =

d’ou .
] _(@W=0rtal=b)y—a' 2+ (V'—a)l+b
(7)) = [@N2—(b'—a)—bly —a' N+ bN—ak+b

Prenant pour X' la valeur de la racine double de I'équation

ar—(0'—a)l—b=o,
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il vient
sa , ) 2ka’ ,
1=y + o=V, ) =r+ oy =),

etl'on en déduit

(a——b'+a+b).z'+ 2b
m

_a+b’> ’
m

V(@) =

20'x — (a —b'

28. Si ’on se donne les deux premiers coefficients a,, @, de la
fonction f(z) dun® 26, et les trois coefficients a,, @, @, de la rela-
tion ay@; + oy @iy + %2 @iy 2 = O, tous les autres coefficients de la
fonction f(z) sont déterminés. Nous supposerons les trois nombres
« entlers et les deux quantités a,, @, quelconques, a, étant toute-
fois diffévent de 0. D’aprés ce qui précéde, les m racines de 1'équa-
tion f(x) = o sont représentées par x, ¢(z), ..., ¥ ' (z), =
étant l'une d’elles, et 4(x) la fonction linéaire

(M8 — X))o — I (1—0)
(—0)z —(A6—21) ’

ol ., N sont les deux racines supposées distinctes de I’équation
dg+4 oy A+ ayA2 =0, et O une racine primitive de I'équation
6 —1=0.0na

NO—)X a4z A —X  y—3
1—0 e 1—0 7 20,

3 étant définie par I'équation
9 2
& = (af — 410’12)<l—i(‘)) H

d’ou, en posant al — fa,a, = A,

0 — Z_Z_‘/_X

s+ VA
Si 'on remplace 9 par sa valeur en fonction de z dans I’équation
de degré ¢(m) donnant les racines primitives de §”—1=o0, on
obtient une équation a coefficients entiers et n’ayant que des termes
de degré pair en z. Cette équation est irréductible ou se décom-

Lo(m). .
pose en deux autres de degre‘ﬁ;—‘ irréductibles; car,enremplacant
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52 . , . ., .
5 Ppar y? ou y, on obtient une équation irréductible (20). Il est

facile de voir quand elle peut se ‘décomposer pour m égal & un
nombre premier p ou au double d’un nombre premier. D’aprés
une formule de Gauss (Serrer, Algébre supérieure),

—1
TP —1 -

r
4 =Y (=11) ? pZ2

r —1

ainsi I'équation en z prend la forme Y2+ pAZ2 = o, si m est égal

a p ou 2p, p étant un nombre premier congrua — 1 (mod 4), Y et

Z étant des fonctions entiérés de 3; etlaforme Y2 — pZ2 =o0,si m

est égal 4 p ou 2p, p étant premier et congru i 1(mod 4). Donc,

si m est égal & p ou 2p, p étant premier et de la forme 4q + 3,
p—

I N
» & coeffi-

I'équation en 5 se raméne a deux autres de degré

cients entiers pour les valeurs de A égales 3 — pa?; 1'équation en
z est irréductible dans tout autre cas pour m premier ou égal au
double d’'un nombre premier.

Soient

- 14 00 . + 0/
=AY —yie), 5 =VE Y~y

quel que soit le nombre entier Z, y;(2) est une fonction rationnelle
de z; mais, sile nombre i est premier avec m, z peut réciproque-
ment s’exprimer en fonction rationnelle de z;. Les entiers i et j
étant tous deux premiers avec m, on a

(174
Lxi(3) = VA L = i (2);

les fonctions 7;, y; sont donc échangeables entre elles, conformé-
ment a ce qui a été démontré au n° 18.

29. Cherchons dans quel cas les coefficients de la fonction 4 ()
sont des nombres entiers, et par suite I'équation f(z)=o0, abé-

lienne. On a
(a—3)x — 209
20,7 — (&) + 3)’

$(z) =

dans tous les cas, les coefficients des diverses fonctions ¢ (z),
$2(z),...,$™ () sont des fonctions rationnelles de =; et, d’aprés
ce qui a été dit plus haut, ’équation en s ne peut sc ramener i
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une équation du premier degré que dans les cas'de m égal a 2, 3,
4 ou 6.
Soit d’abord m égal 4 6. L’équation en § est 82— 6§ 41 =o; I'é-
z—vyA
s+ VA

quation en 5 qu’on obtient en substituant a § la fonction

est 32+ 3A = o; posons

A =a} — 422, = — 3al.
d’ou
2y = 2} +3a2
422

On peut prendre pour «, et @ des nombres entiers quelconques
de méme parité, pour o, un diviseur quelconque du nombre entier
o} + 3a?

4
avoir de diviseur commun; 5 est égal & =3a, o, ;=3 est un
nombre pair et la fonction ¢ (x) devient

; o est alors déterminé; toutefois 2y, a,, a, ne doivent pas

1‘—3a
2

ay-+3a’
AT — ————

x — a,

2

, . , . a? —ga?
son déterminant est égal 4 — ‘—,L— —+ agay = 3a2.
4

Soit m = 3. L’équation en 0 est 82+ 0§ 4 1 = o, I'équation en
%, 352+ A =o0; posons encore A=—3a*>=a} — fa,%,; d'ou
a? — 3a?

4
demment; z est égal & &= a; a, I= @ est un nombre pair et la fonc-
tion ¢(z) devient

oo Ug == ; a, ay, ay, 4y peuvent étre choisis comme précé-

Ay —
Zr — &
5
uy+a
Ay X —
2
a} — a?

son déterminant est égal & — 4 agag = a?; si a? est égal

4
a 1, lesracines de I'équation f(z) = o se développent en fractions

continues terminées par les mémes quotients (Serrer, Algébre
supéricure). L'équation aux trois périodes rentre dans ce cas; l¢
nombre que nous désignens ici par @ correspond au nombre que
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nous avons appelé v au n° 22 et qui est défini par I'équation
27v:+ L2 = 4p.

Soit m = 4. L’équation en O est 62+ 1 = o, I'’équation en z,
a? + a2
L=
On peut prendre pour a,, @ des nombres pairs quelconques, pour

32+ A =o0;posons A= a} — faya, = — a?,d'ou ¢gos =

a

2 g2

. . . o T .

a5 un diviseur du nombre entier ~——, tel que a,, @, o, n’aient
4

pas de diviseur commun. z est égal & == @; a, &= @ est un nombre
pair et la fonction ¢(z) devient

‘ . [ y a?
Le déterminant de ¢(x) est égal 4 —; comme dans le cas de
m = 6, ce déterminant ne peut jamais devenir égal & == 1, puisque
.. a? .
a et par suite Y sont des nombres pairs.

Soit enfin m = 2; considérons le cas o I'équation proposée
Dz2+ Ex+ F = o a ses coefficients entiers. On peut satisfaire a
la relation a4 D + o, E 4+ 2, F = 0 d’une infinité de maniéres, en
prenant pour les « des nombres entiers; il en résulte

AT — %y
_—
AUy Tg ~— g

Zy, z; étantles deux racines de I'équation. Elles se développeront
en fractions continues terminées par les mémes quotients sil’on
peut satisfaire a l4 condition a} — oy, = =1, ou par P’élimina-
tion de a,,

Da} +ayaE + a3 ==+=D,

.. a2 =
avec la condition -

1 . .y . .
—— = entier. Cette derniére équation est tou-
2

jours possible lorsque D ou F est égal & ==1; a2, — o, cst une
unité complexe lorsque D == 1.

30. Lorsque les racines d’une équation irréductible sont reliées
par une équation linéaire azzs+ bz, + czs+ d = o, ou plus
généralement lorsque les racines d’une équation /(z) = o, de degré
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m . . )
m, peuvent se partager en —lI groupes de |+ racines, lesracines d'un

groupe pouvant étre représentées par z, §(z)...01(x), z étant
I'une d’elles, 8 une fonction rationnelle et linéaire, §%(x) étant iden-
tiquement égale & z, on peut, par une transformation linéaire, ra-
mener 'équation & la forme I'(y#) = o, F désignant une fonction
entiére. Ainsi, dans le cas ou la relation est

azze+ b(21+ 23) +c = o,

on peut ramener I'équation & la forme F(y?)=o0. Si a n’est pas

nul, on simplifie les calculs en ramenant I’équation a étre réci-
proque par une substitution linéaire et enti¢re, £ = at+ 3; puis

il suffit de remplacer ¢ par j: i: pour avoir une équation paire.
Soit I’équation du quatriéme degré

flx)y=2"*+6g22+ 4rz+s=o.
On a, pour déterminer « et {3, les équations

d 2 m 2 — 2_6fl(p)
(6 (BR—FOU" B =0, 2=

ou

o T2 g 398 T =g =0 2=¢(B).

Etl'onvoitimmédiatement que, siles coefficients de f(z) sontréels,
il y a deux valeurs réelles et positives pour 22 si les trois racines
de I'équation ¢(f) = o sont réelles, et unc valeur réelle ct posi-
tive pour 22 si 9(f3) = o a dcux racines imaginaires.



