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Remarque sur les groupes linéaires d^ordre Jini à trois
variables', par M. E. PICAIID.

(Séance du 20 avril 1887.)

Considérons d'abord un groupe linéaire G d^ordre fini à deux
variables, dont une substitution quelconque sera représentée par

(.y, y, a.z-4- Py,Y^+^).

On peut remarquer qu^il existe une forme quadratique binaire
a indéterminées conjuguées

(i ) A^o + Bx^o -4- Bo^oY -^ Gjyo

(A et G étant réels, B et Bo ainsi que x^ x^ et y, j-o étant respecti-
vement des imaginaires conjuguées), qui se transforme en elle-
même qaand on effectue sur x et y les substitutions du groupe G ;
on effectae bien entendu, sur x^ et yoî ^ substitution

(^0,J'0, 3(0^0 -î- ?o70î YO^O + SoJ"o)î

dont les coefficients sont respectivement conjugués de ceux de la
première.
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Tous les groupes linéaires d'ordre fini à deux variables pouvant

être obtenus en particularisant les constantes qui figurent dans
Inéquation linéaire du second ordre de la série hypergéométrique,
cette remarque n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus gé-
néral que j'ai indiqué autrefois (Annales de V École Normale,
i885) sur le groupe hypergéométrique, et que je prends la liberté
de rappeler. Désignant par

,,^
f î^i-1 ( u — i )^-1 ( u — a-)>-1 du ( g, h == o. r , x, x> )

*' §

l'intégrale bien connue dans cette théorie; le groupe de l'équation
linéaire correspondante peut être obtenu à l'aide des deux substi-
tutions fondamentales

j . ^-2(À4-/->i)W ^ jp ̂  (g2(X-4-^TO__ QÎ\V.i^Y

Y (g—2(>.-4-<t>l)7^/—.^—2^7I/^^•-^-.y y ç2(\+-Ô.^'Kiy

et ces substitutions transforment en elle-même la forme (i), en
posant

/^27tA,/__iV^27l(^4-&J/__jj I _ _ g S T t A ï f
== (e^l^i— [)(e27ia-+-Ai)f— t\ï = eW^h^l_ ( ? == l •

On est conduit tout naturellement à se demander si la remarque
qui vient d'être faite pour les groupes linéaires d'ordre fini à deux
variables peut s'étendre aux groupes d'ordre fini à trois variables.
[1 en est effectivement ainsi, et il va suffire de prendre les divers
types de groupes d'ordre fini à trois variables pour vérifier qu^7
existe une forme quadratique ternaire à indéterminées con-
juguées y qui se transforme en elle-même quand on effectue
sur les variables les substitutions d'un groupe d9 ordre fini.

L'énoncé précédent souffre une exception pour un seul type
de groupe dans lequel se présente une circonstance plus simple
encore.

La découverte de tous les groupes d'ordre fini à trois variables
est due, comme on sait, à M. Jordan (C relie, t. 84, et Mémoires
couronnés par l1 Académie de Naples y t. XX).

Dans le premier type, toutes les substitutions sont de la forme

! v. y -; -/./•-{- ^r a'.r " y y y-3 |;
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les coefficients y étant des racines de l'unité, et les coefficients a,
j3, a', (^, tels que les substitutions à deux variables

| x y aa-4- Ry a! x -r- ^y \

forment un groupe d'ordre fini. On aura évidemment ici une
forme et même une infinité jouissant de la propriété indiquée.

Pour les groupes du deuxième ou du troisième type, dont les
substitutions sont toutes de la forme

| x y z ax by cz \,

| x y z a'y b' z e x |,

| x y z a" y b"x c" z |,

où les a, è, c sont des racines de l'unité, la forme

xxQ-^-yyQ-^- zz^

satisfera évidemment à la question.
Pour le quatrième type, le théorème cesse d'être exact; mais

on a alors une forme quadratique ternaire ordinaire que repro-
duisent, à un facteur près, les substitutions du groupe. Celui-ci
dérive de la combinaison des substitutions

I x y z \x \y \ z \.

| x y z -zx ï-\y z |,

[ x y z y x z |,

x ax -}- ( i — a)y -h ia{\—a)z
y ( i — a ) x - ^ - a y — i a ( i — a ) z
z x — y -{-(î—ia)z

OU

-^ =: l , l -r-a(T +T-1— 2) = 0

et ). désignant une racine de l'unité; on vérifie aisément que la
forme quadratique

z'2 —^xy

se reproduit, à un facteur près, par les substitutions précédentes.
Passons au cinquième tjpe. Ce groupe est dérivé de la combi-
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naison des substitutions

1 x y
\ x y

1 x y
\ x y

'/.x \y \z [ ,

x 6y 63 |,

y z x |,
'y'2' yj^y ^^

x r^a^x^- y -r- 6|

y r2a(;y-h 6y 4- z
Z ^2^(^_4-Q2y^_ Q2^)

où Fon a

A S P ^ I ,

03 = I a3
3(1-1

r3 == AJA (p quelconque, mais entier), (JL == o, i, 2,

9, j\ r et \ ayant des modules égaux à Punité, et aa^ étant égal
à ^. On voit sans peine que toutes ces substitutions transforment
en elle-même

^Q-^-yyQ-^-zzQ.

Il n*y a rien à ajouter pour les groupes du sixième et du septième
type, pour lesquels le même fait se vérifie de suite.

Il nous reste à examiner le huitième type. Le groupe dérive de
la combinaison des substitutions

| x y z A x \y À z |,

| x y z -:x ^y ^z |,

x y y
x a x -(- cy — b z

y ex -r- by — a z ,

z b x -r- a, y -r- c z

où r7 = i , et a, é, c sont définis par le système linéaire

a -+- b -r- c = — i,
a -+- bi + cï3 == o,

^T3 4- ^T2 -+- C =0,

et \ désignant toujours une racine de Fumté.
C^est encore la forme xxo -\-yyQ 4- ̂ o qui répond à la question :

il suffit de ïa vérifier pour Ifi dernière substitution : c^est ce qui
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se fera tout de suite, en remarquant que a, 6, c sont réels, et que

a2 4- /^2 -+- c2 = i,
ab -+- bc -+- ça = o,

la seconde égalité se démontrant de suite, en remplaçant a, 6, c
par des quantités proportionnelles tirées des deux dernières équa-
tions.

Le théorème énoncé se trouve ainsi démontré.


