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Remarque sur les groupes linéaires d'ordre fini a trois
variables; par M. E. Prcarp.

(Séance du 20 avril 1887.)

Considérons d’abord un groupe linéaire G d’ordre fini & deux
variables, dont une substitution quelconque sera représentée par
(2, y, 2z + By, Yo + Sy).

On peut remarquer qu’il existe une forme quadratique binaire
& indéterminées conjuguées
(0 Axxy+ Bxyo+ Bozoy -+ Cyyo
(A et C élant réels, B et B, ainsi que z, 2, et 3, y, étant respecti-
vemenl des imaginaires conjuguées), qui se transforme en clle-

méme quand on effectue sur z et y les substitutions du groupe G;
on effectue bien entendu, sur 2, et y,, la substitution

(x0y Yoy %020 + BoYos (oZo + So)0),

dont les coefficients sont respectivement conjugués de ccux de la
premiére.
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Tous les groupes linéaires d’ordre fini & deux variables pouvant
étre obtenus en particularisant les constantes qui figurent dans
Iéquation linéaire du second ordre de la série hypergéométrique,
cette remarque n’est qu'un cas particulier d’un théoréme plus gé-
néral que j’ai indiqué autrefois (Annales de I’Ecole Normale,

1883) sur le groupe hypergéométrique, et que je prends la liberté
de rappeler. Désignant par

3 N
f wht(u—1)bs (v — ) -tdue (g, h=o0.1, x,»)

Jg

P'intégrale bien connue dans cette théoric; le groupe de I'équation
linéaire correspondante peut &tre obtenu & 'aide des deux substi-
tutions fondamentales

r e—20+b)me ‘ ‘ £ &+ (e20+bITi — g2hTi) ¥

¥ (e—20h+b)Ti eni)g 4y ¥ errbimiy

et ces substitutions transforment en elle-méme la forme (1), en
posant

(e2mbii — 1) (e2mO+b)i 1) B I — e2Tbyi
= (exmhil — 1) (e2n0+b)— 1)’ T emrb)i ¢’

C=r1.

On est conduit tout naturellement 4 se demander si la remarque
qui vient d’étre faite pour les groupes linéaires d’ordre fini 2 deux
variables peut s’étendre aux groupes d’ordre fini a trois variables.
Il en est effectivement ainsi, et il ‘va suffire de prendre les divers
types de groupes d’ordre fini a trois variables pour vérifier qu’il
existe une forme quaddratique ternaire & indéterminées con-
Juguées, qui se transforme en -elle-méme quand on effectue
sur les variables les substitutions d’un groupe d’ordre fini.

L’énoncé précédent souffre une exception pour un seul type
de groupe dans lequel se présente une circonstance plus simple
encore.

La découverte de tous les groupes d’ordre fini & trois variables
est due, comme on sait, a M. Jordan (Crelle, t. 8%, et Mémoires
couronnés par I’ Académic de Naples, 1. XX).

Dans le premier type, toutes les substitutions sont de la forme

P v 3 2r+4 38y 2e+-8'y% ys|s
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les coefficients y étant des racines de 'unité, et les coefficients «,
B, o, B/, tels que les substitutions a deux variables

|z y ax+By dax+8y|

forment un groupe d’ordre fini. On aura évidemment ici une
forme et méme une infinité jouissant de la propriété indiquée.

Pour les groupes du deuzxiéme ou du troisiéme type, dont les
substitutions sont toutes de la forme

|z ¥y 3 ax by cz |,
Loy
|z » 5 a"y bx 'z |

ay bz cdz|,

&

ou les a, &, ¢ sont des racines de 1'unité, la forme
XTy 4+ YYo -+ 33y

satisfera évidemment a la question.

Pour le quatriéme type, le théoréme cesse d’étre exact; mais
on a alors une forme quadratique ternaire ordinaire que repro-
duisent, a un facteur preés, les substitutions du groupe. Celui-ci
dérive de la combinaison des substitutions

lz ¥y 3 Aa Ay As |,
e ¥y 5 2 =ly 3 |,
|z v 5 v = 3z |,
z ar—+(1—a)y +2a(1—a)z
‘_y (l—a)x+ay—2a(l—:a)z ,

z r—y +(—2a)sz

W=, I+a(t+71—2)=0

et ). désignant une racine de l'unité; on vérifie aisément que la
forme quadratique

3t —Sxy

se reproduit, & un facteur prés, par les substifutions précédentes.
Passons au cinquiéme type. Ce groupe est dérivé de la combi-



naison des substitutions

|z ¥y 5 2z Ay Az |,
lx ¥y s =« 8y 02|,
lz ¥y 2y 5 x|,
|l ¥y 5 rjz rjb2y rjz |,

z rta(z—+ y + 02
y rta(z+ 0y + sz |,
z rta(x-+02y + 023)
oul'on a
T
30—’

ne =1, r3 =M (p quelconque, mais entier), w=o, I, 2,

0321, j3:6, a’

0,7, r et X ayant des modules égaux a 'unité, et aa, étant égal
a 3. On voit sans peine que toutes ces substitutions transforment
en elle-méme

X -+ ¥Yo + 530-

Iln’y arien & ajouter pour les groupes du siziéme et du septiéme
type, pour lesquels le méme fait se vérifie de suite.

Il nous reste a examiner le huitiéme type. Le groupe dérive de
la combinaison des substitutions

|z ¥ 5 hx Ay ks |,
|z ¥ 3 =& <ty =4z,
Iz y y & =zl

r ar—+cy—+bs

(3]

cx +by-+asz |,

<

5 bxr—+ay+cs3
ou r’ =1, et a, b, ¢ sont définis par le systéme linéaire

a+ b + ¢ =—1,
a—+ bt 4+ c3=o,
aw3+ b2+ ¢ =o,

et A désignant toujours une racine de l'unité.
Clest encore la forme zz,—+ yy4 + 35, quirépond a la question :
il suffit de la vérifier pour la derniére substitution : c’est ce qui
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se fera tout de suite, en remarquant que «, b, ¢ sont réels, et que

a? 4+ 12+ ¢ =1,

ab + bc +ca =o,

la seconde égalité se démontrant de suite, en remplacant a, b, ¢
par des quantités proportionnelles tirées des deux derniéres équa-
tions. 4

Le théoréme énoncé se trouve ainsi démontré.



