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Questions de probabilités; par M. CAMILLE JORDAN.
(Séance du 28 mai 1875)

PROBLÈME. -- Une droite de longueur l est partagée en m segments. Quelle
est la probabilité pour que n d'entre eux soient d'une longueur plus grande
quune quantité donnée a?

Cherchons d'abord la probabilité X, pour qae les n premiers segments
soient > a.

Elle sera évidemment nulle si na>l. Supposons au contraire na</, cl
considérons un mode quelconque de section de la droite satisfaisant à la con-
dition cherchée. Soient a+a,, ...,a+a,, &,c, ..., les m segments. A ce
mode de section on pourra faire correspondre le suivant na -+- oq, a,, ..., a ,
b, c, ..., où le premier segment est >na et les autres quelconques/ On
pourra donc, sans altérer la probabilité cherchée, remplacer la condition à
satisfaire par celle que le premier segment soit >na. Cette dernière con-
dition suppose que chacun des m—i points de section se trouve dans la
portion de la droite de longueur l—na située vers son extrémité. La proha-

bilité de cet événement sera ̂ na pour chacun de ces points et la pro-

babilité composée sera X,= ̂ -^y"~1. ^ous répétons, comme on le
voit, le raisonnement de M. Halphen.

Cherchons maintenant la probabilité C^ pour que n segments, fixés
d'avance par une personne étrangère à Finsu de celui qui fait la section,
soient tous >a.

11 est clair que la probabilité sera la même et égale à X^ quels
que soient les segments choisis. Or ils peuvent avoir été choisis de
m(m—l)...(m—n-+-l)
————j—^—^———— manières différentes. On aura donc C^=0,

s. ̂ >^^^-ij••,^-K+^(^-t, ,„<,

Cela posé, il résulte des formules générales que nous avons données dans
les Comptes rendus (9 décembre 1867), que la probabilité Br pour que r
segments au moins soient >a est donnée par la formule

B — C ^ r , ^y+^p . r(r+\)...m -B,_C.-^^,+-^-C^.^...±^^^^^^^C.,
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et que la probabilité Ar pour qu'on ajuster segments satisfaisant a ces
conditions sera

x —R R —r L±J'r . (r-M)(r4-2)pAr — s5r — "/.-n — L^ — —.——t'r-H -r ———T-o———^r+ï— • • • •

PROBLÈME. — Trouver la probabilité pour que quatre points pris au hasard
sur une sphère forment un quadrilatère sphe'rique convexe.

Soient A B, C trois de ces points. Les arcs de grand cercle qui les joignent
deux à deux découpent la sphère en huit triangles. Si l'on associe ensemble
les triangles qui ne se touchent que pir un sommet, on aura deux régions
formées chacune de quatre triangles, et qui seront symétriques l'une de
l'autre par rapport au centre de la sphère.

Cela posé, soit D le quatrième point donné. On voit immédiatement que
le quadrilatère ABCD sera convexe ou non, suivant que D sera contenu dans
l'une ou l'autre région. Donc la probabilité pour qu'il soit convexe est égale

1
à ^» quelle que soit la position des points A, B, C.

PnoDLÈME. — On prend au hasard trois points A, B, G dans l'intérieur
d'une courbe fermée K possédant un centre 0. Quelle est 11 probabilité pour
que 0 tombe dans l'intérieur du triangle ABC?

Soit m un nombre très-grand. Par le point 0 nous mènerons m diamètres
choisis de manière à diviser l'aire intérieure en 2w secteurs élémentaires
équivalents. Numérotons-les dans l'ordre où les rencontre un observateur
tournant autour du point 0, et considérons comme premier secteur celui
qui contient le point A. Supposons que le point B soit dans le n-{- [ièmc sec-
teur. On peut admettre que ?i<$m. En effet, si l'on avait n>'m, il suffirait
de changer le sens de la numérotation; le point B se trouverait alors dans
le n' 4- r^ secteur, n' étant égal à 2m — n et par suite <m.

D'ailleurs la probabilité pour que B tombe dans le premier secteur ou
dans le îïi-h-l^"1" peut être négligée comme infiniment petite. Nous ad-
niclirons donc que n peut prendre seulement les valeurs de 1 à m•— i. Mais
toutes ces valeurs sont également probables, les secteurs correspondants
dans lesquels B peut tomber étant équivalents. La chance que B tombe dans

1le n-i-l111'""* secteur sera donc ——.•

Cela posé, pour que le point 0 tombe dans l'intérieur du triangle ABC, il
faut et il suffit que C soit dans le secteur formé par lai courbe et les prolon-
gements OA', OB' des rayons vecteurs OA, OB. Soient s Faire de ce secteur,
S celle de la courbe entière; la probabilité pour que 0 tombe dans le

triangle ABC sera ç. Mais soit a l'aire d'un secteur élémentaire; on aura

S === 2ma. D'autre part, en vertu de la symétrie de la courbe, le secteur com-
i 17
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pris entre les rayons OA' et OB' sera égal au secteur compris entre les rayons
OA et OB; ce dernier-contient une portion du premier et du n-+- i101"® sec-
teur élémentaire et la totalité des n—1 secteurs intermédiaires; son aire
s est donc sensiblement égale à na.

Donc la chance pour que B tombe dans le n-^-l^6 secteur et que ABC
contienne 0 dans son intérieur sera sensiblement égale à la probabilité

composée _. ̂ —= çj—i—^j-r- Faisons la somme de ces probabi-
lités élémentaires pour toutes les valeurs de n, de 1 ù m—i; on aura,
pour la probabilité totale que ABC contient 0,

^-=T^+•••+(m-^=iî•


