BULLETIN DELA S. M. F.

DE PRESLE

Développement en produit des fonctions ® et H de
Jacobi et recherche des valeurs de ces fonctions quand
les périodes sont divisées par un nombre entier

Bulletin de la S. M. F., tome 15 (1887), p. 216-222
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1887__15_ 216_1>

© Bulletin de la S. M. E., 1887, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1887__15__216_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 216 —

Développement en produit des fonctions © et H de Jacobi et
recherche des valeurs de ces fonctions quand les périodes
sont divisées par un nombre entier; par M. pE PresLE.

(Séance du 16 novembre 1887.)

I. — Développement en produit des fonctions 6 et H.

Laméthode que nousallons employerest celle de M. Weierstrass
pour le développement en produit des fonctions holomorphes,
modifiée en ce sens, qu’au lieu de ranger les zéros par ordre de
modules croissants, nous les classerons par ordre de valeurs crois-
santes de 'un des paramétres qui les déterminent, l'autre étant
supposé constant; et que, ensuite, nous disposerons par ordre de
valeurs croissantes du second parameétre les fonctions ainsi obte-
nues. Nous ne développerons de cetle maniére que la fonction
®,(x), et nous déduirons de ce développement celui des autres
fonctions. Toutefois, la méme méthode s’applique aux quatre
fonctions de Jacobi, et de chacun des développements on peut dé-
duire tous les autres.

Nous désignerons par K et K’ les intégrales

! dx ! dz
[ \/(I—-'.Zd)(l—-liz.’l'i)’ [ \/(l——.z")(l——/c’ixi)’

k et k' étant le module ordinaire et le module complémentaire de

'intégrale elliptique de premiére espéce; nous désignerons par ¢
TR

la quantité ¢ ¥

1. Développement de 8, (x). — Considérons la somme double :

4w o

1
2,,2"1 &—(2m+1NK—(2n+1)K'?’
-— -
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si, dans la premiére somme, on groupe les termes par valeurs
égales et de signe contraire du paramétre 2m 1, n étant supposé
constant, on obtient des fonctions de n; et si, pour obtenir la se-
conde somme, on groupe ces fonctions par valeurs égales et de
signe contraire de 27 + 1, on obtient une série convergente, dont
les termes sont des dérivées logarithmiques.

On a, en effet,

+o

1
2,,, [z —(2n +1)K'i]] — (2m +)K

—®

lzﬂ[x—(mn+l)K'i] . I
2K 2K 2,,, (2m+1)n2  w[z—(2n+1)K'(]?
0 — iK

__ = mlr—(2n+nK'{]
==K 8 2K ’

On a, d’autre part,

“+o K"
_ ™ tangﬂ[av(zn+l) 7]

2K n 2K

. TTr T
2 81N —— COS —~
2

_ 14 i K 2K
T 2K 2(n+1)nK'¢ Y
= o 2K T

2K ! 2K

@
_ g Sinﬂxz 1
— 2K K » cos(2n+l)ﬂK'i+cosnz"
! K K
série convergente; le dernier membre peut s’écrire

e '
E D log [cos (2n+1)nK z+ cosmv’l.
n o

K K

Cela posé, on reconnaitra, comme dans la démonstration du
théoréme de M. Weierstrass relatif a la décomposition des fonc-
tions holomorphes en facteurs primaires (*), qu’en désignant par
G () une fonction holomorphe, on a

8',(.1')_*_1!_ sin T2 ", 1
6, (x) K K (2n+1)nK's Tz

K -+ COos K

= G(=),

o " cos

(') Voir lc Cours de M. Hermite, profess¢ a la Faculté des Sciences, 3¢ édition,
page 78.
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les zéros de ©, (z) étant de la forme

(2m +1)K -+ (on+1)K'(;
d’ou
T T N
Dlog6(z) = G(x)— = sin — - .
§61(2) (@) K K » (2n+1)rK'e wr
0 cos —— —~ 4~ 0S8

—- COS ——

K ‘

Intégrons, déterminons les constantes d’intégration par la va-
leur o de z, et passons des logarithmes aux quantités

e (on+17wK't Tr
| I S
6,(x):6,(0)e‘° T 5
I I,l (2n +1)wK'7

1+ Ccos ~
0 K
mais on a

s(t),n +1nK'¢ . qQn+1) L g—Qn+1) .

co K = > ’
donc
‘/;x(;’.r dx ©
0, (x) = _fL(_(_)_)i__ H [, + 2g2111 cos Ff(f . q2(2n+1)] ,
]:[ (1 -+ q21L+1)2 o "
-

0
et, en désignant par I(x) une autre fonction holomorphe de x,

hd i\ [ T
8,(z)= e'mH (I 4+ qintie K (l +qintte —K—l),
A

Considérons 0, (x) et le second membre de I'équation précé-
dente divisé par le facteur e'™; si 'on augmente z de K, ces quan-
tités sont égales et de signe contraire; si 'on augmente x de K'7,
ces quantités sont multipliées par un méme facteur exponentiel;
donc '™ et, par suite, I(x) admet les périodes K et K'z, et se ré-
duit a une constante, puisqu’elle est holomorphe; on peut donc
écrire, P élant une constante,

i\

= ( m i)
e‘(_’-‘)zpl l ([+72n+le [} )<I_j_q2ll+l() K/,
n
0

2. Développement de H (x). — Dans I'équation précédente,
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augmentons z de K'7, on a
, _mui
Ui(z)=2yqP cos——l I l—w—qi("*'“e i 1+ gin+De” K ||

4. Développements de ©(zx), H(z). — Dans les deux der-
niéres équations, augmentons z de K, nous aurons

T xi T i
8 (z)= Pl_I <I—q2'““e K )<l—q2”+‘e T>’

i Tri
H (.Z‘) — ‘7\/9 P sm jaded) I I [I _ qz(n+1)eT] [, — qz(n—o-l)e——l{—] .
On a

b= l__[ [l - q2(u+1)J_
n
0

II. — Recherche des valeurs des fonctions 6 et H quand les périodes
sont divisées par un nombre entier.

Nous nous servirons des relations que nous avons établies dans
la premiére partie de ce travail avant d’arriver au développement
en facteurs. Pour cette raison, nous allons étudier la division des
périodes dans @, (x), et nous déduirons des résultats obtenus la
division des périodes dans les autres fonctions. Toutefois, si I'on
cherche pour les autres fonctions de Jacobi les relations ana-
logues a celles que nous avons exposées pour la fonction 0, (z),
on peut leur appliquer la méme méthode pour la division des pé-
riodes, et des résultats obtenus pour chacune de ces fonctions
déduire les formules qui concernent toutes les autres.

Nous désignerons par 2p —+1 et 2p les nombres impair et pair
servant de diviseurs aux périodes.

1. Division DEs PERIODES DANS O, (z).
1° Premicre période.

Division par un nombre impair. — Considérons la somme
double

+ow Ao

Z:nzw,,,m_(zl)l+l)Kl )

ap i —(2n+1)K'¢
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Remarquons qu'un nombre impair quelconque peut se mettre
sous la forme (2s +1)(2p+1)+ 2r, s variant de — o0 & +©
et r de — p a + p; la somme précédente peut s’écrire

—too

2 2,2 [< — 7K —

—p —® —w 2P_i_l>—('zn+1)K’ij|—(zs+1)K

donc

91(0,—1(-—-1 K'l> +p
2p +1 o

l(ac+—”—K—,K,K'i).
2p 1

e 2rK "
[1 e (2o %K)
r ot \2p 41
~-p
2° Division par un nombre pair. — Considérons la somme
double
o 4o
1
_2.," _2,"‘ z— 2m DK —(2n+1)K'C

2p

Remarquons qu'un nombre impair quelconque peut se mettre
sous la forme (25 +1)2p +2r—1, s variant de — o0 a 4w et r
de — (p—1) a + p; la somme précédente peut s’écrire

+p +w
_(,,2_,, _Em" _2,, [< “;;'K) —(2:c+1)K’i] —(-).s+.)KF:

donc

(7‘,—, l\'l,\)

61<o,—25]), K’l> +p or—1 N
=— ||_»e,(z+ Y K,K,m).

r
e.(""“K, K, K’i) =(p=1
r 2p
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20 Seconde période.

° Division par un nombre impair. — Considérons la somme
2n+1)K'i
E tangw | z — Lr+ KT
2P+ 1
2K

Nous aurons, en remplagant 2 241 par (25 +1)(2p+1)+ 27,

+p +w [(.1: )rK'i>—(2s+l)K’i] .

B0 D

donc
e| <x$ K’ K >
2p + 1
9‘(0’1(’%) g 2rK'i \
T o (arKi LI o (= 5755 0 x0)
] e.(”‘ ';K,K’i) -
r 2p +1
2° Division par un nombre pair. — Considérons la somme
v 1t[x__ (2n :.;;)K'i]
— iR 2, 8 2K '

Nous aurons, en remplagant 27 + 1 par (25 +1)2p+ 2r —1,

EZlK’i) —(2s+l)K’i]

B (O~
—K 2, X, K

—(p—1) —w
donc
Gl(z,K,Kl)
K'¢
ei<01 K)E) +p R 2I‘—IK,. KK R
= "p II,- 1 Z‘+——2P L, K, z).
o (22 lK’i,K,K’i) ~(p=1

,
—(p—1)
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2. Division vEs périones nans H, (r).

Dans les valeurs obtenues par ®,(z) augmentons x respective-

-y . . K'¢ .
ment de K'Z, K'7, K’¢, (2—1);‘_‘—)%, nous obtiendrons

]I,(m, K ,K'i>, H,(]‘,E;K'i). H,(z,K, K'e >, H,(:r,K,Il_‘).
2p +1 2p 2p 41 2p

3-%. Division pes piriopes vans O(z), H(z).

Dans les valeurs de ©,(x) et H,(x), augmentons z respective-

ment de K, (—Ep—;;[—)lﬁy K, K; nous obtiendrons

6<.z',-—K—~,K’i>, 8(&:,3;[\'7), 9<m,K, K ), 9<z,K,-I-(—-V)»
2P+ 1 2p 2p + 1 20

H( 2, K ,K'i), H<.T,——K—,K’i>, H(x,K, K¢ > H<m,K,]—‘—‘).
Tap 1 ap \ 20 41 2p

Nous avons cru ne devoir qu’indiquer le moyen d’obtenir les
valeurs de H,, ®, H, afin d’éviter un trop long développement, les
calculs n’offrant d’ailleurs aucune difficalté. On trouvera les ex-
pressions des fonctions © et H, quand les périodes sont divisées

par des nombres entiers, dans le 7'raité des fonctions elliptiques
de Briot et Bouquet (p. 540 et suiv.).



