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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Le lieu des péles d’un plan fixe par rapport aux coniques
tracées sur une surface de Steiner est une autre surface de
Steiner; par M. G. Koknies, maitre de conférences a I’Ecole
Normale supérieure.

(Séance du 5 novembre 1887).

1. Les coordonnées homogénes z, y, 5, t d’'an point d’une
surface de Steiner sont, comme on sait, proportionnelles a des
formes quadratiques de trois variables indépendantes,

pr = 9§, %) = anft+2apnt+...,
oy =¥, 0= by 82+ 2byant+...,
pz = y(&n, L) =cufl+2cianf +...,
pt =w(tn, ) =ey b2+ 2e1amf +....

(1

La section de la surface par le plan
(2) Az +By+ Cz+Et=o0
est représentée par I'équation
3) SERD=A¢(t 1,0 +By+Cy +Ev=o.

Si le plan n’est pas tangent, une transformation linéaire des va-
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riables &, 7, § permet toujours de ramener £ i la forme

(1) 22—l =o;
sile plan est tangent, on peut ramener f a la forme
(f2) nf=o,

et, enfin, si le plan est un des quatre qui sont tangents en chaque
point d’une conique, a la forme

(fs) {?=o.

Je rappelle encore que, lorsque les équations d’une conique
ont été mises sous la forme

pri= a,-)ﬁ—l— p,)\ -+ Yi,

ol A est un paramétre qui fixe chaque point de la conique, les
points a, 3, v, dont les coordonnées sont a,, a3, a3, a;; By, B,
Ba, Bss Yi» Y20 Y3+ Y4, offrent la disposition suivante : a et y sont
deux points de la conique et {3 est le pole de la droite ay.

Ajoutons aussi que les équations (1) réalisent une représenta-
tion de la surface de Steiner sur un plan ou E, 0, € seraient des
coordonnées ponctuelles, et que les droites de ce plan et les co-
niques de la surface se correspondent.

2. Ceci posé, soient a, vy les points ot une conique C de la sur-
face coupe le plan (2),

o correspondra a des valeurs &, v/, {,

p » » ¢, 7, ¢

des parameétres £, 7, G, et, par suite, si, dans les formules (1), on

pOSG .
= E’A+E”7
n=mn'A+7/,
Y — 1)\_’_&:,

ces équations (1) représenteront précisément la conique C de la
surface qui passe par «, y; nous aurons donc la représentation

de G
9 4, 9% 4 9% .. —
pw=<p(é',n’,§’)1’+<;§5+£ﬁa+(—,§§>l+?(€,vz,<>-

et de méme pour y, 3, 1.
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L 418 fai 5 . o b3
D’aprés la remarque déja faite, le pole de ay par rapport &
cette conique, ou le pole du plan (2), a pour coordonnées

Jd9 ,, 0 0o
4) sz:ﬁ;-{—w.ﬁ"_p-b_i;:”’
Al

et de méme pour y, 3, ¢, en prenant 4, 7, wau lieu de o.
Maintenant, si nous nous placons dans le cas (f,), nous devons
avoir
E") - 71' C' = 0,

»ir "y .
§2—0"{ = o;

c’est-d-dire qu’on peut poser, p, ¢ étant deux paraméires,

14 _ o
I =p, n =1, L' =p?
‘=q

I ¥ __ 9.
o= =g

1/do,, do , 0o .\
Sr = -— ——‘-t»{_‘ﬁ'wr pEE—,
pr=1 ((,5/ v S
=ant - @)+ ag - an (B 5"

B+ )+ an(h'Y-+1"Y)
= @y pq - Aaa - 433p2q2+a12(17+q) —i—a|3([)+qj)pq —!—(133(P2+q2).
Posons alors

Z ) 2
r1=yxg P97

bl

J

’

—

il viendra, en chassant H? et le faisant rentrer dans p,
50 = A3 24 g H2+ @33 22+~ 2015 ZH < 24,3272 — (a1 — 2a,;)HZ.

Le lieu da pole est donc la surface de Steiner (') représentée

(') En supposant que le plan (2) soit pris pour plan de Uinfini, on peut donner
a ce théoréme la forme suivante :

Le licu des centres des coniques tracees sur une surjface de Steiner est une
surface de Steiner.

Jajoute que les quatre plans tangents doubles de la surface (1) sont des plans
tangents simples de la surface (5). Si, en effet, = o est un plan tangent double
de (1), o est un carré parfait, et peut étre réduit a £*: tous les @, sont nuls sauf
a,,. et la premiére des formules (5) donne

vx —a, L=,
ce qui prouve bien que Ie plan 2 = o est tangent a la surface (5).
Les deux surfaces coupent e plan considéré (2) suivant la méme courbe du
quatriéme ovdre, cte.
XVI. 2
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par les équations suivantes, ou £, H, Z sont les paramétres

‘ P.’t‘: 4a2352+a”H2+a3322+2a“E‘.H—i—'zamEZ—f—-(a“—zazs)HZ,

(5) (Py=/b2332+ Ceierennane s eceasntar e ceseee e R R )
t PZ=402352+ ...... Ceee e nenen Geeetessaiartscanas ceresecsnne .y
pt =.’;6335’+ ................................................

3. Supposons maintenant que le plan (2) soit tangent a la sur-
face. Dans les formules (4) il faudra supposer que

1yl "yt
nf{=o, 7" =o.

On ne peut avoir en méme temps ' =0, %"= o (ou =0, {'= o),
car deux coniques d’une surface de Steiner n’ont qu’un seul point
commun, 4 moins d’étre dans un méme plan tangent, ce qui n’est
pas le cas. Soit donc n'=o0, {"=o, il vient

pr =anuf'{" + a0+ apt' '+ asn"{,

€ _p ¥ __q

ou, en divisant par "¢/, posant F=r o= et faisant rentrer
|

2
é— dans p,

PT = ay pq ~+ Q12 Pr —+ aA13qT -+ A3 12,
On trouve donc ici une surface représentée par les équations

Px = A1 pq + A13qTr —+ G P —+ Qa3 T?,

Py =bupqg+.. ...l ooy
PE3=CHPF ettt ittt y
pt:e“pq—k......... ............ .

et qui n’est autre qu’une quadrique.

4. Le cas ou le plan considéré est un plan tangent double ne
donne rien d’intéressant, car les coniques de la surface lui sont
toutes tangentes au point ol chacune vient rencontrer la conique
de contact.



