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Sur l'identité des péninvariants des formes binaires avec
certaines fonctions des dérivées unilatérales de ces formes;
par M. R. PERRLN.

(Séance du 21 décembre 1887.)

1. Dans un travail récent (1), M. Hilbert a établi que tout
covariant ou invariant d'une forme binaire, écrite avec une seule
variable non homogène, peut s'exprimer en fonction de cette
forme et de ses dérivées unilatérales (c'est-à-dire prises par rap-
port à cette variable unique); et que, réciproquement, toute fonc-
tion homogène et isobarique de la forme et de ses dérivées uni-
latérales est un invariant ou un covariant de la forme, pourvu
quelle satisfasse à une certaine équation différentielle.

Cette propriété est particulièrement curieuse en ce qui con-
cerne les invariants, car chaque invariant fournit ainsi une fonc-
tion de la forme et de ses dérivées, d'où la variable disparaît
d'elle-même. M. Hilbert a, d'ailleurs, indiqué l'existence de théo-
rèmes analogues pour les systèmes de formes binaires, ainsi que
pour les formes ternaires, quaternaires, etc. Mais il ne paraît pas
avoir remarqué que les péninvariants, tant des formes binaires
que des formes à un nombre quelconque de variables et des sys-
tèmes de formes, jouissent de propriétés tout à fait semblables,
ainsi que je me propose de le montrer.

2. Considérons d'abord une forme binaire unique/*, écrite sous
forme non homogène,

( i ) f == d^x11 -J-. //â?i .r^'1 4- —————' a^x'1-1 -4- ... -4- du.

Soient /i, f^, .. ., f,i ses dérivées successives. On a identique-
ment, pour/? === o, i, . . ., /i,

( •, ) ^ a,, ==///-,,- î fn-p+l 4- '̂  fn-p^ — . . . •4- ( — î)/^ /„,

pourvu que l'on convienne que /y== / et o! == i .

( ' ) i 'ehicr ciné Darstcliungsweise der invariantes Gebilde iin binàren Foi-
f.îcft^ebiçte ( Mathematische Annalen, t. X X X ; 188^) .
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En effet, prenons la dérivée totale du second membre; puisque
fn^.\ == o? les termes obtenus se détruisent deux à deux : ce second
membre a donc une valeur indépendante de *r, et l'on reconnaît
immédiatement, en faisant x == o, que cette valeur est bien n^ cip.

Désignons maintenant par —— la dérivée partielle de d p , prise
en considérant les quantités f comme constantes. La relation
identique (2) donne

n\ ddp . x x^ n\
~p\ "dî :=:~~'^/<-/î+l-4~ 7./^-p+2— ^y//<-/»4-3-^... — — ^ ^-i»

et, par suite,

(3) Ï——P^-

Soit enfin v un péninvariant quelconque dey, écrit en fonction

de Oo, a^ .. ., a,^
r == îs(ao,ai, ..., an).

Remplaçons dans l'expression de ce péninvariant a^^ a^ ..., du
par leurs valeurs respectives, tirées de (2), en fonction de x et
des/. Je dis que la variable x disparaîtra d'elle-même du résultat.
Il suffit, pour l'établir, de montrer que la dérivée partielle de r,
prise par rapport à x, en traitant les y comme des constantes,
sera identiquement nulle. Or cette dérivée partielle sera évidem-
ment

dv> ûfo dciQ <7o da\ dv> dan
r/.r da^ rî.r da\ (Lr ' ' ' dfïn r/.r

ou, en vertu de (3),

dv l do d^ - r/o <7o \
( 4 ) - — = = - — ( oo '— -^- 9- a\ , -+-3 0^ -j ' • -4- ... -+- na,, -i —- .V 4 / dx \ da^ da^ da^ fia^]

Mais l'évanouissement identique du second membre de (4) est
précisément la condition nécessaire et suffisante pour que y (sup-
posée, bien entendu, homogène et isobarique) soit un péninva-
riant de /.

Dès que x doit disparaître du résultat, il est clair quon ob-
tiendra l'expression du péninvariant v en fonction de fif\, • • • ̂ fin
en remplaçant simplement dans y chaque coefficient cip par le

premier terme de sa valeur tirée de (2), c'est-à-dire par ^j fn-p-
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Dès lors, l'équation différentielle

d d d d
( 5 ) ^ 0 - 7 -4- '2<îi , — -+- . . - — îldft-i .— =0 OU —— == 0,v / dcti dciî dan d^

qui définit les péninvariants comme fonctions de Oo, ci\, • • ., de-
vient, lorsqu^on les regarde comme fonctions de jf^ f^ . . .,

.. d . d - d „ d
(6} /i -/7 - .̂A 77 -^/a ,//• — • • • -4-/// ~if— == °-<V «/i "Va «//t-i

Réciproquement, si une fonction homogène et isobarique
•L(y,y*i,.. • i f i i ) satisfait à la condition (6*), la fonction des a, ob-

tenue en remplaçant fp par —^—» ^//-/^ satisfera à la condition

(5) et sera, par suite, un pénin variant de f^ et ce péninvariant
donnera bien A lorsqu'on y remplacera les a parleurs valeurs com-
plètes (a) en fonction des f et des x. Nous pouvons donc dire :

THEOREME I. — Tout péninvariant (^coefficient de la plus
haute puissance de x dans un coloriant) ou invariant d'une
forme binaire f est identique à une fonction de f et de ses
dérivées unilatérales f\, f^^. . .,./^ {c''est-à-dire prises par rap-
port à la seule variable .r), satisfaisant à Inéquation (ô*); et,
réciproquement) toute fonction homogène et isobarique de f et
de ses dérivées par rapport à x qui satisfait à Inéquation (6)
est identique à un péninvariant ou a un invariant clé f. Le
passage cl^une expression à l'autre ^obtient en échangeant

^p^^A-p'

3. Si, au lieu d\in péninvariant, nous avions pris un covariant

w = o(.r, ao, ̂ i, .. .,a,j,

nous aurions été conduit, en suivant la même marche, à la relation

dw d^ f d^ d^ ch \
( i ) , = , — ( «o 7 * -+- ^«i -7 • 1 - -i- - ' - -T- i^ii-i -r'- ) ?/ / dx dx \ r/ai dâi da,i/

au lieu de la relation (4)? (— étant la dérivée partielle de y par

rapport à x^ prise en traitant les a comme des constantes. Mais,
on vertu de la propriété bien connue que M. Cavley a même
adoptée comme définition des covariants, le second membre de (^)
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est idenliqiiement nul : w ne contiendra donc explicitement que
/>/!? • - "ifitï et non plus ^- Dès lors, pour obtenir l'expression
d'un covariant en fonction des y, il suffît d'y supposer x = o, ce

qui le réduit à son dernier terme, et de remplacer a.p par p-^ fn-p ;

comme le dernier terme se déduit lui-même du péninvariant,
source du covariant considéré, par la permutation de rto avec cin,
a\ avec <ï/i_i, . . . (au signe près, toutefois, s*il s'agit d'un cova-
riant gauche), il suffit , en définitive, de prendre le péninvariant,

source du covariant, et d'y remplacer a? par ——p~' fp- L'équation

différentielle (3), à laquelle satisfait ce péninvariant, devient, par
l'effet de cettç substitution,

(8) 7^/-77 -h ï(n — O/i -77- -+- 3('l — '-0/2 —f + • • • — rzfa-i -7- = o.
^Vl a^î ^VS ^vn

Telle est bien effectivement, en tenant compte de la différence
des notations, la relation trouvée par M. Hilbert comme condition
nécessaire et suffisante pour qu'une fonction homogène et isoba-
r iquede/e t de ses dérivées, unilatérales soit un covariant d e /

On peut réunir, dans renoncé très simple que voici, le résultat
de M. Hilbert et celui que nous avons obtenu plus haut :

THÉOBÈME II. — Si, dans un péninvariant de la forme bi-

naire y, on remplace chaque coefficient a? par ^y fn^pj on ob-

tient l'expression de ce péninvariant en fonction de f et de ses
dérivées unilatérales f\ifîi .. *?.//o celle expression satisfait
à Vécrualion (tf). Si Von remplace, au contraire, chaque coef-

ficient dp par n—]^ fp-i on obtient (au signe près) l7 expression

en fonction de f et de ses dérivées unilatérales du covariant
complet dont le péninvariant donné est la source, et cette se-
conde expression satisfait à Inéquation (8). Pour un invariant,
les deux substitutions conduisent au même résultat (au signe
près), et Vexpression obtenue satisfait à la fois aux équa-
tions {Q) et (S).

.Réciproquement, toute/onction homogène et isobarique def
et de ses dérivées unilatérales est un péninvariant de f^ si elle
satisfait à la condition (6); un covariant, si elle satisfait à la
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condition (8); un invariant si elle satisfait à la fois aux con-
ditions (6) et (8).

4. Considérons maintenant une équation différentielle

(9) F^y,./',...^)^,
où y est une fonction inconnue de la variable x, laquelle ne figure
pas explicitement. Supposons que F satisfasse à la condition (6),
c'est-à-dire qu'on ait identiquement

, clF „ dF , , elF d¥
^ Io) y j~ -^~ j - 7 — -+- ' • • ^ ->~r~ i— r r = ° ou —m == °-/ •/ c?y - o?y " ûÇ -̂̂  ^9

Comme, d'autre part. on a, en differentiant (9),

, d¥ ,d¥ , , d¥ . ,, d¥y _ —. -v" — -i- -4- y(/î) ———— -4- y(/t+i/ ——— —• oy dy y d y ' l y dy^-^ y dy^ î

il vient simplement, en remarquant que F contient y^ par hypo-
JV

thèse et que , > ne peut donc être nul,

y(/»-+-l) ^^ Q^

ce qui signifie que y est de la forme parabolique

(11) y == Ao4-Ai.r-^-...-t-A^.r".

Mais alors le théorème 1 nous apprend que F est identique à une
fonction des pénin variants dey considérée comme forme binaire,

fonction facile à obtenir en remplaçant dans Fy^ par __ ^ an_p^

c'est-à-dire par p l A p ' , il suffit donc d'égaler à zéro celte fonc-
tion des péninvariants pour que l'expression (i l) , où il reste n
constantes arbitraires, satisfasse à l'équation (9) et en soit l'in-
tégrale générale. Nous obtenons ainsi ce théorème :

THÉORÈME III. — Si une équation différentielle d^ordre n,

F(y»y>y» ...,y^)=o,
où la variable ne figure pas explicitement, admet C intégrale
générale parabolique

y == Ao -4- AI X +. . . -h Att^i.
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la relation qui lie les n + i arbitraires est simplement

F ( A o , A i , 2 ! A 2 , 3 ! Â 3 , . . . , / < ! A,,) = o.

Réciproquement, si dans la forme binaire générale d'ordre /î,
écrite avec une seule variable non homogène, on suppose don-
née une relation entre les coefficients et qu^on calcule V équa-
tion différentielle du n16"^ ordre à laquelle satisfait la forme
après élimination de tous ses coefficients^ la condition néces-
saire et suffisante pour que cette équation différentielle ne
contienne pas explicitement la variable est que la relation
donnée entre les coefficients se réduise à une relation entre
des péninvariants (ou invariants) de la forme.

Il n'est nullement nécessaire que F soit homogène ni isobarique
par rapport à y et ses dérivées.

Soit, comme exemple, Inéquation différentielle

(12) ^(îW—y2)01-^ p(y'2— îW-t- ̂ yy^f^ q == o,
où m, /?, q, a, jî sont des constantes quelconques. Son premier
membre satisfait à la condition (10). Elle admet donc pour inté-
grale générale

y == a -h bx -+• ex2 4- dx^ •+• ea"4,

les cinq arbitraires û?, 6, c, rf, e étant liées par Féquation

(13) î^ï^m^ce —3^2)014- ^p(çî-^3bd-^-ïîae)^-}- q == o,

comme il est d'ailleurs facile de le vérifier directement.

8. Si Fon cherchait à intégrer, par un procédé analogue, une
équation différentielle dont le premier membre satisferait non
plus à la condition (10), mais à la condition

04) ^^7+2(7i~i)y^+3(7i-2)y^-+-...=o,

équivalente à (8), pour une certaine valeur de n, on serait con-
duit à prendre pour intégrale une forme binaire non homogène
du /i161"® ordre et à écrire r + i relations entre les coefficients de
cette forme, r étant Perdre de celui des covariants qui est de
l'ordre le plus élevé parmi ceux dont la somme est identique au
premier membre de l'équation différentielle donnée. Le plus sou-
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vent donc on n'obtiendrait pas l'intégrale générale; il pourrait
même arriver qu'on n'en obtînt aucune.

Soit donnée, par exemple, l'équation différentielle

( 15 ) ^yy"— ay2 — q = o,
qui ne satisfait pas à la condition (10), mai» qui satisfait à la con-
dition (i4) po"i* ^== 3. Posons donc

y = ao.a?3-^ 3 a^x^ -+- ïa^x — 03,

et exprimons que le covariant dey, qui est identique à 3j'y"— 2y'2,
est égal à y, quel que soit x. La source de ce covariant s'obtien-
dra, d'après le théorème II, en remplaçant respectivement y, y',

3 t 1 (

y par ^o, -^i? -i^:îî ce qui donne 18(00^2—a\). Ce covariant

est donc le hessien, et les relations demandées sont, par suite, au
nombre de trois, savoir

ci-odî— a\ •==• o,
0'^ci,^ — ctt a^ == o,
ai 03—aj = i^y.

Mais on voit sans peine que, si <y^o, ces trois relations sont in-
compatibles : il n'existe donc pas d'intégrale de forme parabo-
lique. Si q === o, les trois relations se réduisent à deux, savoir

a! == a2 == a3 == )
(IQ ^1 ^â

et l'on obtient l'intégrale

y=ao(^4-).)3,

qui renferme deux arbitraires et est bien l'intégrale générale,
comme on le savait d'avance.

Soit, au contraire, l'équation différentielle du troisième ordre

(16) ory— 9jyy-+- 4y3 = o.
En appliquant le même procédé, on est conduit à annuler les

quatre coefficients du covariant cubique de la forme générale du
troisième ordre; d'où quatre conditions qui se réduisent à deux,
et l'on arrive finalement à la même intégrale que pour l'équation
précédente; seulement, ici ce n'est plus qu'une intégrale particu-
lière à deux constantes arbitraires. El, en effet, l'intégrale géné-
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raie serait
à

y =(ax^-\- bx -h c)2

et l'intégrale particulière trouvée correspond au cas où b2= \ac.
11 existe (Tailleurs des équations différentielles dont le premier

membre (ne contenant pas la variable) satisfait à la condition (i4)
pour une valeur fractionnaire ou négative de n et dont l'intégrale
générale peut être obtenue en posant y == z^ et disposant conve-
nablement de a. Ainsi, Inéquation différentielle des coniques

(17) ^y— 45yyyT-^- 407^ = o,
lorsqu'on y regarde^/' comme la fonction cherchée, satisfait à

la condition ( i4) pour n=— 3, et s'intègre en posant ^ ̂  ^~3,
z étant un polynôme arbitraire du second degré en x. Ainsi en-
core Inéquation

( » 8 ) yy^ -h- ^ y ' y " -+- 3y'2 == o

satisfait à la condition (i4) pour n == j et s'intègre en posant

y===52 ,^ étant un polynôme arbitraire du troisième degré en x\
cette équation différentielle est celle des cubiques qui admettent
Taxe des x pour axe de symétrie.

Mais ce sujet nous entraînerait trop loin et demande une étude
spéciale.

6. Outre les covariants, invariants et péninvariants, il existe
encore d'autres fonctions des coefficients et de la variable d'une
forme binaire, qui jouissent de la propriété dont nous nous occu-
pons, savoir d'être identiques à une fonction de la forme et de ses
dérivées unilatérales, sans que la variable apparaisse explicite-
ment. Ce sont les fonctions que M. Deruyts a étudiées sous le
nom de se mi-co variant s dans un travail récent ̂ Développements
sur la théorie des formes binaires (Bulletin de l9 Académie
royale de Belgique; 1887)]. Les semi-covariants sont définis
comme satisfaisant à Tune seulement des deux équations aux-
quelles satisfont les covariants : la démonstration donnée plus
liaut au n° 3 pour les covariants ne suppose précisément qu'une
seule de ces deux équations; elle s'applique donc aussi aux semi-
covariants. Seulement, un semi-covariant n'est complètement dé-
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terminé que si l'on connaît son dernier terme. Soit /• l'ordre du

semi-covariant par rapport aux variables, l'opération - ^ 9 appliquée

r fois successivement au coefficient de ce dernier terme, donne, à
des facteurs numériques près, les coefficients des autres termes;
appliquée une fois de plus, elle donne zéro.

On en conclut immédiatement que, si ,. représente le résultat
de l'opération

, d „ d , d d
^df^Wi^"^^^ ou dQ'

répétée r fois sur une fonction de f et de ses dérivées unilaté-
rales f{,fîf . • -» / / ï î l'expression d'un semi-covariant d'ordre /' en
fonction dey, f\, ... ,y,, satisfait à la condition

/ ^ dr+l
(I^ d^^0

(il en est, d'ailleurs, évidemment de même de l'expression d'un
covariant d'ordre r); et que celte expression s'obtiendra en rem-

plaçant dp par p—fft_p dans le coefficient du dernier terme du

semi-covariant. Réciproquement,, toute fonction homogène et iso-
barique de/ et de ses dérivées unilatérales qui satisfait à la con-
dition (19) est identique à un semi-covariant ou à un covariant
de f, d'ordre r; dans ce dernier cas, elle satisfait aussi, comme
nous l'avons vu, à la condition (i4)*

On peut réunir comme suit, sous un énoncé unique, les pro-
priétés que nous venons de considérer relativement à toutes les
formations invariantes ou semi-invariantes qui dépendent d'une
forme binaire :

THÉORÈME IV. — Toute formation déduite d'une forme
binaire d1 ordre /i, et qui ̂ possède le caractère d'invariance
par rapport à l'une x\ des deux variables, est identique à une
fonction de la forme et de ses dérivées successives par rapport
à cette variable seule, divisée par une certaine puissance de la
seconde variable x^. Cette fonction satisfait à,la condition (19),
/• étant l'ordre de la formation considérée; on l'obtient en
remplaçant simplement Op^ coefficient de x^ dans la forme
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binaire, par p-^ fn-py dans le coefficient du dernier terme de
la formation considérée.

Réciproquement, toute fonction homogène et isobarique de
la forme et de ses dérivées unilatérales (par rapport à la va-
riable ^i), si elle satisfait à la condition (19)^ est identique,
à une certaine puissance près de x^^à une formation d'ordre r
possédant le caractère d'invariance par rapport à x\ : savoir
un semi-covariant si r > o, un p é ni n variant si r = o; un co va-
riant si la fonction satisfait à la condition (i4) en même
temps qu'à (ig)pour r>o, un invariant si elle satisfait à la
fois à (i4) et à (19) pour r===o.

Il est clair qu'on peut aussi donner l'énoncé général suivant
pour ce qui se rapporte à Fintégration sous forme parabolique des
équations différentielles où la variable ne figure pas explicite-
ment :

THÉORÈME V. — Si une équation différentielle d'ordre n

F[.r,y,y, ...,y^]=o,
où la variable ne figure pas explicitement, satisfait à la con-
dition

dr¥ __
'd^'^09

l'intégrale de forme parabolique

y === AO+ Ai.r -h Aa.y2-!-...-+- A,» ,̂

la plus générale possible de cette équation^ s'obtiendra en
écrivant les r équations de condition

F = = o ,
dF
50--0-

<^F
•SF-^

d'-i¥ _

et en y remplaçant y, y^ y'^ ..., y^ respectivement par Ao,
A(, a îAs , SiAa, ..., TliA,,, ce qui donnera r relations entre
les constantes de l'intégrale.
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Prenons, par exemple, Inéquation différentielle du sixième ordre

F = 3oyyvx—Ioy^v--<2yryv4- 3 y"' ==o.
On trouve successivement

/7p-gg- = 4(5^- -syr'+yr^
^2 F-^ ==4(ay^--2yyv+y.v2),
^F
T/F'"0-

On obtiendra donc une intégrale parabolique à quatre con-
stantes arbitraires, en prenant

y = Ao-+- Ai.r4- A 2 a?2 4-As a-3-4-A4 a?^ 4- As.r^+Ae.r6

et écrivant les trois relations de condition

iSooAoAg—looAlAs—8A2A4-h-9A| == o,
aîAlAf i— 5A2Ag4- AaA^ = o,
ioA2AG— ÔAsAs-t- aA| = o,

comme il est d^ailleurs facile de le vérifier directement. Le semi-
covariant correspondant de la forme du sixième ordre

(a, b, c, d, <?,/, ^ï.r,y)6

serait
(ae— \bd-¥- 3c2).yâ-4-(a/'— 3be -+- ïcd^xy

4- {-( ag — '2 bf — ce -+- 2 û?2 )y.

7. Les résultats précédents s'étendent sans difficulté aux sys-
tèmes de formes binaires, et les théorèmes I, II, IV subsistent,
avec de légères modifications dénoncé qui se présentent d'elles-
mêmes. Les théorèmes III et V pourraient également être généra-
lisés dans cet ordre d'idées; mais il me paraît inutile d'insister sur
ce sujet.

Avant de passer au cas des formes à plus de deux variables, il
convient de remarquer encore que rien n'empêche de rester dans
l'hypothèse des variables homogènes : il faut alors diviser l'ex-
pression différentielle trouvée pour les formations invariantes ou
semi-invariantes relativement à l'une x\ des variables par j*î,
TÎ étant le poids par rapport à x^ du coefficient de la plus haute
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puissance dex^ dans celle fonnalion; ou, ce qui revient au même,
P f f —remplacer cip par -/-y v-'l~^ dans le coefficient de la plus haute

puissance de x^ et multiplier par cette plus haute puissance.
Tout invariant ou covariant, pouvant être considéré à volonté

comme jouissant de la propriété d'invariance à Regard de Pune ou
de l'autre des deux variables, aura deux expressions équivalentes,
l'une en fonction des dérivées unilatérales par rapport à x\, Pautrc
en fonction des dérivées unilatérales par rapport à x^ : en les

égalant, on obtiendra une expression du rapport ( yl ) en fonction

de la forme et de ses dérivées. Toutes les identités qu'on peut ob-
tenir parcelle voie découlent évidemment du théorème des fonc-
tions homogènes, et Fon pourrait inversement, en appliquant
ce théorème plusieurs fois et dans le sens convenable, obtenir
a priori les expressions des invariants et covariants sous forme
de fonctions de dérivées unilatérales.

8. Pour étendre les résultats précédents aux formes et systèmes
de formes à plus de deux variables homogènes, on peut employer
un mode de raisonnement calqué sur celui qui nous a servi pour
les formes binaires. Soit, par exemple, y une forme d'ordre n aux
p variables homogènes x^ x^ ..., Xp, écrite avec les coefficients
polynomiaux, soient ^j,...^Ie coefficient de x\ x\... .z*^ .r""^
dans /(o-== î-4-y+.. .4- À'), et /y,r,...,^ îa dérivée partielle

û?74-r-i-...+f

dx^ dx\... dx^ *

II est aisé de vérifier tout d^bord l'exactitude de l'identité sui-
vante, dont (2) est le cas particulier correspondant à p == 2 :

; n\ i
1 r^r^sY^1^0'1^' •s/•=^/^"•'Â'~YT(^l^'+l^•••'Â+^2Ay+l,.•.^•+•••+^-lA^...,Â•-^-l)

, . ]. +—(^î/i^J,...,^^ 2^i^2//+i.y+i,../.+...4-^_i//j,,.,/,^)
(•20) / 2-

-4- i-ÏT??? {xrr<s t^-^-^ -+- • • • -+- ̂ fu.^n-a).

On en conclut les p — i relations, analogues de (3),

da j k• / v /( • A I ) Tp —.^ == — ̂  — T)a/j,.. ,//+i,...,A, (q == i, 2, ...../? — i),
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où h est l'exposant de Xq dans le ternie de/qui a pour coefficient
flij,...^'

On démontre dès lors sans difficulté que tout invariant ou
péninvariant pur relatif à x\ (coefficient de la plus haute puissance
de x\ dan's un covariant pur) ne contient plus explicitement x^
,T2ï • * • ? ' K p - ^ î lorsqu'on a remplacé dans son expression les coef-
ficients a par leurs valeurs tirées de (20), et cela en vertu des
équations différentielles connues auxquelles satisfont les inva-
riants et péninvariants purs. Seulement ces équations sont au
nombre de p { p — i) en tout pour les invariants, et de (/? — i)2

pour les péninvariants, tandis que dans la démonstration indiquée
ci-dessus il n'en est utilisé que p — i , savoir celles qui dans la
notation de M. Cayley s'écriraient

(•2-2) \ l ' P ~ d x J = o (q ==lî^ • • • » ^ ~'1)'

et qui sont également satisfaites par tout péninvariant pur relatif
à x^ .^3, ..., Xp_\. On peut donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME VI. — Tout invariant ou péninvariant pur relatif
à une des variables, d9 une forme (ou d'un système de p
formes) à variables homogènes, est identique à une fonction
de ces formes et de leurs dérivées partielles par rapport à
cette variable et à p—2 autres choisies arbitrairement, divisée
par une certaine puissance de la p16'1^ variable. Cette fonc-
tion s'obtient en remplaçant chaque coefficient a^.,^ [coef-
ficient de x\ x^... x'p_^ x^^ (or == i -\- j -r- ... + k) dans la
y. .. , „ , i ( n — or)! d7 f
forme f, supposée d ordre n], par ——^ dx\ dx{ ... dxf,^'
elle satisfait aux p — i équations différentielles

12 ̂ ••••^ï^0-
(23) '^^•^•••••'•rf/-^

d
7i.j-t-l,...,k j~f~.——— == 0'

22;A/,... î̂ ^=o,

où le premier siyiteï, dans l'ordre dit calcul, s'applique, pour
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une même forme /, à toutes les valeurs de i, j r , ..., À', ^/fcç yz^
la somme <r = t-h- j +...+ Â' ^0(7 a^ ^/M5 égale à n —.1 ; ̂  /<?
second signe 5 étend l9 opération à toutes les formes indépen-
dantes.

Mais il n'est plus permis d'ajouter, comme lorsqu'il s'agissait
de formes binaires, que réciproquement toute fonction homogène
et isobarique de formes à p variables et de leurs dérivées par rap-
port à p — i de ces variables, si elle satisfait aux p — i équa-
tions (23), sera un invariant ou un péninvariant pur relatif à x\
du système de ces formes : elle pourra être aussi bien un pénin-
variant relatif à x^ ou à .Ts, ..., Xp_^ ou un agrégat de péninva-
riants de ces diverses natures, ou peut-être même une fonction
d'autre genre; car il n'est pas démontré, à notre connaissance
(bien que ce soit assez probable), que les équations (22) caracté-
risent exclusivement les péninvariants relatifs aux variables ,z*i,
.2*2» • • * î xp—\ •

En raisonnant de la même manière pour les covariants purs, on
verrait sans peine que tout covariant pur est identique, à une
puissance près de l'une quelconque des variables, à une fonction
des formes indépendantes et de leurs dérivées par rapport aux
p — i autres variables ; que cette fonction s'obtient en remplaçant,
dans le péninvariant relatif à la ^ième variable, a /y . . . ^ par
n:~~:-^-fij...k, î',y, ..., k étant les indices relatifs aux p — i varia-

bles conservées; qu'elle satisfait à/? — i équations différentielles
analogues à ( i4 ) î qu'enfin, si l'on considère l'ensemble des déri-
vées par rapport aux/? variables, chaque covariant (ou invariant)
possède p expressions distinctes, donnant lieu à p —- î identités
qui pourraient se déduire du théorème des fonctions homogènes,
tandis que chaque péninvariant ne possède que p — î expressions
distinctes, et ne donne lieu qu'à p — a telles identités.

9. On peut arriver aux résultats trouvés ci-dessus pour les in-
variants et péninvariants purs des systèmes de formes à plus de
deux variables, en suivant une autre marche, qui a l'avantage de
conduire à une généralisation immédiate en ce qui concerne les
contrevariants et les péninvariants mixtes.

Soient /, //, ///, ... tant de formes indépendantes et simul-
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lanées qu'on voudra, à p variables homogènes .ri, j\», ...,.?•„,
respectivement cTordres /;, /?', /i", ..., savoir

/ = aa-y-h /^i^--1 4- /^—::-/o.2.rly-2-T-.. .-i- ̂ n.

y == a'.r^+ /l'o'i a'?'-1 -h....

et soit rs le covariant identique

rs5== ̂ ^4-^^4-...+^^,,

J'ai montré ailleurs ( 1 ) que tout invariant, contrcvariant, pénin-
variant pur ou mixte (coefficient de ia plus haute puissance
de x^ dans un covariant pur ou mixte) du système (A) des formes
W, ... devient, quand on le multiplie par une puissance con-
venable de a, une fonction entière de ff, a\ ..., de ^ et des in-
variants d'un système déterminé (B) de formes aux p — i variables
x^ x^ ..., Xp^ composé comme suit :

i° Des n — i pénin variants principaux (sources des covariants
associés) de y, traitée comme forme binaire 011.2*1 serait le rapport
des deux variables homogènes;

2° Des n1 péninvariants, sources des jacobiens de tout ordre de
Y et dey, traitées comme formes binaires;

3° Des //'-f-^'-h... péninvariants analogues pour y7,/"7, ...,
combinées de même avec y;

4° De la forme spéciale

^ = a ( T C T — ^ i * r i ) — O i Ç i ,

cette dernière devant être traitée comme si elle était à coefficients
constants.

Ceci posé, admettons pour un instant comme démontré que
tout invariant d'un système de formes à p — i variables .r_>,
*z*3, ..., Xp est identique à une fonction entière de ces formes et
de leurs dérivées par rapport à p — 2 des variables, divisée par
une certaine puissance de la {p — i)1 lne. 11 sudira de montrer que
chacune des formes du système (B), ainsi que rt, a', ... et ç,
s'expriment en fonction entière des formes du système (A), y com-
pris TU, et de leurs dérivées par rapport à x^ pour qu'il soit établi

( ' ) Comptes rendus de. l'Académie des Sciences, t. CIV, p. 109, 22 T, 2<Si
(1887).
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que tout invariant, contrevarîant, péninvariant pur ou mixte du
système (A) s^exprime à son tour en fonction entière des formes
du système (A) et de leurs dérivées par rapport aux/? — i varia-
bles x^ x^^ ..., Xp_^ à une puissance près de Xp. Et, puisque la
proposition a été démontrée directement pour/? ===2, elle sera
vraie pour/? ==3, 4» * • •? ç^est-à-dire pour un nombre quelconque
de variables. Or les formes du système (B) qui sont des péninva-
riants construits avec les coefficients de fff'ff11^ ..., traitées
comme formes binaires à une seule variable non homogène, rem-
plissent bien la condition indiquée. Il en est de même de la forme
spéciale ^ qui fait partie du système (B), car on peut l'écrire

•L — -L dn^ -- l djs, dnZl.f'
* ~ /H OT da^ ~~ n—i\ ~dx^ dx^-1 ;

et il en est encore de même des quantités a, a', ... et $1, car on a
évidemment

_ î d^f
a~"n\ Sx^'

T d^'f
a=n^i d^1'

. _ dvs
çl = dx^'

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME VII. — Tout invariante contrevariant^ péninva-
riant pur ou mixte relatif à x\^ d9 une forme ou d'un système
de formes à p variables homogènes, peut s7 exprimer comme
fonction entière des formes du système, du covariant iden-
tique, et des dérivées tant de ces formes que du covariant
identique prises par rapport à X{ et a p — a autres variables
choisies à volonté, divisée par une certaine puissance de la
pième variable. On obtient l'expression dont il s'agit en rem-
plaçant dans la formation donnée Ç/ par -— (i == î , 2, ...,/?— î),

^ par ^-; et <^/,...,A, coefficient de x\x{ ... x^x^
(a" == i -\- j -+-...+ k) dans la forme f d'ordre n (^supposée écrite

y ^z* • 7 • \ ^ — 0' ! d^favec les coejficientspotYnomiaux}ypar —,——-. _ . , _, ,—-—,—r—5VJ ' v /fl n\3^~'5 dx\dx^ ...,û?.y^'
n — o- ! î ..

011 -nr-^sfij,...,r-
XVI. "
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Par analogie, on prévoit que les covariants purs et mixtes pour-
ront s'exprimer de la même manière, et que leur expression s^ob-
tiendra en faisant les mêmes substitutions que ci-dessus dans le
péninvariant, source du covariant par rapport à Xp, et multipliant
par x^ si /* est Fordre du covariant par rapport aux variables x\
ou, ce qui revient au même, en remplaçant dans le péninvariant
source du covariani par rapport à x^ Ci par v5-; ̂  par —3-

drs/ • *> \ (T wr^ ^ • _r(i = 2, 3, . . . , p — i) , ^ par ̂ ; a/y, ...^ par ̂  f,,_^ ̂  ...^.

10. Comme exemple des résultats que donne Inapplication de
ces théorèmes, voici Pune des trois expressions du contrevariant
G de la forme quadratique ternaire^/ == (^y? z)2 '-

W) G=== 4<s2

\^fdtf -/^yi/^y
L27^ \dy) \ \di)

/rf/y-| /dmy4-/^
,W^f

L<te» dyï

~\di) \\dy)

-W}"
/df df_ d^f \ dm drs
\4x dy • d x d y ) dx dy
Idf d^f df d^f\ dm
\ dx dx dy dy dxî I dy

+2

4-2

, Jdf d-f
\dy dxdy

dfd\f\ dm
dx dy^) dx'

formule qu^il est facile de vérifier en remplaçant /, .ro, —/ > • • •
par leurs valeurs complètes.

On trouve de même pour la source (par rapport à x) du hessien
- - • - =(^,y^)3de la forme cubique ternaire/:

/ ^ df rf3/ d^f / d^f y d^f /6ft/y d\f
^ dx ûte3 dx dy^ \ dx dy ) cLv3 \ dx1 ) dx dy^

^ h-^ i i ̂ ^2/^/.^3/. _^ / d^f y
[ ' 2 dx^ xdy dx^dy 2 d x \dx^dy] '

et pour le hessien complet

3^-V(^)^
(26) H =

' rf/ df d^f
dx dy dx dy

-j^y^.j^y^.io8sî
\da-/ dy* \dy ) dx^
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Celle dernière expression est, comme celle de G, symétrique
par rapportas ety, ainsi que cela devait être. Comme vérifica-
tion, prenons l'expression du hessien sous forme de déterminant
où entrent symétriquement les dérivées de/par rapport aux trois
variables, d'après la définition connue de ce covariant; désignant,

pour abréger, par/^ la dérivée ̂ p^^ on a, à un facteur,
numérique près,

| /200 /110 flOl |

(^7) H = /110 /020 /01l

/10l /Oïl /002

Mais le théorème des fonctions homogènes fournit les quatre
relations

f 3/ = a'•/loo•+> 7/010 -T-VOOI,
^8. ) ^/ioo = a?/2oo +y/i 10 -^Vioi,

1 2/01 i)==^/110-+-.r/020 -+--VOH,

1 Vool=^/10l4-y/OH-4-<5/oo2.

Si l'on porte dans la dernière colonne du déterminant (27) les
valeurs de/<oi,/on,/oo2 tirées des trois dernières relations (28),
et qu'on ajoute à cette dernière colonne les deux premières res-
pectivement multipliées par ^, ̂ , il vient

H = . 2
/200 /110 /100

/110 /020 /Ol 0

/10l /01l /00l

Remplaçons encore dans la dernière ligne de ce déterminant les
/par leurs valeurs tirées des trois premières équations (28), et
ajoutons à cette dernière ligne les deux premières respectivement
multipliées par î, y; il vient

H =
/â00 /110 /100

./110 /020 /010

2/100 2/010 ^.f

c^est-à-dire précisément, à un facteur numérique près, l'expres-
sion (26).

On pourrait évidemment obtenir de même, au moyen du thco-
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rème des fonctions homogènes, en partant de Fexpression diffé-
rentielle que fournit la définition ou la formule symbolique de
tout covariant, son expression telle quelle résulte immédiatement
de l'application des théorèmes donnés ci-dessus.


