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Diwision approximatiwe d’un arc de cercle dans un rapport
donné, a U'aide de la régle et du compas; par M. A. PeLLET.

(Séance du 18 janvier 1888.)

M. Collignon a proposé au Congrés de Toulouse, de ’Associa-
tion francaise pour 'avancement des Sciences, une méthode pour
diviser approximativement un arc de cercle en un certain nombre
de parties égales. Cette méthode repose sur la remarque suivante,
qui lui a été suggérée par un dessinateur. Soient (fig. 1) AM=a
un arc de cercle plus petit que g, AR = ma, Pp.= mPM et I I'in-
terscction de OR avec pv, perpendiculaire sur PM. Le rapport
pl i , arie tré 3T
pa> fonction de @ ct de m, varie trés peu lorsque @ va de o a -,

XVI. 8
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mais il varie sensiblement lorsque m varie de o & . Si donc on
connait la valeur de ce rapport pour une valeur de m, on pourra

. . . . wl
construire le point R, quel que soit a. Au lieu du rapport PR’
C 1, § LI . . .. 2
considérons le rapport SR C¢ rapport est toujours voisin de §

. s ps s . T .
lorsque m est compris entre o et ; et @ inférieur a ';; d’olt une

construction uniforme poar avoir le point R, quels que soient m

Fig. 1.
M

et a. L'erreur commise peut facilement étre rendue inférieure a
1
+oop du rayon.
1. Supposons d’abord AR quelconque et désignons-le par x.
On a

pl  msinacosx — cosa sinz
r=-= = :
pR sinz(cosx — cosa)

b

dont la dérivée est

— m sina cos3x — cosa sindx + m sina cosa
sin?z(cosz — cosa)?

r'=

Cette dérivée est négative lorsque x va de o & I'arc dont la tan-
gente est égale & mtanga; on le voit aisément en prenant la dé-
rivée du numérateur

— msina cos3x — cosa sin3z + m sina cosa,

qui est égale a
3 sinz cos?x(m sina — cosa tang ).

Ce numérateur va donc en augmentant lorsque z va de o a
arc tang (mtanga); or il est négatif pour ces valeurs extrémes.
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Done, lorsque R va du point v au- point v,, intersection de la

circonférence avec la droite O, le rapport %-: va en diminuant

de 1 4 o. Il enrésulte que, si I'on se donne la valeur de ce rap-
port r, le point R est déterminé. Soient R, un point de I'arc v/,
Ry p, sa distance a PM; prenons pI, = roiRy, la droite OI, ren-
contre la circonférence en un point R, compris entre R, et R, et
ainsi de suite. On peut approcher indéfiniment dans les deux sens
du point cherché R.

a
2. Pourm=3{etxr= gponar=

Supposons m < § et posons z = ma. Le rapport devient

wle

m'sina cos ma — cosa sinma
~ sinma(cosma — cosa)

__(1+m)sina(t—m) — (1— m)sina(1+m)
T sinama—sina(i+ m)+sina(1 — m)

On a

(14 m)sina(1—m) — (1 — m)sina(1+ m) = 2m(1— m2?)ad f(a),

sinzam —sina(1+m)sina(t—m) = m(1—m?)a’o(a),
f(a) et o(a) représentant les séries

2 2)( 2
fla)=1— 20 ar +<3+?2($;3"’)”‘—---+<—n>fA,‘a2f-u.‘..

I+ 3m? a? (14 3m2)?

9o(a)=1— o -+ 3.4.5.6 at*—...+(—1)Ba+...,

ou

3([ -+ m)’i+’—— (, _— m)2i+2
1.2.3.4...(2t+3)2m
(1 m)2+3 — (1 — m)2i+3— (9 m )2i+3

N

1.2.3...(20+3)m(1— m?)

A=

B; =

A;, B; sont des fonctions enti¢res de m donl la différence est di-
visible par 1 — gm?.
A; s
Le rapport B, &t égal a

1 — pzl+z

1— p+s — (1 — p)a+3 ’

fa—m)

. I1—m
désignant -
P ° 1+m

- Pour m < §, p est plus grand que 3, p2+2 que
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p2i+3 —+ (l _P)2¢'+:x’ et 'on a
]...p?i+2
1 _p2i+3_ (1 _p)2i+3

>

. A; . ,
la fraction ~—z est donc plus grande §(1— m), qui est supérieure

a1 et s’en rapproche indéfiniment lorsque ¢ tend vers 'infini. Si
. A; .
L] A 13 3
m > %, on verrait de méme que B, st plus petit que 3(1—m),
qui est inférieur 4 1 et s’en rapproche indéfiniment, i tendant
vers Pinfini.
La fonction r est égale a

2 f(a)
3 ¢(a)

n 7 Py . . T
Elle est égale & 3 pour @ = o, et, @ augmentant jusqu’a -, clle

1—gm? at— (14 3m?)(1—gm?) ...
90 62.7.10

2
3

va en croissant si m est plus grand que § et en décroissant si

T ’ \ 3
m < 3; pour a = -, r est égal a - En effet, on a, m étant

..mmw
s —
2

plus petit que § et « que 1—;,

fla)—¢(a)<o, [f'(a)—¢'(a)<o,

et, comme f(a), — f'(a), ¢(a), —¢'(a) sont positifs, on en
déduit
¢(a) f'(a)—fla)¢'(a)<o.

On verrait de méme que, pour m >3, ona

¢(a) fl(a)—f(a)¢'(a)>o.
Posons
, 1—gm? f,(a,)a2
90 9(a)

s N .
= et m de o a 1. Sa valeur maxi-

~»

%f—(—l—) croit lorsque @ va de o a

(@)

et r est compris entre

mum est donc
90.16
5.x%2 =h

2

V2
2

N——"

Wi

2 2
{}—(),0275(1—--97)12)(-2—1—:}) ’ %—0,0322(|—-—9m2)<2a> .

™
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3. Cherchons la distance du point R, correspondant & z = mu«

3 A 4 T .
au point R correspondant & r = . Lorsque a = 3 le sinus de ce

dernier arc est égal a 3—? et I'arc lui-méme a
3_m+__L_ 3m\ 3+ 1.3 31)1)5+
2 2.3 ) 2.4.5\ 2

mm . 3m
— —arcsin — = A m(1—gm?).

Posons

A est une fonction de m? qui va en croissant lorsque m? va de o a
+ On le voit aisément en remplacant dans le premier membre de
cette équation 'm? par i + « aprés I'avoir divisé par m. Les coefli-
cients des diverses puissances de a sont tous positifs et le termc
indépendant de « est nul. A est toujours inférieur & o,1 ct sa va-
leur est trés voisine de 0,08 pour m = 3, de 0,07 pour m = o.

Supposons ( fig. 2) a << = 5 m<y
Alors AR, > AR. On a

Ills(;l;ma = sind,
o désignant I'arc RR,.
Or
LiI=rpR —rpRy,
LI=r(pR—pR)+(r—ry)piRy;
mais o
. 2ma-——30 . 0
pR—th:zsm—z— sin —;
par suite

pR —p;Ry < sinma sing,

et il vient

(r—-ri)glR, Sma (1— o smhna) sind;
d’ailleurs
J— 2
p1 Ry = cosma — cosa, p1Rysinma = ,il-([—qi)ahla(a)
ct
—gm?
r—r="=0" fi(a)

<9(a)
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d’aprés le n® 2; par conséquent,

(1—m?) fi(a)

180(0I — r sin2 ma)

m(1—gm?)ad>sing,

)

_ cosa+3(cosAR —cosa) _ 2 ~osa
- cosAR 3 2c0sAR
La fonction

1— m? 1 — m?
180(01 — rsinzZma) ~ 120 cos?ma

. . T
atteint sa valeur maximum pour a =

S et m=13; fi(a) est dail-

Fig. 2.

leurs toujours inférieur 4 1 et il vient, en définitive,

5
0,1m(1—gm?) (2;‘1-) > sind.

Si m>1%, ry est supérieura 2, AR > AR,; les calculs précé-
dents subsistent avec quelques modifications; dans le dénomina-
teur, OI — rsin?ma doit étre remplacé par Ol — rsin2AR, et
I’'on trouve que

(o1 —gm?)m (%.?)5

est toujours plus grand en valeur absolue que sind et de méme
signe.

4. Dans la pratique du dessin, toute distance inférieure 4 5 de
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millimétre est négligeable. On pourra donc substituer le point R
au point R, lorsque

R 2a\%

oo
R, désignant le rayon du cercle, sera inférieur & 0,0002. Lorsque
R, le rayon, est plus petit que o™, 50, cette limite n’est pas at-
teinte, quel que soit m, supposé toujours plus petit que §, pourvu
T
6
sion d’un arc par %, le résultat pourrait étre considéré comme

que a soit inférieur 4 -; en opérant donc sur le reste de la divi-

rigoureux. En outre, lorsque m est voisin de 3 ou de 4§, il est

avantageux de diviser I’arc dans le rapport 4 — m, d’ou I'on dé-
duira facilement la fraction m.



