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Sur les courbes gauches algébriques ; surface engendrée par les seécantes
triples ; nombre des sécantes quadruples ; par M. Picquer.

{Séance du 23 juillet 1873)

I. On connait la définition de la courbe gauche de degré m : c’est une
courbe coupée par un plan quelconque en m points. Cette définition géo-
mélrique, impliquant la connaissance du degré, puise son origine dans I’al-
gébre, et ne saurait conséquemment s’appliquer qu’aux courbes algébri-
ques, c’est-d-dire aux courbes qui sont le résultat de I'intersection de deux
surfaces algébriques. Il suit de 12 que I'on ne peut pas généralement consi-
dérer I'ensemble de deux courbes gauches de degré p et ¢, comme une
courbe gauche de degré p+ ¢ ; car si une courbe de degré p—+q siluée sur
une surface algébrique se décompose en deux autres dont les degrés
respectifs sont p et ¢, ces deux derniéres courbes auront généralement un
certain nombre de points communs, ce qui n’aurait pas lieu si I'on prenait
au hasard les deux courbes pour constituer la courbe de degré p-+¢. Ainsi
¢’est & tort que 'on voudrait considérer deux droites de I'espace comme for-
mant une courbe gauche du second degré : elle satisfait pourtant & la'défi-
nition, mais I'on voit qu'une des premiéres conséquences de cette définition
est'une restriction de celte définition méme (*).

II. La théorie générale des courbes gauches repose essentiellcment sur
les formules de Cayley, déduites des formules analogues de Plicker, rela-
tives aux courbes planes ; nous allons les rappeler. Soient

m le degré de la courbe gauche,

n la classe de la surface développable dont ses tangentes sont les géné-

ratrices,

r le degré de cette surface,

a le nombre de plans stationnaires,

B le nombre des points stationnaires,

x le nombre des points par ou passent deux génératrices non conséculives

de la développable, points situés dans un plan donné,

y le nombre des plans passant par deux génératrices non consécutives

de la développable, plans passant par un point donné,

h le nombre des sécantes doubles de la courbe que 'on peul mener par

un point donné, ‘

(*) Pour préciser davantage, deux courbes qui n'ont aucun point commun ne peuvent
étre considérées comme formant une seule courbe, que lorsqu’une troisiéme courbe in-
tervient, que chacune d’elles rencontre en un ou plusieurs points. Ainsi la courbe d’inter-
section d'une surface du second degré avec une surface du troisiéme peut se décomposer
en une courbe du quatriéme degré et deux droites qui ne se rencontrent pas, mais qui
rencontrent chacune la premiére courbe en trois points.
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g le nombre des droites par ol I'on peut mener deux plans tangents 4 la
développable, droites situées dans un plan donné’;
on a entre ces neuf quantités les douze relations suivantes, dont six seu-
lement sont indépendantes et peuvent servir, lorsqu’on en connait trois, &
déterminer les six autres :

n=r(r—1)— 2z —3m, r=m(m— 1) — 2h — 38,
a=3r(r—2) — bz — 8m, n=>5m (m — 2) — 6h — 83,
r=n(n—1) — 2 — 32, m=r(r —1) — 2y — 3n,
m=23n(n — 2) — 6g — 82, B=3r(r—2) — 6y — 8n,
m—a=3(r—n), n—B=3(r—m),
2x—g)=(@r—n)(r+n—29), 2y — h)=(r—m)(r +m—9).

Et si la courbe considérée est I'intersection de deux surfaces de degrés
g, v, comme I'on a indépendamment

m=py, B=0, r=w(+v—2), 2h=p (u—1)(v—1),

on a plus d’éléments qu’il n’en faut pour déterminer les cinq autres carac-
téristiques en fonction de v et de » (*).

II[. Des neuf caractéristiques d'une courbe gauche, une des plus im-
portantes est la quantité h qui exprime le nombre de sécantes doubles que
I’on peut mener & la courbe par un point donné : clle va nous servir  trou-
ver une relation dans laquelle entre le nombre k des points communs & deux
courbes gauches algébriques, résultat de la décomposition d’une courbe
simple. Soient, en effet, h, et h, les caractéristiques relatives aux deux
courbes dont les degrés respectifs sont p et ¢; si m=p-q est le degré de
la courbe primitive, et si k, est le nombre de ses sécantes doubles issues
d’un point donné, il est clair qu'il se composera : .1° des sécantes doubles
issues du point & chacune des deux courbes suivant lesquelles elle se dé-
compose, c’est-d-dire h,+h,; 2° des droites issues du point et rencontrant
une fois chaque courbe, droites égales en nombre aux génératrices suivant
lesquelles se coupent les deux cones ayant pour sommet le point donné, et
les deux courbes pour bases respectives; c'est-d-dire & pq, si ces courbes
n’ont aucun point commun. Mais si elles ont un point commun, la droite joi-
gnant le sommet commun & ce point est comptée dans les pg génératrices,
et doit en étre retranchée si I’on ne veut que le nombre des droites qui ré-
pondent proprement 4 la question, lequel devient pg —1; si elles ont &
points communs, il deviendra pg— k. On aura donc

hy=hy + kg + pqg —k,
d’ou I'gn tire
(1) k=pq+ hy + hg— hy,.

(*) Sawmov, Géométrie & trois dimensions, p. 250.
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Ainsi, toutes les fois que I'on connaitra les caractéristiques des deux
courbes élémentaires, on pourra, au moyen de ceite formule, déterminer
le nombre de leurs points d’intersection. Elle introduit un élément de plus,
le nombre k, et une relation de plus.

IV. On peut en déduire quelques relations simples entre les caractéris-
tiques des courbes élémentaires et celles de la courbe primitive. On a, par
exemple, en supposant toujours p==-0,

rp=p(@p—1)—2hy, r¢q=q(q—1)— 2h,
et
2k = 2pq + 2hy + 2hq — 2h,,.

Ajoutant membre & membre, il vient

@) 1o+ 2%=(p+q7*—(p+q) —2hy
:(P+‘I)(P+q—1)—2hm:m(m_1) th:r.

Le degré de la deéveloppable correspondant & la courbe primitive est égal ¢
la somme des degrés des developpables correspondant aux courbes élémen-
taires, plus deux fois le nombre des points d’intersection.

On aurait de méme :

(3) n=—ny—+ng+ 6k,

(4) a=oay+ag+ 12k,

(5) r=xp+xg + 2k (rp + g + k—2) + 1p 2y,

(6) y=yp+yg+ 2%k (p+ 1+ k—5) 4y,

(7) g =gp + gq + 2k (3ny + 3ng + 9k — 1) + nyn,.

Mais toutes ces équations sont des conséquences de la premiére ; intéres-
santes au point de vue géométrique, elles ne fournissent aucune relation
distincte.

V. B étant nul en geneéral pour les courbes algébriques, il en résulle
qu’une courbe de degré m est délerminée, si I'on connait un autre de ses
éléments, la quantité h par exemple. Nous allons, au moyen de la for-
mule (1), étudier quelques surfaces particuliéres, relatives d une courbe
gauche, et en déterminer les éléments au moyen de m et de h ; ainsi, lors-
que la courbe sera connue, la surface le sera également.

VI. Et d’abord, il est facile de vérifier ceite formule en I'appliquant a
des cas connus. On verra, par exemple :

1° Qu’une courbe gauche du second degré (conique) ne peut se décompo-
ser en deux droites, que si ces deux droites ont un point commun ;

2° Qu'une cubique gauche ne peut se décomposer en une conique et en
une droite, que si ces deux courbes ont un point commun. Si I'on suppose
qu'ensuite la conique se décompose en deux droites, on voit que, pour
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que l'ensemble de trois droites forme une cubique gauche proprement
dite, il faut que I'une d’elles s’appuie sur les deux autres;

3° Qu'une biquadratique (courbe gauche du quatriéme degré) de pre-
miére espéce (intersection de deux surfaces du second degré) ne peut se
réduire 3 une cubique gauche et & une droite qu’autant que cette droite est
une sécante double de la cubique gauche, ce qui arrive lorsque les deux
surfaces ont une génératrice commune. Si la biquadratique est de seconde
espéce (intersection d'une surface du second degré et d'une surface du
troisiéme degré ayant en commun deux droites qui ne se rencontrent pas),
il faudra que la droite et la cubique aient un point commun. D’ou il $uit
qu’une cubique gauche située sur une surface du second degré forme une
biquadratique de premiére espéce avec toutes les génératrices d'un sys-
téme, et de seconde espéce avec toutes les génératrices de I'autre ;

4° Qu’une courbe gauche du sixieme degré, intersection d’une surface du
second degré et d'une surface du troisiéme degré, ne peut se décomposer
en deux cubiques gauches que si ces deux courbes ont cinq points com-
muns; ete,

Généralement, considérons trois surfaces de degrés g, v, p, se coupant en
pvp points. Les deux premiéres, dont I’ensemble fait une surface de degré
p—+v coupent la troisiéme suivant des courbes de degrés respectifs pp et vp,
dont ’ensemble fait une courbe de degré ( p—+v)o. Donc, si une courbe de
degré (v -+ v)p se décompose en deux courbes de degrés yp et vp, ces deux
courbes devront avoir pvp points communs. Remplagons donc, dans la rela-
tion (1), p par pp, q par vp et m par (x—+v)p, il viendra

uvp® + g + b — hip + ) = p¥p.
Dailleurs h,, = % po (r—1) (p—1); le premier membre devient donc

1 1

v+ 5 ol — 1){o — 1) + (s — (e —1) — § (5 + )+ v =)o —1),

ou
pye® + % ele —1) [P(t‘-—” +y(—1) = (e +v— 1)]»
ou _
p.vp’—%p(p—lﬂ‘u.v ::yvp[p—(p—i)]: uvp. C. Q. Fi D.
VII. On peut encore appliquer la relation (1) a la recherche du degré
¢ de la surface engendrée par le mouvement d’'une droite s’appuyant sur
une courbe donnée de degré m,, et assujettie a étre sécante double d’une

autre courbe gauche de degré m.
Le nombre cherché étant égal au nombre des droites qui rencontrent deux
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fois la courbe de degré m, une fois la courbe de degré m, et une fois une
droite donnée, est égal & m, fois le degré de la surface que I'on obtiendrait
en remplagant la courbe degré m, par une droite. On peut ainsi simplifier
le probléme, et, dans ce cas, il est évident qu'un plan passant par la droite
coupera la surface, outre la droite avec un degré de multiplicité h,,, sui-

vant les 5m (m — 1) droites joignant deux d deux ses m points d'intersec-

tion avec la courbe; le degré cherché sera doncd = hm—|-% m(m—1) (*).

Mais on peut y arriver autrement; soit en effet f(m) le nombre cherché.
Si I’on suppose que la courbe de degré m se réduise a deux courbes de de-
grés p et ¢, la surface cherchée se composera de trois surfaces, 'une de
degré f(p) engendrée par le mouvement de la génératrice sur la courbe de
degré p, une seconde de degré f(q) pour la courbe de degré f{(¢), ct enfin
une troisiétme engendrée par le mouvement d’une droite rencontrant la
droite donnée, et une fois chacune des deux courbes, surface dont le degrée
est généralement 2pg (**) si les deux courbes ne se coupent pas. Mais si elles
se coupent en k points, ce degré doit étre diminu¢ de £ fois le degré de la
troisiéme directrice qui est 1 (***).

On aura donc

fim)=f(p)+f(q) + 2pg — L,
et, en remplagant k par sa valeur,

f(m) —:f(P) + f(q) +2pq - (Pq + hP + hfl - l'm)*
ou

f(m)={(p) +f(q) + pg + hp — By — hy.
En remplacant f(m), f(p) et f(q) par leurs valeurs h, -+ gm (m—1),

hy + %p(p —1), et hy+ %q(q—— 1), on verrait aisément que I'équation

est vérifiée, si 'on a m = p -+ ¢. Mais on peut procéder autrement, et s’en
servir pour trouver f(m). Pour cela, supposons p=m —1 et g =1, c'est-i-
dire décomposons la courbe de degré m en une courbe de degré m — 1 et
une droite, I'équation devient alors

fm)=f(m—1)+m A +hy—hn_y,
car
f1)=0 et h,=0;

(*) Saumon, Géométrie & trois dimensions, p. 352.
(**) Ibid., p. 350.
(***) Ibid., p. 352.
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de méme
f’(Yn—’l):f(m —2)+m'—9+hm—l"hm_a\

et ainsi de suite jusqu’a

[(3)==[(2) 42+ s — Iy,
=) +1+h —h.

Ajoutant toutes ces équations membre i membre, il reste

1
fim)=hy+m—1)+m—2)+ ... +2+1=h;+gm(m—1). co.rp.

VIIL. 1 est clair toutefo's que la formule (1) ne peut s’appliquer qu’a
une condition expresse, c¢’est que I'on ne demande pas une décomposition
impossible. Supposons par exemple que I'on veuille décomposer la courbe
gauche du neuviéme ordre, interseclion de deux surfaces du troisiemedegré,
en une cubiqgue gauche et une courbe du sixiéme degré, intersection d’une
surface du second degré et d’une surface du troisiéme. Celte décomposition
n’'est pas possible, car si I'une des surfaces du troisiéme degré se décom-
pose pour donner avec 'autre la courbe du sixiéme degré au moyen d’une
surface du second degré, le reste de la surface sera un plan qui donnera
pour le reste de la courbe une cubique plane, coupant en six points la
courbe du sixiéme degré. Si alors on voulait appliquer la formule, on
aurait

k=3.6 4+ hy+ hg— hy.
Or

!.I.‘I(:I. —_ 1)(V - 1) =

Iy =

oL =

donce

La cubique gauche couperait donc la courbe dusixiéme degré et par
suite la surface du second degré en sept points, ce qui est impossible,
puisqu’elle n'est pas sur cette surface dont la ccurbe du sixiéme degreé est
Pintersection compléte avec la surface du troisiéme degré.

Mais sil'on admet que la cubique doit étre plane, on aura alors iy = 0 et
k =6, comme nous 'avions prévu.

IX. Nous avons vu que le degré de la surface engendrée par le mou-
vement d’une droite qui rencontre une fois une courbe de degré m, et deux
fois une courbe de degré m est

f (m, my)=m, [h,n + %m (m— l)]

Par chaque point de la premiére courbe, on peut mener h, génératrices
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de la surface; donc cette courbe en est une courbe multiple d’ordre h,,.
Par chaque point de la seconde on peut mener m,(m — 4) génératrices de
la surface, qui sont les génératrices communes des deux cones ayant le
point pour sommet et chaque courbe pour base; celte courbe est donc
aussi une courbe multiple de la surface, d’ordre m,(m —1).

Tout ce qui précéde est vrai si les deux courbes n’ont aucun point
commun; si elles ont un point commun, le céne qui a ce point pour
sommet et qui a pour base la courbe de degré m fait tout entier partie
de la surface. La surface proprement dite sera done 'autre partie, de degré

m,l:hm-l— ‘!)m (m -i)]— (m—1); et, s'il y a k points d'intersection,
f (m, m) se réduit &

8) m,[hm+%m(m—-1)]-—k(m——1),

et il y a en oulre k cones de degré m —1, dont il n'y a pas lieu de tenir
comple.

Dans ce cas, chacun des cones passe une fois par la courbe de degré m;
le degré de multiplicité de I'autre restant égal & hy, celuide la derniére
doit donc &tre diminué de k, et il devient m,(m — 1) —k.

Nous allons appliquer ce qui précéde a la détermination du nombre des
droites situées sur une surface du troisiéme degré non réglée. Considérons
la courbe du neuviéme degré décomposée ainsi qu’il a été dit plus haut en
une cubique plane et une courbe du sixiéme degré, intersection de deux
surfaces du second et du troisiéme degré, et cherchonsle degré de la surface
engendrée par le mouvement d’une droite s’appuyant une fois surla cubique
plane et deux fois sur I'autre courbe. On aura alors

/(6,5)=5<h6+-;- .6.5) —6.5,

car nous avons_ vu que les deux courbes ont six points d’intersection. Et
comme h, = 6, le degré cherché est 33. Ainsi, la surface proprement dite
est du trente-troisitme degré; et elle coupera la surface du troisiéme
degré suivant une courbe du quatre-vingt-dix-neuviéme degré. D'ailleurs
toutes les génératrices de la surface ayant trois de leurs points sur les deux
courbes directrices ne peuventi couper en un quatriéme point la surface du
troisitme degré, 3 moins d’étre tout entiéres sur cette surface. Donc les
deux surfaces ne peuvent avoir de points communs en dehors des deux
courbes directrices et des droites situées sur la surface du troisiéme degré.
Or, la surface réglée renferme la cubique hy,, = 6 fois, elle renferme I'autre
courbe m, (m —1)—k=3.5—6=9 fois; si donc on appelle x le
nombre des droites situées sur la surface du troisiéme degré, on a

3.6 4+6.94+2=—99, 18454+ 2=99,
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Si, dans f (m, m), on fait

my=1, m=4, hy=2, k=2,
ou
m=1, m=3, hy=1, k=1,

on trouve, comme on doit s’y attendre, une surface du second degré,

X. On peut appliquer la méme méthode a la recherche du degré de la
surface engendrée par les sécantes triples d’une courbe algébrique. Si I'on
suppose en effet que la courbe se décompose en deux autres de degrés p et ¢
(p-+ g=m), la surface cherchée se composera des deux surfaces analogues
pour les courbes suivant lesquelles elle se décompose, en outre des surfaces
engendrées par le mouvement de la génératrice s’appuyant une fois sur
I'une des courbes et deux fois sur I'autre, surfaces dont les degrés respec-
tifs seront, d’aprés ce qui précéde,

p[m+g00=10]—ka=1 e g+ 5ot ~1)]—kp—1.

k ¢tant le nombre des points d'intersection des deux courbes. Si donc on
appelle ¢(m) 'expression cherchée, on aura

1 1
o(m)=¢(p) + ¢lq) +p ["q +54(e— 1)] +4q [hp +gplp— 1)] —k(p+4q—2),
ct, en remplagant k par sa valeur,

elm=e )+ el +p [l +gala—0]+a[l+gp 1]
— (g + hp + hg — I (p + ¢ —2).

Telle est 'expression deg(m); pour la déterminer explicitement, nous
supposerons comme plus haut p =m —1, =1, de telle sorte que I'une
des courbes sera une droite, et nous aurons

o(m)=o(m—1)4hn_1+ ;— (m—1A)m—2)—(m—1 + hy— y— h,)(m—2),
puisque ¢(1) =0 et , =0, ou

olm) == p(n — 1) 4 (m —2) by — (m— 5) hn — 1 — § (n — 1)(m — 2);
de méme

om—1)=o(m—2) + (m —3) hy—q — (m—4&) by _s —-%(m —2) (m — 3),
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et ainsi de suite jusqu’a

? () = (5)+ 2y — by — 504 - 1) (h—2).

¢ (3) est évidemment nul, puisque toute cubique gauche peut étre mise sur
uné surface du second degré et n'admet pas conséquemment de sécantes
triples en dehors des génératrices de la surface, quila coupent les unes en
un point, les autres en deux; il vient donc, en ajoutant toutes ces ¢quations,

¢ (m)= (m—9) h,,,-—h5-% Z"Z(m—a)(m—m.

n .
La quantité h; + ; Y (m—1)(m—2)est facile a caleuler et ost égale 4
- L]

% m (m— 1)(m — 2); ona donc

9) ¢ (m) = (m —2) [h,,, — :—) m(m— l)]

On a ainsi le degré cherché en fonction de m et de h,. La surface ad-
mettra la courbe directrice comme courbe multiple d’ordre b, —m + 2,
puisque, par chaque point de la courbe, on peut mener h, — m -+ 2 droites
qui la rencontrent encore deux fois (*).

XI. Oa peut appliquer celte formule aux courbes les plus usuelles.
Nous venons de voir que, pour m =3, ¢(m) est nul; pour m=4%, on a
deux valeurs de h, h =2 ou h = 3. La premiére valeur donne la courbe
d’'interseclion de deux surfaces du second degré, pour laquelle on doit
trouver, pour la méme raison que ci dessus, ¢(m) = 0. Pour m=4, h =75,
on a la courbe d’intersection partielle de deux surfaces du second et du
troisiéme degré, courbe qui est toujours sur une surface du sccond degré
et sur une seule, et qui est rencontrée trois fois par les génératrices de I'un
des deux systémes; on doit donc trouver ¢(m) =2. Il n’y a pas d’autre
courbe simple du quatriémne degré, car le maximum de . en fonction de m

est évidemment %(m—-— 1)(m — 2), nombre maximum des points doubles

d'une courbe plane de degré m, ce qui donne 3 pour m = 4.
On sait qu'il y a trois espéces de courbes du cinquiéme degré pour les-
quelles & peut étre égal &4 4, 4 5 ou 4 6 (**). On aura, suivant ces cas,

¢(5)=2, ¢(5)=5, ou o(5=S3.

La premiére est I'intersection partielle de deux surfaces du second et du

(*) Saxox, Cambridge and Dublin mathematical Journal, 1.V, p. 24,
() Ibid., p. 40.
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troisieme degré-qui ont une droite commune; les” génératrices d'un
systéme de la premiére surface la coupent donc en trois points et les géné-
ratrices de I'autre en deux points : on doit donc trouver ¢(m) =2.

Pour les courbes gauches du sixiéme degré, le minimum de k, qui est en

—_ 2
e ) , est 6(*). 1l correspond

1
2
a la courbe d’intersection compléte de -deux surfaces du second et du troi-
sicme degré (II). Une pareille courbe est évidemment rencontrée en trois
points par les génératrices de chacun des deux systémes; la surface des sc-
cantes triples sera donc deux fois la surface du second degré, et 'on auvra
g(m) =4.

Plus généralement, si I’on considére une courbe de degré pair 2¢, inter-
section d'une surface du second degré et d’'une surface de degré ¢, chaque
systéme de génératrices de la premiére surface rencontrant la courbe en
q(g—1)(¢—2)

1.2.5
comme unc sécante triple; la surface cherchée sera donc la surfice du
qla—1)(¢—2)

genéral le plus grand entier contenu dans

¢ points, une génératrice peut étre considérée de facons

second degré prise fois pour chaque systeme de géné-

1.2.5
— —92) .. _
ratrices, soit 2 il 112)‘(43 ) fois. De sorte que »(m) doit étre égal
o Ug—1)(g—2) _ 2m (m m_ o\ _ mm—2)(m—4
- 1.2.5 —52 "2—_1/ v 7)) T T e

Cest ce qu'il est facile de vérifier en remplacant, dans Pexpression gé-

m(m—2)

nérale de ¢(m), h par sa valeur, qui est » en vertu de la formule

h= cl—) wv(p. —1)(v—1). Il serait aisé d’établir ainsi a priori la valeur de
¢(m) pour loules les courbes situées sur une surface du second degré.

La courbe du sixiéme degré pour laquelle . est égal a 7 s'obtient en dé-
composant en une cubique gauche et une courbe du sixiéme ‘degré la
courbe du neuviéme degré intersection de deux surfaces cubiques. Cetle
courbe intéressante se présente d'une fagon trés-remarquable dans 1'étude

(*) M. lalphen a énoncé cet important théoréme (Comptes rendus de I Acadcémic des
sciences, 1. LXX, p. 381). Sans y ajouter rien de nouveau, on peut le préc'ser en remar-

’

. . . m—1)\2 m—1 1
quant que, si m est pair, le plus grand entier contenu dans ( 5 est 3 ~3

m(m — 2) . . . .
= (——’ : la courbe ecst alors l'intersection d'une surface du second degré avec une

m . . - . m—1
surface de degré g Si m est impair, le minimum de /. est précisément ( N ) , et

la courbe est I'intersection partielle d'une surface du second degré avec unce surface de

, m
degré

;-1 » intersection dont le complément est une ligne droile,
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du réseau de surfaces du second degré, comme étant le lien des sommets
des cones du réseau, ou encore le lieu des points dont les plans polaires
par rapport a toutes les surfaces du réseau passent par une méme droite,
lesquelles droites sont précisément les sécantes triples de la courbe. Cette
étude fait voir que la surface des sécantes triples est du huitiéme degré et
admet la courbe pour courbe triple, c’est ce qui résulte encore de notre
théorie générale.

XII. Si I'on considére la courbe du neuviéme degré, intersection de deux
surfaces du troisiéme degré, I'application de la formule précédente va encore
nous permettre de determmer le nombre des droites situées sur 'une des
deux surfaces. On a, en effet, pour celte courbe,

hy =18 (VII), q(9)=7(1s——%. 9.s> =42

La surface engendrée par ses sécantes triples est du quarante-deuxiéme
degré, et admet la courbe directrice comme courbe multiple d’ordre
hy—9+42 =11, Une génératrice de la surface ayant trois points sur la
courbe, et par suite sur une quelconque des deux surfaces du troisiéme
degré, ne saurait d’ailleurs en avoir une quatriéme sur cette surface sans
étre située tout entiére sur elle ; donc, si I'on considére la courbe d’in-
tersection d’'une des surfaces du troisiéme degré avec celle du quarante-
deuxi¢me degré, elle ne peut se composer que de la courbe directrice du
neuviéme degré et des droites situées sur la surface du troisiéme degré. Si
donc z est le nombre de ces droites, comme l'intersection compléte doit
étre de degré 3. 42 =126, on aura

11.9 4+ =126,
d’ou
t=21.

Plus généralement, soit une courbe de degré 3m, intersection d'une sur-
face du troisiémie degré avec une surface de degré m, et pour laquelle

h;,,,:—;—i’)m(m —1)(3 — 1) =3m(m ~1);

Oh aura
o(5m)=(3m —2) [5m(m —1)— 3 5m(5m — 1)].

et en réduisant

o(3m) =2 (5m — 2)(3m — 5).
2

Si I'on considére la courbe d'intersection de cette surface avec la surface du
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troisiéme degré, courbe de degré égal & 39(3m), elle se composera de la
courbe précédente prise avec un degré de multiplicité égal &

hsm—om + 2 = 3m(m — 1) — 3m + 2 =3m2 — 6m + 2,

et des = droites situées sur la surface du troisiéme degré prises chacune

avec un degré de multiplicité facile & trouver, car chacune d’elles coupe la

surface de degré m, et par suite la courbe en m points, qui, combinés trois a
. m(m—1)(m— 2 .

trois, donnent le nombre —(—1—2)(—5——' de facons dont la droite peut

¢lre considérée comme une sécante triple de la courbe direcirice. On aura

donc

m(m—1) (m—9)

3 N
gm (5m —2) (3m — 5) = 3m (3m* — 6m 4 2) + & L=,

et en réduisant
9(3m — 2)(3m — 5) =18 (dm2 — bm + 2) + x(m — 1)(m — 2),
d'ou
_ 9(3m —2) (3m —-5) — 18 (3m* — 6m + 2)
" (m—1)(m—2)
_ 8tm* —189m + 90 — 54m? 4 108m — 36
- (m—1) (n—2) ’

mt—J%m—42
m—Nm—9 "

=21

XIII. Nous avons jusqu'a présent considéré des droites assujetties a
trois conditions et engendrant une surface; nous allons maintenant leur
imposer une condition de plus, de sorte qu'au lieu de chercher le degré
d'unc sifrface, nous aurons a déterminer le nombre des droites qui répon-
dent & la question.

1° Nombre des droites qui rencontrent une fois quatre courbes differentes,
de degres my, m,, m;, m,.

La surface engendrée par les droites qui rencontrent les trois premiéres
courbes étant en général de degré 2m,mym; (*), la qualriéme courbe rencon-
trera cette surface en 2m,m,m;m, points; il y aura donc en général
9m,m,m,m, droites répondant a la question.

Cela aura lieu si les courbes n’ont aucun point commun ; stipposons plus
généralement que deux courbes de degrés m, et m, aient k,, points com-
muns ; alors le degré de la premiére surface devient

2my mgmy — my kyy — g ks — my kyg (**).

(*) Saruor, Géomélric a trois dimensions, p. 350.
(**) Ibid., p. 352.
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En multipliant ce nombre parm,, on aura le nombre des points d’intersec-
tion de la quatriéme courbe avec la surface. Mais parmi ces points se trou-
vent ceux ou elle rencontre les trois courbes directrices, lesquels fournis-
sent des droites qui ne répondent pas & la question. Considérons, par
exemple, un de ses points d’inlersection avee la courbe m ; les deux cénes
ayant ce point pour sommet et pour bases respeciives les courbes m, et m;
se coupent suivant m,m; droites qu’il y a lieu de retrancher des préce-
dentes, et comme il y a k,, points d’intersection, ce sera mymyk,, droitcs
d retrancher ; de méme pour les points d'intersection de la courbe m, ave:
les courbes m, et m;. Le nombre cherché sera donc

2my mgmsmy — my my kg — mgm kg —mgmy ki,
— mymykyy —mgm, kyy —m,my kyy,

ou plus simplement
L]
10 2m, my my m, — mymg kig .
(10)  my my mg E pmg hrg

XIV. 2° Nombre des droites qui rencontrent une fois deux courbes de
degres m, et m,, et deux fois une coube de degre m.

Considérons tout de suite le cas général ou les deux premitres courbes
coupent la troisiéme respectivernent en k, el k, points, ct ot clles onl de
leur cété k,, points communs.

La surface engendrée par une droite s’appuyant une fois sur la courbe m,
el deux fois sur la courbe m est alors de degré (IX)

m, [h,,, + %m (m — 1)]— ky (m —1).

En multipliant ce nombre par m,, on aura le nombre des points d'inter-
section de la courbe m, avec la surface ; mais il faudra, comme plus haut,
en retrancher les génératrices qui répondent & ses points communs avec les
deux autres courbes, savoir : h, pour chacun de ses points d'intersection
avec Ja courbe m, et m,(m — 1) pour chacun de ses points d'inlersection
avec la courbe m, car en chacun de ces points les cones ayant respective-
ment pour bases la courbe m, et la courbe m sont d degrés m, et (m—1).
Le nombre cherché sera donc

(M) m, m, [hm+f2m(m—1)]-_k, g (m— 1) = kym, (0 — 1) — by Iy

Toutes ces droites s’appuyant deux fois sur la courbe m seront des généra-
trices doubles de la surface engendrée par les droites qui s’appuient une
fois sur chacune des trois courbes. On aurait de méme deux nombres ana-
logues de génératrices doubles pour cette surface, cn permulant les {rois
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courbes deux & deux, de sorte que le nombre total des génératrices doubles
de la surface qui est égal, lorsque les trois courbes ne se coupent pas, & (*)

1
m, m, [hm + gm (m — l)] + mym [h,,,, + %m, (my — 1)]
+ mm, [h,,.2 + %m, (my— 1)].A
doit étre diminué, dans le cas général que nous avons considére, de

k, [m2 (m — 1)+ my (my —1) +hm,_,]+ k, [m‘ (m—1) +m, (my— 1)+ hm,]
+ ky, [m (my — 1) + mg (my — 1)+ hm].

Les droites correspondantes, au lieu d’étre des génératrices doubles de
la surface, deviennent alors des génératrices doubles des cdnes suivant
lesquels elle se décompose, et qui font que son degré s’abaisse alors de
Immam a 2mmm — mk, — myk, — mk,,.

XV. 3° Nombre des droites qui rencontrent deux fois deux courbes don-
nées de degres m, et m,.

Pour trouver ce nombre, nous allons d’abord supposer que les deux
courbes ne se coupent pas, et nous emploierons le procédé qui nous a déja
servi, c'est-d-dire que nous décomposerons l'une des deux courbes, la
courbe m, par exemple, en deux autres de degrés p et ¢ (p+qg=m,),
ayant k points communs donnés par 1'équation

) k=pq + hp + hg — hp,.

Soit F(m,, m,) le nombre cherché; il se composera alors des droites qui
rencontrent deux fois la courbe m, et deux fois la courbe p, c’est-a-dire
F(m,, p), plus des droites qui rencontrent deux fois la courbe m, et la
courbe ¢, c'est-a-dire F(m, q), plus des droites qui rencontrent deux fois la
courbe m,, une fois la courbe p, et une fois la courbe g, ou, d’aprés ce qui

précéde, pg [hml — ‘12 my (my— 1 )} —kh,,,. On aura donc
Fomysma) =B, ) + B, ) + g - o (o, — 1) | — i,

et, en remplagant k par sa valeur,

‘ 1
F(m,, mg) =F(m,, p) + F(my, q) + pq [hm: + g™ (my — 1)]
—(pq + hp +hg —hn) b,

() Sarxon, Géometrie a trois dimensions, p. 552,
AQ
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. i 1
F(m,, my) =F(m,, p) 4 F(m,. q) + g P1my (my —1) + hm, (hmy — hp — hy).

Telle est I'équation générale; supposons maintenant que ’'une des courbes
soit une drojte, c’est-a-dire faisons p=m,—1, g=1. Elle deviendra

1
F(mh ms) =F(m1’ my, —1) + g (ms —1)m, _(ml —1) + hm, (h"h._) '—hm,-—i),

car
F(m,,1) =0 et h, =0;
de méme
1
F(my, my — 1) = F(my, my — 2) + 5 (my — 2) my (my— 1)+ Ry (imy—s — hiny—3).
et ainsi de suite jusqu’a

i
F(m,, 3) =F(m,, 2)+§2m1 (my —1) +hm1 hs,

. 1
F(m,, 2) = g M (my—1),

car hy—0 et h, =0.
Ajoutant toutes ces équations membre & membre, les produits en & sc¢ dé-
truisent, et il reste

1
F(m,, my) = hy,hn, + 5 ™ (m,———1)[1 +24+ ... +(m,—1)]

1 1
=lm,hm, + 5™ (m, —1) g Ms (mg — 1) (*).

Cette formule est symétrique en m, et m,, comme cela doit ére; on peut
dsja la verifier en cherchant le nombre de sécantes doubles communes a
une courbe gauche de degré m, et a une courbe plane de degré m,. Le plan
de cette courbe coupe la premiére en m, points qui, combinés deux a deux,

- 1 \ .
donnent évidemment §m1(m1— 1) sécantes doubles de la premiére, coupant
chacune la seconde en m, points; de sorle que chacune d’elles peut étre

\ 1 .
regardée de 5 my(m, — 1) fagons comme une sécante double de la seconde ;
-l

on doit donc trouver % my(m, —1) ~?jmﬁ(m,——i). C’est bien ce que donne

la formule, puisqu’on a alors h,, = 0.
Mais nous allons comme précédemment I'appliquer 4 la recherche du

(*) Cette formule a été donnée par M. Halphen (Comptes rendus de U'Académie des
sciences, 1869, p. 145).
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nombre des droites situées sur une surface du troisiéme degreé ; cherchons
d’abord ce qu’elle devient si les deux courbes m, etm, ont k points communs.
En chacun de ces points, les deux cénes ayant les deux courbes pour bases
respectives se coupent suivant (m, —1)(m,—1) génératrices qu'ily alieude
retrancher de celles qui sont données par la formule; pour k points, on au-
rait donc & retrancher k(m, — 1)(m, —1) génératrices, mais alors celles qui
joignent les k points deux & deux sont comptées deux fois : une lois pour cha-

cun des points qu’elles joignent; on en retranche donc ainsi %k(k— 1) en

trop, et le nombre cherché devient, en général,
1 1
(12) F (my, mg) = hy by, +- 3 my(m; — 1) 3 my(m, — 1)
1
— km, —1)(my —1) + g k(k — 1).

Soit maintenant x le nombre des droites situées sur une surface du troi-
sieme degré, et supposons qu’une pareille surface vienne a couper une sur-
face de degré p suivant une courbe de degré 3p, et une surface de degré q
suivant une courbe de degré 3¢. Si I'on considére ces deux courbes pour
leur appliquer la formule précédente, toutes les droites qu’elle donnera,
ayant quatre de leurs points sur la surface du troisiéme degré, seront tout
entiéres sur cette surface. Réciproquement, toutes les droites de cette sur-
face, ayant p de leurs points sur la premiére courbe et g surla seconde, pour-

. c1 1 A .
ront étre considérées de 5 p(p— 1)5 (¢ — 1) fagons comme des sécantes
doubles communes aux deux courbes. On aura donc

1 . 1 . . 1
hsp hsq + §3p (3p — 1) 5 39(3g — 1) — k(3p — 1)(3g — 1) + g h(k—1)

=2 gpl—1)galg—1)

Dailleurs
1
(m hsp = 5 3p(p — 1)(3 — 1) ==3p(p — 1),
hsg =3q (¢ — 1),
et
k =3pq,

cest le nombre des points communs aux trois surfaces. Il vient alors
9 P "
9pq(p — 1)(g— 1) + 7 p(3p — 1)(3¢ — 1) —3pq(3p - 1)(5¢ — 1)
1 E
+ 5 3pa(3pqg — 1) = 7 p(p — 1)glg — 1),

d’ou I'on tire facilement, en réduisant, x=27.
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Si les deux courbes sont du méme degré et de la méme espéce, on a
F(m,, m,) =h,§+%m’ (m—12 - k(m—1) +% k(k—1).

Par exemple :
Deuzx cubiques gauches ont géneralement dix sécantes doubles communes.
Si elles ont k points communs, elles n’en ont plus que

1
10— g k(9 — k),

quantité qui devient nulle pour k =4 et k=>5. Pour des valeurs de k
supérieures 4 9, le nombre cherché deviendrait supérieur & 10, au lieu de
lui étre inférieur ; mais il faut remarquer que, pour £ > 6, les deux courbes
coincident, et alors la formuleé cesse d’étre applicable.

Elle doit donc étre appliquée avec circonspection : il peut arriver, par
exemple, qu’elle donne un nombre négatif de sécantes doubles communes :
c'est qu’alors la valeur de k est impossible, soit que les deux courbes coin-
cident pour cette valeur de k, soit que, pour ce nombre de points com-
muns, les deux courbes en admettent nécessairement d’autres.

Il faut encore écarter le cas ou les deux courbes se trouvent sur une
méme surface réglée, dont toutes les génératrices les rencontrent deux fois.

XVI. 4° Nombre des droites qui rencontrent trois fois une courbe donnee
de degré m et une fois une courbe de degré m,.

Nous avons vu que la surface engendrée par les sécantes triples de la
courbe m est de degré

i
o(m) = (m —2) [h,,, — gmlm — 1)],
le nombre cherché sera donc, en général,

m(m — 2) [hm - % m(m — ‘l)]

Mais, si les deux courbes ont £ points communs, par chacun de ces points
il passe hy —m -+ 2 génératrices de la surface (X), lesquelles doivent étre
retranchées; il reste alors

1
(13)  y(my,m)=my(m— 2) [h,,, — gmm — 1)] — (g —m+9).
Si nous revenons maintenant a la surface engendrée par une droite qui ren-
contre une fois une courbe m, et deux fois une courbe m, et pour laquelle
f(my, m) =m, [h,,, + -;— m(m — 1) :] — k(m— 1), on voit que ses généra-

trices multiples seront : 1° les droites qui rencontrent deux fois chacune
des deux courbes; 2° les droitesqui rencontrent une fois la premiére et trois
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fois laseconde. Les premiéres peuvent étre considérées de deux facons comme
génératrices de la surface et seront doubles, les secondes seront triples,
puisque leurs points d’intersection avec la courbe m peuvent étre combinés
deux & deux de trois fagons. On aura donc F(m,,m) génératrices doubles,
et m(m — 2)[h,,.—-% m(m — 1)] — k(hn —m - 2) génératrices triples.

XVIL. 5° Nombre des droites qut rencontrent quatre fois une courbe donnée
de degré m.

Pour le trouver, nous décomposerons comme toujours la courbe en deux
autres, de degrés respectifs p et q(p +q=m). Le nombre cherché ¢(m)
se composera évidemment des droites quirencontrent quatre fois la courbe
p, et quatre fois la courbe ¢, c’est-a-dire Y(p) + ¥(q), plus des droites qui
rencontrent une fois; la premiére et trois fois la seconde et inversement,
c'est-a-dire x(p, q) + x(q, p), et enfin des droites qui rencontrent deux fois
chacune des courbes ou F(p, q). On aura donc

$(m) = ¢(p) + ¥(q) + 2(p-9) + x(a:p) + F (p.q)-
Remplacant ces différentes fonctions par leurs valeurs
dm) = 4(p) + la) + pla — ) [ by — jata = 1]
+alp — s — 52(p — )] — Kby —p+ ) — Khg— g +2)
+ hyhy + 5p(p — 1) 5 9lg — 1) —k(p —1)(qg —1) + 5 k(k —1),

k étant le nombre des points d'intersection des deux courbes, nombre
égal a
() k= pq -+ hy+ hg — hy.

Si on le remplace par cette valeur, il vient

Yom) = 4(p) + 4(0) + pla — ) he —gala — 1)
+ alp—2) [ b — 5olp =) — (pa + by & by — by + he—m 4+ 4
+ hphg + 5 p(p—1) 3 4lg — 1) — (pg + hp+hg — ha)(p —1)(g — 1)
+%(pq+hp + hg — hy)(pq + hp + hg— by —1).

Telle est I'expression générale de {(m); pour la déterminer explicitement,
nous ne ferons pas comme plus haut p—=m—14, ¢ =1, parce qu’alors la
droite suivant laquelle la courbe m se décompose devient une sécante qua-

druple d’ordre k(k—1) :k2—:,; 2) (k —9) de la eourbe m— 1, ce qui com-




— 278 —

pliquela question ; mais rien n’empéche de faire p—=m — 2, ¢ =2, c’est-a-
dire de décomposer la courbe en uneconique et une courbe dedegrém —2.
On aura alors

par suite

) =4{m —2) + 2(m — &) hns —  (m — m—3) |
—(2m — & + by — o — hy)(hp—2 — m - 4)

4+ 5 m—2)(m—3) = (@m — k+ hy—s — hy)(m —3)
+ 3 @M — b b3 — hy)(2m — 5+ g — ).
Séparant les termes en & des termes indépendants de h,
$(m) ==¢(m —2) + 2Am — Bhn_s — 2(m — hn—2 + (m— 4)(hn —2 — hn)
— hm — a2 (hm—2— hy) — (m — 3)(hm —3—hp)

5 (m — b=+ 2m — 5)(hm—s — hy)+ 3 (b3 — )+ (m),

avec
fm)= — 3 (m—%)(m—3)(m — &) +2Am— (m— &)+ 3 (m--9) (n—3)
—2(m — 9)(m — 3) + (m— 2)(2m—5),
ou
flm)= —3(m— 2)[2m=_-14m+24—12m 48 —Bm+ 9
+ mm—aa-nm-;-zo],
flm)= — 3 (m—2) (2m* —29m + T5).

Si ’on ordonne {(m), il vient
$(m) =¢(m —2) + %hﬁ—- h,,,[m—-&—m +3 + % (4m—9)]

(4m — 9)]

[T

i hm_,[gm—s—2m+4+m_4-—m+5+

1
éh%_z—hmhm_’ -+ f(m).

Le produit hnhy s disparait, et il reste, en réduisant,

—hh—s +hphp—s+

Y(m) = y(m—2) + %h,’n— -;.h,,,(m-u) + %h,,._z (im —19) —%h?,._,-{-f(m),
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expression trés-remarquable en cesens que, si 'ony remplace m par m -2

. les coefficients de hj_, et de h,_4 restent les mémes au signe prés, de
sorte que h,,_, disparaitra dans ’addition. On a, en effet

Y —9) = 4(m — 4) + 3 b s — 3 b s (bm — 19)

+%hm_.(4m—27)—;—h,§_‘+f(m——2).

11 y a maintenant deux cas & considérer, suivant que m est pair ou im-
pair. Si m estpair et égal & 2p, on ira de la sorle jusqu’a

UO) = )+ § 3 — 22 ho Sy — 3 B3 + £(6)
YA = ghi — by + 1 (8),

car ¢ (2)=0 et h,=0.
Ajoutant toutes ces équations, on a

Ym) = 3 b — g b (dm —11) + 3 ()

2 f (m) estfacile & calculer, il suffit de remplacer m par 2p et de chercher

2 f (2p), puis de remplacer p par T, on trouve alors
Ef m(m — 2)(m — 3)(m — 13).

On a donc définitivement

(14)  $(m) =3 hu(hn —-4m+“)———m(m—

wna

)(m — 3)(m —13).

Si m est impair et égal & 2p + 1, le calcul se fait aussi facilement, car
ona

¥6) = 4)+5 13 — 3 s + [(5)
W) =

etl'on a

Him) = § b (o — A 41) + 1+ 3 739+ 1),

ce qui conduit & la méme { rmule.
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En appliquant cette formule, on remarque que, abstraction faite de la
ligne droite, la premiére courbe qui ait des sécantes quadruples est la
courbe gauche du cinquiéme degré pour laquelle hA,—6, qui a une sé-
cante quadruple. Les deux courbes du sixiéme degré que nous avons con-
sidérées, pour lesquelles i,==6 ouh, =7, n’en ont pas. Mais toutes les
autres courbes du sixiéme degré en auront nécessairement, puisque y(m)
est du second degré en h et que deux valeurs de h seules peuvent I'an-
nuler pour une valeur donnée de m. Ce sont les courbes pour lesquelles
h=8,h=90ouh=10, et qui ont respectivement 1, 3 et 6 sécantes
triples.

Si I'on considére la surface engendrée par les sécantes triples de la
courbe m, toutes les sécantes quadruples en seront des génératrices
multiples d’ordre 4. La surface ¢(m) a donc {(m) génératrices quadruples.

Nous terminerons en vérifiant au moyen de cette formule I'existence des
217 droites d’'une surface du troisiéme degré. Supposons, pour cela, qu'une
surface du troisiéme degré rencontre une surface de degré p suivant une
courbe de degré 3p. Les sécantes quadruples de cette courbe, ayant quatre
de leurs points sur la premiére surface, y seront tout entiéres; réci-
proquement, toutes les droites de cette surface rencontrant I'autre sur-
face, et, par suite, la courbe, en p points, pourront étre considérées de
plp—1p—2)(p—3)

1.2.3.4
On devra donc avoir

— onP(p—1)(p—2)(p—3)
Y(3p) = 2 1.9.3.4 ’

facons comme sécantes quadruples de la courbe.

ce qu'il est facile de constater en remplagant (XII), dans J(m), m par 5p et
hy par 3p(p — 1) (*).

(") M. Zeuthen, de Copenhague, nous a communiqué un mémoire dont il est I'auteur
(Annali di matematica, 1810), dans lequel il démontre également les formules suivantes
relatives aux courbes gauches :

plm) = (m—2) [In—g m(m—1)],

¢(m)=%hm(hm — dm + 1) — = m(m — 2)(m — 3)(m — 13).

1
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Suivant toute justice, nous nous empressons de lui restituer la priorité.



