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Note sur un systéme de deux courbes planes;

par M. C.-A. Larsanr.

(Séance du 18 juillet 1888.)

Soient, dans un méme plan, deux courbes quelconques. A partir
d’une origine, choisie arbitrairement sur chacune d’elles, portons
des arcs égaux, dont les extrémités X, Y (fig. 1) sont variables
avec la longueur commune des arcs.

Prenons le milieu Z de la droite XY. Nous nous proposons de
déterminer la tangente et ie rayon de courbure de la courbe (Z)
décrite par ce point.

Rapportant les points 4 une origine quelconque, nous avons

(1) 27 =Y+ X,

dour
2dz = dy -+ dx.

Mais, les arcs décrits par X et Y étant égaux en longueur,

(2) dx =¢bds, dy=ends;
donc

g &
(3) dz:gz—s(r:ﬁ—ka"l):a’scosE 2115 2

La tangente a la courbe (Z) a par conséquent pour inclinaison

£+ NPT . . \
"T‘-' c’est-a-dire que si nous menons 7P, ZT paralléles aux tan-
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gentes en X et Y, la tangente cherchée sera la bissectrice ZZ/' de
I'angle PZT.
Il est a remarquer que, si 'on vient & changer le sens suivant
lequel sont comptés les arcs sur I'une des courbes, on aura pour
la tangente une direction perpendiculaire a la précédente, puisque

Fig. 1.

I'angle PZT se trouvera remplacé par son adjacent supplémen-
taire. .

Soient maintenant X,, Yo, Z, les centres de courbure en X,
Y, Z des courbes (X), (Y), (Z) respectivement.

Nous avons

, .ds __.ds
%) )ixo—tzs-aa, YYo_ld—'qEn'
De plus, la longueur de I'élément d’arc dz étant, d’aprés la for-
mule (3), ds cos 5—2-"1 » et 'inclinaison de ce méme élément E——:——n )
ds cos ; _ b B
(3 17, = o — .

a5 + db,
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Des relations (4) et (5) on déduit
df vy _ (% dy
o XXo+ LYY, = (g} + 3}') Z,,

c'est-a-dire, en tracant ZU, ZV respectivement équipollentes

XXO; YYO;

(6) %ZU+ %xv:(%+%) ZZ,.

Le point Z,, centre de courbure cherché, est donc situé sur la
droite UV. Nous savons en outre qu'il est situé sur la perpendicu-
laire a ZZ/, c'ést-a-dire sur la normale, ce qui le détermine com-
plétement.

.Pour la courbe résultant du changement de sens des arcs sur
I'une des courbes données (X) et (Y), il n'y aurait rien de
changé, si ce n’est, comme nous I'avons vu plus haut, que ZZ'
deviendrait maintenant la normale. Le nouveau centre de cour-
bure Z| serait donc a la rencontre des droites UV et ZZ/.

Cette construction trés simple se préte a une généralisation assez
facile de la maniére suivante. Supposons que les arcs portés sur
les deux courbes (X) et (Y) soient non plus égaux comme précé-
demment, mais dans un rapport constant, et qu’on divise la droite
XY en Z dans le méme rapport. On aura alors
(7) ===k
en désignant par sz, s, les arcs de deux courbes.

On reconnait alors immédiatement que la tangente en Z, comme
ci-dessus, a une inclinaison égale 4 la demi-somme des inclinaisons
des tangentes en X et Y.

Quant a la détermination du centre de courbure, on remarquera

que I'on a
idsy , itkdsy ot
= )

XXo = & € &
; ds.
YY, = ‘d:Y e,
a2k ids, .
ZZ”_I_—l-—_k—‘ m (EE—F e‘f)),

et, par un calcul tout & fait analogue & celui que nous avons in-



diqué plus haut,

2k.YY,

2.XXO
8) (- )22y — 2250 g 24T

dy.
Or, si par le point Z nous menons une parallele ZA (fig. 2)

Fig. 2.

YO

a XX, jusqu’a la rencontre de YX,, puis une parall¢le ZB a YY,

jusqu’a la rencontre de XY,, et si nous construisons

U =2ZA, ZV =21B,
nous aurons
— 2.XX, XV = 2k.YY,

ZU="T"%> T Tk

La relation (8) devient alors
(9) (& + di)ZZo= dE ZU + dy ZV,

c’est-a-diré que le centre de courbure en Z est situé sur la droite
joignant les deux points U et V, dont nous venons d’indiquer la
construction.



