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Mouvement d’un point pesant sur une sphére. — Détermina-
tion, & U'aide des conditions initiales, des cas ot le mobile
quitte la sphére; par M. CHarLan.

(Séance du 23 janvier 1889.)

Soient r, § et 5 les coordonnées semi-polaires d’un point M,
de masse m, placé sur la surface intérieure d’une sphére de
rayon /, le plan des xy étant le plan horizontal passant par le
centre, 'axe des 5 étant dirigé vers le bas.

Les équations du mouvement sur la sphére sont

(1) de = L%
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en posant

o(5)=(283+ ¢ )2 32) — c?,

les constantes étant données par
2= (12— 330} cos?ay, ¢'=vl—2g83,.
Appelons x, B, y les racines de ¢(3) : nous savons que

3) 3 |—o vy —1 «a 2y B +!

9(3)[+» 0o —c2 o virisinfay, o0 --c?

Nous avons, pour la pression,
N= —’;(3gz+c’);

cette pression sera nulle pour une valeur 3,

'

(4
2y =— ﬂ'.
Cherchons les cas ol z, sera compris entre les racines x et B,
auxquels cas le point matériel quittera la sphére.
Pour que o < 3, <B, nous voyons, en nous reportant a (3),
quil faut et il suffit que — ¢ < 3, ou

c'

(-l) l>3g’
et que 9(3,) > o0 ou

Cp_ 2\ _aso:
(5) 3(1 )0
d’ott

2 ¢ i 2.
osta0 < gy (4 o

En supposant (4) satisfait :

. c c'? . . ,
i — 2 e ) —— * -
I. Si TU=rryrs (l ng) 1> o, le mobile quittera forcé
ment la sphére, c’est-d-dire quelle que soit la direction initiale.
II. Si < 12 e )—— r<< o, le mobile quittera con-
CsE=a T T o8 ’ 1
ditionnellement la sphére, c’est-d-dire pour toutes les directions
de la vitesse initiale supérieures a 'angle déterminé par
c' c'?
2 - — 2
costar= 5o (P 5’
XVit. 8
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équation qui aura une racine si
(6) ¢'>o.

Le premier membre des deux inégalités considérées peut s’écrire

Yt &E . 2 2(gl2— 4 22)];
27g’v§(l’—z§)[9" 785093+ 282 (92— 4 33)];

laissons de c6té le dénominateur, qui est toujours positif, et dé-
composons le trindbme entre crochets, en remarquant que ses deux
racines sont du signe de z,,

(7) —(¥3+ &%) [08—§(7Zo+3»/QZ3~ 81’)] [‘%-— £(720—3V 95— 81‘)]'
I. Cette expression (7) sera positive :
1° Si, en supposant 932 <’812, nous avons
vi+ gz0<o0,

cette inégalité implique z,<< 0; alors (4) est forcément vérifié,
car nous pouvons l’écrire

vi< g(31+ 23).
2° Si, en supposant gz2> 8/2:
(a) 39 <o, le trindbme a ses racines négatives, nous avons
vit+gz<o:
I'inégalité (4) est encore satisfaite.

(b) 39> 0,alors v} + gz, est positif, nous avons
‘-g (780— 3y 953 — 812) < 03 %(7zo+ 3y 9zt —82):

I'inégalité (4) est vérifiée, car g(3{+ 23,) est supérieur a la plus
grande des racines du trindme.

II. L’expression (7) sera négative :
1° Si, en supposant gz < 82, nous avons
v+ &20> o0,
(a) 39<<o, la condition (4) et la précédente nous donnent

g(3l+230) >0} >— g5
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I'inégalité () est forcément vérifice.
(0) 3¢> o0, la condition ¢2+4 235> 0 est vérifiée d’elle-méme,
les inégalités (4) et (6) nous donnent
g3l +250) >0 >295,.
2" Si, en supposant 32> 8/*:
(@) 3o< 0, nous avons
v2+ 239> 0.
Cette condition, réunie avec (4), nous donne
&3L+23) >0} >—gs0:
I'inégalité (6) est forcément vérifiée.
(b) 34> 0, nous avons pour ¢ des valeurs prises en dehors des
racines du trinéme.
Mais (6) indique qu’il faut prendre
vE > 2 g35);
or 223, est inférieure a la plus petite racine; de plus, nous de-
vons satisfaire a (4), de telle sorte que nous pouvons prendre
4 Al QJ2 -
2 (750 3V&3]—80) >0} > 245
ou
8 (.. PO v r-w
g3l 4+ 30) >v3> Y (730+ 3Vgsi—8/%).
En résumé, si a 'origine :
I. Le mobile est au-dessus du plan des x)- :
1° Il quittera forcément la spheére si
vi+g50<0;
2* Il quittera conditionnellement la sphére si
831 +4235)) > v§>— g3
11. Le mobile est au-dessous du plan des z), mais au-dessus du

plan 5 =2{y/2.
Il quittera conditionnellement la sphére si

g3l +230)>ed>0g5,.
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INl. Le mobile est au-dessous du plan 5 =2\/5:
1° Il quittera forcément la sphére si

2° Il quittera conditionnellement la sphére si

%(730—3V9zg—811) >vE>2823

ou si

£(31+1230)> 03> £ (72,+ 3y 973 —80).

Remarquons que, dans tous les cas ot ¢’ est positif et, par suite,
5, est négatif, le mobile quitte la sphére dans ’hémisphére supé-
rieur. Dans le cas que nous venons d’établir, au mouvement sur
la sphére succédera un mouvement sur une parabole située dans
un plan vertical. Nous pouvons obtenir I'équation de cette para-
bole dans son plan.

Supposons que le plan des zz soit paralléle au plan osculateur
en z, ala trajectoire sphérique, dont p est le rayon de courbure.
Nous savons que p est aussi le rayon de courbure de la parabole,
et le rayon du petit cercle de la sphére déterminé par le plan
osculateur.

La parabole a4 axe vertical

(z—a)=2p(z—B)

sera la trajectoire si nous exprimons qu’elle a un contact du
deuxi¢me ordre au point z, avec le cercle

$2_|_ 32 = 92’

ce qui aura lieu si nous prenons

3
2

— 32)
o= P = )
21(302— 32)
BZT’
3t
n=-—-?2..

Pour déterminer 5, nc faisons plus d’hypothése sur le plan
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des zx; le rayon de courbure en z, est donné par la formule

v .
— = gsina.
P

De la formule connue
v=192g3+c

nous tirons, pour 5 = 3,

°~

S

Nous savons que
ds
dt

V& G-

r24 z2=1[2

cosa =

mais nous avons

et
z = r cosH, ¥y = rsinb;
d’ou, en différentiant,

de=— =22 _ dz —ydb,

12— 32

dy =— 25 ds —x .

72 32

Ces formules, conjointement avec (1) et (2), nous donnent

id_z_' s /9(z) 4
dt 2—352 ] 12— z2
dy __ ys vVe(s)  _ew
(8) P72 Ty B Py
dz __ V3(a),
dt v’
d’ou
. (283+¢')32+c?
sina = T (ags+chyiz
faisons 3z = z,,
.1 c'3+ 27 g2c?
SN = %Z Py >

d’ou enfin

P:—C,l\/ '3 - el
B a78%c
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Soit d la distance du plan de la parabole aI'axe des z: nous avons

de_ 383

Ve'3+ayg2c?

ReMaroue. — Si le mobile est lancé sous la direction ini-

tiale z, définie par 'équation

c c'2

cos2ay—= ——-ou-— (12—
’ 3(12—23)%;( 9g’>’
le mobile ne quitte pas la sphére. En effet, cette égalité revient a
9(31) = 0}

d’on

Sp=a.

Au point 2, nous savons que la trajectoire sur la sphére a sa
tangente horizontale; la parabole & axe vertical, qui'a méme rayon
de courbure, a alors avec la sphére un contact de troisi¢éme ordre;
elle est tout entiére en dehors de la sphére : le point, ne pouvant,
par hypothése, traverser la sphére, restera sur cette surface.



