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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Essai de théorie compléte du systéme de deux formes ternaires
quadratiques; par M. R. Perriv.

La théorie du systéme simultané de deux formes ternaires qua-
dratiques, au point de vue des propriétés des formations inva-
riantes qui s’y rattachent, équivaut a celle des propriétés projec-
tives du systéme de deux coniques; elle n’est pas d’'une moindre
utilité lorsqu’on s’occupe des propriétés de toute nature d'une
seule conique, puisqu’il suffit alors de particulariser convenable-
ment une des deux formes fondamentales. L’importance de cette
théorie est donc incontestable, au point de vue des applications
géomélriques, et cependant elle ne peut étre considérée comme
achevée. Si M. Gordan a établi (') le systéme complet des for-
mations invariantes distinctes, au nombre de vingt, avec leur ex-
pression symbolique; si 'on sait ramener a ces formations celles
qui se présentent dans un certain nombre de questions géomé-
triques; si, enfin, on connait la signification géométrique de
I'évanouissement des invariants, ainsi que des covariants princi-
paux et de quelques-unes des expressions composées avec ces

(*) Voir CLEBscH, Lecons de Geometrie, Tome 1.
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diverses formations, on ignore, d'aulre part, quelles relations
(syzygies) peuvent exister entre les vingl formations distinctes, et
a plus forte raison quelles conclusions peuvent étre tirées de
telles syzygies; on ne posséde pas de formule simple pour passer
de I'équation ponctuelle a I'équation tangentielle des courbes
covariantes du systéme, ou inversement, etc. L’objet du présent
travail est de contribuer a combler ces lacunes, en adoptant une
marche systématique dont j'ai indiqué le principe dans une série
de Notes ('); c’est-a-dire en partant du systéme de quatre formes
binaires (deux linéaires et deux quadratiques) dont les invariants,
ainsi que je I’al montré, fournissent exclusivement et compléte-
ment, par un traitement convenablement dirigé, les sources de
toutes les formations invariantes distinctes que posséde le systéme
de deux formes ternaires quadratiques. En suivant cette marche,
les syzygies qui relient les invariants dans le domaine binaire
fournissent ipso facto entre les formations ternaires obtenues un
égal nombre de syzygies, que l'on peut alors prendre comme
point de départ pour en établir de nouvelles.

Entre autres résultats qui ressortiront de cette étude, je signa-
lerai notamment :

1° L'existence d'une symétrie croisée particuliérement simple
entre les éléments ponctuels et tangentiels relatifs aux deux co-
niques fondamentales ;

2° La possibilité de représenter toutes les formations en em-
ployant comme seules variables (lesquelles figurent des coordon-
nées lantot ponctuelles, tantot tangentielles, et quelquefois I'un
ou l'antre a volonté dans une méme formule) trois covariants
mixles linéo-linéaires (dont I'un est le covariant identique), avec
des coefficients ol n’entrent que les invariants et les contreva-
riants, si ces variables spéciales fonctionnent comme coordonnées
ponctuelles; que les invariants et les covariants purs, si elles
fonctionnent comme coordonnées tangentielles; enlin que les in-
-ariants seuls, si elles peuvent fonctionner des deux maniéres :
de telle sorte qué ces covariants mixtes jouent dans la théorie dont
il s'agit le méme rdle que les covariants linéaires dans celle des

() Comptes rendus, 1o, 27 el 1 janvier 885,
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formes binaires d’ordre impair, et y apportent un genre analogue
de simplifications;

3° L’existence d'une curieuse formule mixte, doublement sy-
métrique, qui fournit I'équation de tous les groupes possibles de
droites ou de points liés symétriquement aux deux coniques par
une condition projective donnée, d’ailleurs quelconque; savoir,
d’une maniére immeédiate lorsque ces droites ou ces points sont au
nombre de quatre seulement, et par I'intermédiaire d’un calcul
d’élimination facile, lorsque le nombre en est supérieur a quatre.

Le premier Chapitre de ce travail sera purement algébrique et
consacré a établir le systéme complet des formations ternaires in-
variantes, avec les syzygies qui les relient, le tout en partant des
théories du domaine-binaire, comme il a été dit ci-dessus. Dans
le second Chapitre, je déduirai des résultats ainsi obtenus un cer-
tain nombre de relations nouvelles, dont j’étudierai, chemin fai-

sant, la signification et les applications les plus immédiates au
point de vue géométrique.

I.
1. Soient deux formes ternaires quadratiques simultanées
s=ax*+by?* +c3* +2fyz +agsxr +2hzy,
sS=adz?+byr+ '+ o2f'yz+2g'zx +o2hxy.

Proposons-nous tout d’'abord d’obtenir le systéme complet des
invariants et covariants purs de ces deux formes.

11 suffira pour cela, ainsi que je I'ai démontré dans le travail
cité plus haut : 1° d’effectuer la substitution

r=X—hY—gZ, y=aY,
ce qui donne pour s et s’ les expressions

s =a(X24YV),
s'=a'(X2+ 2UX + V'),

U, V, V' étant trois formes binaires aux variables Y, Z (savoir
une linéaire U, et deux quadratiques, V et V'); 2° de construire
les invariants du systéme des trois formes binaires simultanées U,
V, V'; 3° de combiner ces invariants entre eux et avec a, a/,
traités comme invariants auxiliaires, de maniére a diviser par a le
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plus possible : les expressions ainsi obtenues qui ne seront plus

réductibles par le méme procédé a d’autres plus simples, seront,

soit des invariants du systéme ternaire (s, s'), soit des péninva-

riants purs (coefficients de la plus haute puissance de z dans des

covariants purs) de ce systéme, et fourniront la totalité des inva-

riants et péninvariants purs distincts qui lui appartiennent. ‘
Or on a immédiatement

U= (ah"— ha')Y + (ag' — ga')Z,

V = (ab— h2)Y2+ 2(af — gh)YL + (ac — g2)Z2,

V'= (a2t —2ahk’'+ h?a')Y?+ 2(af'— ahg' — agh' + gha') YL
+(atd —2agg' + gra’) 12,

ce qui peut s’écrire
U=au'—a'u,
(1) V =av—u?,
{ V=a2'—2auu'+ a' u?,
en désignant par u, v/, v, ¢' les quatre formes binaires suivantes :
u=hY+glZ,
w=hY+g'l,

v =bYi4of YL+ c 22
v =b'Y2+ 2 f'YL + c'Z2.

(2)

Il s’agit de former les invariants du systéme binaire triple
(U, V, V'); rien n’empéche de prendre U, V, V' sous la forme
(1), et d’exprimer les invariants cherchés en fonction explicite de
a, d', etdes invariants du systéme quadruple (u, ¢/, ¢, ¢'). Comme
les coefficients des formes u, /, ¢, ¢' sont indépendants les uns
des autres ainsi que de a, a', ces deux derniéres letires se trou-
veront mises en évidence, et les calculs ultérieurs en seront nota-
blement simplifiés. ‘

Mais le probléme qui consiste & former les invariants du systéme
binaire quadruple (u, ¢/, v, ¢'), et & exprimer en fonction de ces
invariants ceux du systéme triple (U, V, V'), a é1é traité et com-
plétement résolu dans un travail antérieur [Sur le systéme de
quatre formes binaires simultanées, etc. (Bulletin de la Société
Mathématique de France, t. XV, p. 45)]. J'ai établi dans ce
Mémoire : 1° que le systéme quadruple (u, ', ¢, ¢') posséde
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13 invariants, dont les expressions, données par les formules (68)
du Mémoire, deviennent, quand on prend pour formes fondamen-
tales celles que définissent les équations (2) ci-dessus :

A=0bgr —afgh +ch? A'=bg*—af' gh+c'h?,
C=bg?—o2fg'h+ch?, +C=0bgr—afg'h'+c'h?,
B =0bgg' — f(gh' + hg')—+ chh’,
B =0bgg' —f'(gh'+ hg')+ ' hh,
3) { D=be—sfr, I=bd—aff+cb, D=bc—fr,
T = W(fe —cof')+ gh(ch —be')+ g2(bf' —fb'),
I'=h2(fc'—¢f") + g A (cb'— bc') + g2(bf' — fb'),
A=hg —gh, »
N=2hl'(f'—cf')+ (gh'+ hg')(cb' — bc') + 288" (bf' — fb').

2° Que le systéme triple (U, V, V') posséde six invariants, dont
les expressions en fonction des précédents, données par les for-
mules (72) du Mémoire, deviennent, quand on définit U, V, V/,
par les équations (1) ci-dessus :

( Jo =a (a2C —2aa'B + a?A — a A?),
Q' =a?(a2C’'—2aa'B’ + a'?A’— a'A?),
® =a(aD —A),

3 = a[a?l —a(A'+ 2B) +a'A],
® =a?(atD'—2aB’ +a’'A'— A?),
' G =a’[aT'—aa’'A'+ a"T +a(B'—C)A +a'(B— A')A +A3].

(4)

Ces formules (4) fournissent donc immédiatement une série de
six invariants ou péninvariants du systéme ternaire (s, s’), savoir

I I 1
A, =@, =3,
a a

a?

(5) = &, =®, =G

On sait d’ailleurs que, pour un systéme de formes ternaires res-
pectivement d’ordres n, o', n’, ..., I'ordre du covariant pur ayant
pour source un péninvariant donné de poids = et de degrés 8, ',
97, ... par rapport aux coefficients des diverses formes, a pour va-
leur 78 + n'8 + n"8" +...— 3 =. Pour le systéme (s, s'), I'ordre
du covariant pur ayant pour source un péninvariant donné de
degré total 8 et de poids = est donc 26 — § = (les coefficients , o/,
devant d’ailleurs étre regardés, pour le calcul de =, comme de

poids o; g, h, g', I, comme de poids 1; b, V', ¢, ¢, f, f/, comme
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de poids 2). En tenant compte de cette régle et des formules (3)
et (4), on trouve dés lors que, des six péninvariants de la série
(5), les deux premiers sont les sources des deux covariants biqua-
dratiques, le troisiéme est un invariant, le quatriéme et le cin-
qui¢me sont les sources de deux covariants quadratiques, le
sixiéme la source d’un covariant cubique. En ce qui concerne
I'invariant, il n’y a évidemment aucune réduction ultérieure a
chercher ; désignons-le par (D), nous aurons

(6) (D)=%=aD—A=abc+2fgh—-af2—bg’—-ch’.

Pour réduire les autres péninvariants aux formes les plus sim-
ples possibles, écrivons la série des résidus des péninvariants (5)
pour a =o

aA; a'(a’A'—A?); —A; d'A; a’A'—A?% a*T+a'(B—A)A-+A3;

A l'inspection de ces résidus, on apergoit qu’il suffit d’ajouter
au premier et au quatriéme péninvariant le troisiéme multiplié
par @’? et @/, et au second le cinquiéme multiplié par — o/, pour
pouvoir diviser par @ ; la série (5) peut donc étre remplacée par
la série plus simple

bo+a?2® NMNH—ad® ® I+ad® @ g
b b - —_— - =
a? a* a a? a? a’

(7)

La seconde de ces expressions (7) fournit un invariant symé-

trique de (D), et que j’appellerai (D'),

’ L U
(8) (D’): aCDa‘ ”}‘9 ‘=alDl_Cl=alblcl+2flglhl_alfl’_blglg__clhlg.
La quatriéme fournit aussi un invariant, que je désignerai

par (I), savoir

‘ =2%® a1 ap_a—38
(9) ‘( = a'(bc — f?) + b'(ac — g2) + c'(ab — h?)

+of'(gh—af)+2g8'(fh— bg)+ 2h'(fg — ch).

La premiére et la cinquiéme fourniraient des sources de cova-
riants quadratiques ; mais, comme leurs résidus pour @ = o sont
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respectivement @D — 2a/B — A2, a’A’— A2 il est évidemment
possible de les combiner entre elles et avec la quatriéme (dont le
résidu est «'D — A'—2B), de maniére & pouvoir diviser encore
une fois par a : on obtient ainsi, a la place d’un de ces deux co-
variants quadraliques, un invariant, savoir le symétrique de I'in-
variant (I) trouvé ci-dessus

_@'+add =

= =a'l+aD'—C—2B'=a(bc—f2)+....

(10) «(T')
I1 reste une source de covariant quadratique ; on peut lui don-
ner, en combinant convenablement la premiére et la quatriéme
des expressions (7), une forme symétrique par rapport aux coef-
ficients de s et s, et I'écrire
a'd —
Wy = ———
a
(l l) ‘ ’ ! ! N ’
= (ac— g2)(a'b'— h'2) 4+ (ab — h?)(a'c'— g'?)
—2(gh—af)(g' W —a'f").

=aa'l —aC—a'A'+ A2

w, sera la source d’un covariant quadratique .
Je désignerai enfin par ¢ le covariant cubique irréductible qui a

1
pour source — G ; on aura donc

as
(12) | = (hg'— gh' )+ (hg' — gh')(ag' — ga')(&gb' — bg' + fh'— hf')
( + (bf'— fb')(ag'— ga'):

( th=—G =al"— aa'A'+a'*T+ a(B'— C)A+a'(B— A')A+A3

+(hg'— gh')(alk'— ha')(hc'— ch'+ fg'— gf")
“+ (fc'—cf")(ah'—ha' 2+ (cb'—bc ) (ah'— ha')(ag'— ga').

Les résidus, pour @ = o, des six invariants ou péninvariants
» P P

définis par les formules (6), (8), (9), (10), (11) et (12) sont res-

pectivement

—A, adD'—C, aD—A"—2B, a'T—C—2B, A*—a'A,
A3+ a'(B—A')A + a2l

Admettons pour un instant que le systéme (s, s’) posséde des
invariants ou des péninvariants purs distincts des six déja trou-
vés. On devra dés lors pouvoir former des fonctions des six ré-
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sidus écrits ci-dessus, qui s’évanouissent identiquement lorsqu’on
y remplace les invariants binaires par leurs valeurs (3); et, si I’on
suppose ces fonctions ordonnées par rapport a o/, le coefficient
de chacune des puissances de a’ devra s’évanouir séparément, soit
identiquement par rapport aux invariants binaires qui y entrent,
soit en vertu des syzygies qui relient ces invariants (syzygies qui
sonl au nombre de vingt, comme je I’ai montré dans le Mémoire
cité plus haut). Considérons en particﬁlier le terme indépendant
de a': il devra exister, toujours dans I’hypothése admise, des
fonctions de quelques-uns au moins des invariants binaires

A, C, A'+~2B, C—+2B’, A2 A3

qui se réduisent & des identités ou s’évanouissent en vertu de
syzygies. La seule identité possible est évidemment

(A%)2— (A% =o;

et en effet nous verrons tout a I’heure que ¢;— w) peut s’ex-
primer en fonction des autres péninvariants, mais sans avoir be-
soin d’introduire des formations nouvelles. Quant & former des
syzygies entre les six quantités écrites ci-dessus, on vérifie sans
peine, en se reportant aux syzygies données dans le Mémoire
précité (et que j'aurai d’ailleurs occasion de reproduire plus loin
in extenso) ('), que la chose n’est pas possible. Le systéme ter-
naire (s,s') ne posséde donc pas d’autres invariants ou covariants
purs distincts que ceux que nous avons obtenus, savoir :

1° Les quatre invariants (D), (1), (I'), (D’), dont les degrés par
rapport aux coefficients de s et s’ sont respectivement (3,0),
(241), (1,2), (0,3); je les écrirai désormais D, I, I, IV, les inva-
riants binaires précédemment désignés par ces lettres ne devant
plus reparaitre dans la suite de ce travail;

2° Le covariant quadratique w, de degré (2,2);

3° Le covariant cubique ¢, de degré (3,3).

J'ai dit que ¢; — w; peut s’exprimer en fonction des péninva-
riants du systéme. En effet, les six invariants binaires &, A/, ®,

(') Formules (32).
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@, 3, G, sont liés (voir le Mémoxre déja cité) par une syzygie et
une seule, savoir

Gt = Aooh’3 — M2 D' — A2 D.

Or, des formules (6), (9), (11), (10), (8), (:2), on tire succes-
swement
® =aD,
§ =arl—a'®=a(al—aD),
dbo=a'd —a?w, = a(aa'l —a'?D — aw,),
®'=a’l'+ b —a'd =a2(al — w,),
b'=a'® — a*D' = a?(aa’'l! — a'wy— a2D’),

g = aato.

Portant ces valeurs dans la syzygie binaire, on trouve, toutes
réduclions faites,

1} = wy— (al'+ a'I)w} + [a?ID'+ aa' (II'— 3DD') + a*I'D]w,
— a*DD?+ a2a'D' (21D — I?) + aa2 D (21D’ — I'?) — a3 D2 D',

De cette relation entre les péninvariants et invariants ternaires,
on conclut immédiatement qu'il existe entre les invariants et co-
variants purs du systéme (s, s') la syzygie suivante :

(2 =wd—(I's+Is)w2+ [ID's2+ (II'—=3DD')ss'+ I'Ds"2]w

3
3 — DD'2s3 + D'(2I'D — I2)s2s’ -+ D(2ID' — I'?)ss2 — D2D'ss.

Cette syzygie, d’ailleurs bien connue, est la seule qui relie ces
formations, puisque les invariants binaires dont elles dérivent
n’étaient liés eux-mémes que par une seule syzygie : elle est bien
de la forme prévue plus haut d’aprés la considération des résidus.

Les résultats auxquels nous venons de parvenir n’ont évidem-
ment rien de neuf; mais il était utile, ne fit-ce que pour légitimer
plus complétement la méthode employée dans tout le cours de ce
travail, de montrer comment cette méthode permet d'y arriver en
utilisant exciusivement les données fournies par les théories du
domaine binaire, sans faire intervenir aucune considération de
variables ternaires contragrédientes.

2. Occupons-nous maintenant de la ‘recherche des contreva-
riants et des covariants mixtes appartenant au systéme (s, s’).
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Nous avons, pour cela, d’aprés les principes rappelés au début
de ce travail, & adjoindre aux trois formes binaires U, V, V', dé-
finies par les formules (1), une quatriéme forme, savoir

(14) U=(an—hEY +(al—g})Z,

ou &, 7, { sont trois variables contragrédientes a x, , 5; 4 former
les invariants communs & la forme U’, traitée comme si ses coef-
ficients étaient des conslantes, et au systéme (U, V, V'); enfin,
combiner ces invariants entre eux et avec a, @, §, traités comme
invariants auxiliaires, de maniére & diviser par a le plus possible :
toutes les expressions ainsi obtenues, qui ne seront plus rédiicti-
bles par le méme procédé & d’autres plus simples, seront soit des
contrevariants, soit des sources de covariants mixtes du systéme
(sy¢), ew fourniront la totalité des contrevariants et péninvariants
mixtes distincts que posséde ce systéme.

Ainsi qu’il a é1é dit plus haut, le systéme binaire (U, U, V, V')
posséde treize invariants, dont six, ol n’entrent pas les coefficients
de U’, ont déja été écrits [ formules (4)], et ont servi a trouver les
invariants et péninvariants purs du systéme ternaire (s, s'). Les sept
autres sont les analogues, pour le systéme ternaire (U, U, V, V'),
de ceux que j’ai appelés B, B/, C, C/, I”, A, A/ [formules (3)], pour
le systéme (u, @/, ¢, ¢') : je les désignerai respectivement par les
lettres W, W', €, €/, ¢/, £, £': et je les calculerai successivement
au moyen des formules (68) du Mémoire déja cité, en faisant
simplement dans ces formules

ay= ah’'— ha', ay = an — ht,

ay=ag'—ga  ay=al—gt

by = ab— h2, by = ab'— 2ahh’+ h¥a’,

by = af — gh, b, = atf'—a(gh' + hg')+ gha',
by = ac — g2, b, =ac'—2agg' + g2a'.

Il est avantageux, dans ces calculs, de prendre @ comme lettre
ordonnatrice, afin d’apercevoir immédiatement les réductions pos-
sibles, et de calculer au préalable les quatre quantités auxiliaires

0:(10@’14—(11“’0, )\:‘bzb’o—'bo '2,
W by by — byl W= byb,— by b
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dont 'introduction permet d’écrire ainsi les expressions des sept
invariants a calculer

LEY =a|a;bo+ aoa'ob,—ﬂb,,
W' = aya) by + a,a), by — 08},
€ =alby—2q,a, b+ agb,,
€ =aby—aa)a} by + ab,
G = a2 N+ayai A +agl,

( =a0a,l_aia'07.

L =2aq¢a, N+ 0\ +2a;1a) )\

Je poserai, en outre, pour abréger 'écriture

A =bc —f2, F=gh—af,
(15) B =ac —g?, G=fh — bg,
C =ab— A2 H=/fg —ch;

et de méme A', B, C/, F', G/, H', avec les lettres accentuées; ce
qui permet d’écrire ainsi les invariants et péninvariants déja
trouvés

D =Aa+Gg+Hh=Bb+Ff+Hh=Cc+Gg~+Ff,
I =Aad+Bb+Cc'+2Ff'+2Gg'+2HA,
(16) { wy= BC' + CB'— 2FF/,
to =(Bh+Ha+Fg)Cg'+Fh+Ga')
— (B +Ha'+Fg')(Cg+Fh+Ga),

et d’écrire les identités

Ag+Ge+Hf =o, Ah+Gf+Hb=o,
(17) Bf +Fc+Hg=o, Bh+Fg+Ha=o,
Cf+Fb+Gg=o, Cg+Fh+Ga=o,

ainsi que celles qui s’en déduisent en accentuant Lloutes les
lettres.

Il convient enfin de rappeler qu’étant donné un péninvariant
mixte du systéme (s, s'), de degré total § par rapport aux coeffi-
cients de s et de s', de classe §' (degré par rapport aux variables
£, n, ), et de poids = par rapport & x (en considérant £ comme
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k4

de poids o, n et §{ comme de poids 1), 'ordre du covariant mixte
correspondant sera 20 + ' — § .

Cela posé, calculons d’abord I'invariant le plus simple, £. On
trouve

L=a[a(K{—g'n)+ (hg'— gh)E+a'(gn— RL],

I . .
- L est donc la source d’un covariant mixte de classe 1, que la

régle rappelée ci-dessus nous apprend étre du second ordre en x,
Y, 5. Je le désignerai par 3; sa source 3, s’écrira plus symétri-
quement

/=

(18)  Sa===(hg'—gh')t+ (ga'—ag')n+ (ah' — ha')¢.

==
Le calcul de.lI'invariant ¥ donne
W =ala[ch'— fg')n -+ (bg'— fH')L]

+a[(Hh+Gg )+ Ha'n+ Ga'{ +(hg'— gh')(gn — R{)] |

+ a't(bg?+ ch*—2fgh) g

Sil'on ajoute au péninvariant mixte ;2 Wb le péninvariant mixte

¢omposé a'ED, il est clair qu’on pourra diviser par a, et rempla-

cer — vb par un péninvariant plus simple, que je désignerai par a,,

et dont I'expression est

ag= ai’ (W + aa’tD)
(19) =(Ad'+Gg'+HA)E +(Ha'+ Fg'+ BR)n
+(Ga'+Cg'+Fhr),.
Ce péninvariant étant de degré (2, 1), de classe 1 et de poids 4,
le covariant mixte correspondant « est linéaire en z, y, 5, comme
en g’ n, ¢

Le calcul de l'invariant € donne

© =a|ar(blt—afnl+cn?)+a[2GE +2Hin — (gn — kL))
+(bg*+ ch*—2fgh)Er|.
En ajoutant au péninvariant mixte ée le péninvariant mixte

composé DE2, on pourra évidemment diviser encore par a, ce qui
donnera un péninvariant mixte plus simple, de degré (2, o). de
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classe 2, de poids 4, et correspondant, par suite, & un covariant
d’ordre o en x, y, z; ce sera donc un contrevariant, que je dési-
gnerai par ¢, savoir

_CS+abf?
T e

(20) =A82+Bn2+ C{2+ 2F 7l +2GE{ + 2H{n.

Le calcul de I'invariant v’ donne

W=ar|—a(Hn+ Gl +al(Gg+Hh)—(Fg+Bh)m—(Fh+Cg)]
+E(C' g2+ B hr+2F gh)l,
.. . . . . I , . . .
Sil'on ajoute au péninvariant mixte ;1!‘.)’ le péninvariant mixte
composé Ew,, on pourra évidemment diviser encore par a, ce qui
donnera un péninvariani mixte de degré (1, 2), classe 1, de poids 4,
et, par conséquent, un covariant mixte linéaire en x, 3, 2 comme
en §, 7, §. Pour que l'expression de ce péninvariant corresponde
exactement a «, [formule (19)] par simple permutation des ac-
cents, il suffit, comme on le vérifie sans peine, de le prendre en
signe contraire et d’ajouter le péninvariant composé I't. On peut
donc poser
'\l'o.‘,—|— a? WoE
a’d

=Aa+Gg+HAt+Ha+Fg+Bh)yy+(Ga+Cg+Fh)y

(21) ay=It—

o’ sera un covariant mixte linéo-linéaire, symétrique de o.
Le calcul de l'invariant &’ donne

e'=at|ar(c'ni—2f ni+b' () +2a[(gf —he ) in+(hf —gb") E—(gn—h8) (&' n—h'})]
+ (820 —2ghf'+ h2c)§2+-2(gh'— hg')(Ry — gn)E + a'(gn — AL 2.

1

= €/, on peut

Pour simplifier le péninvariant mixte fourni par

tout d’abord y ajouter a’s, ce qui rend tous les termes divisi-
bles soit par a, soit par §; puis ajouter le péninvariant composé
— 22,8, ce qui ne laisse subsister que des termes divisibles par a
ou par §2. Le coefficient de £2 devenant ainsi

bgr+chr—af'gh—Aa'—2Gg'— 2R,

on voit, en se reportant 2 la formule (g), qu’il suffit d’ajouter en-
core 52 pour ne plus laisser subsister que des termes divisibles
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par a. Effectuant la division, on arrive & un péninvariant de degré
(1, 1), de classe 2, de poids 4, correspondant, par suile, a un co-
variant mixte d’ordre o ; c’est donc un contrevariant de classe 2,
que je désignerai par ©. On trouve, pour son expression qui est
symétrique par rapport aux coefficients de s et de ¢/,

&'+ a?(a'c—a2aet +1£2)

“?= a3
{
\

(22) =[(bc'+ cb'— aff')E2+ (ca'+ ac'— 28" )n?
+ (ba'+ ab'—2hh' )2+ 2(gh'+ hg'— af'— fa')ng

+2(fg'+ gf'— ch'— he')on + 2(fh' + hf' — bg'— gb")E(].
Le calcul de I'invariant ¢’ donne

G'= at| @ [(fc'— of Vn2+ (cb'— be')ml + (bf — f6') L]
+a[(cgh'+chg'+ g2f —ghc’' — 2 fgg') n?
—+ (h2c'— g26'+ 2bgg’ — 2chh’)n{
+ (ghb'+ o fhh' — bgh' — bhg'— h2f') (2
4+ (2chf'— afhc' + bgc'— cgb')tn
+ (2/gb'— 2bgf + bhc'— chb')E; ]
+a[(fhic'— ch?f'+ cghb — bghc' + bg2f' — fg2b')k2
+ (fg*a'—cgha'+ g2hg'— g3h' )02
-+ (6g/za'——fh7a'—+— h3g'— gh?h') (2
+ (ghic'+ g3b'— 2082 g'—ach? g'— 2 g2hf'+ i fghg )En
+ (2682 + 28R f'+ 2ch®h'— g2 hb'— h3c'— § fghh' ) B
+(ch*a'— bgra’'+ 2 g2 hh' — 2 gh? g’ )n(]
+ (hg'— gh')(bg*+ ch?— ofgh)§? + @'t (bg?+ ch*— 2 fgh) (gn — hE)!.

. . 1, . .
A linspection des termes de — (', quine sont pas divisibles par

.a,on voitimmédiatement qu'il suffit d’ajoulerle péninvariant D &,
pour les faire disparaitre en totalité. Divisant alors par «, on ob-
tient un péninvariant de degré (3, 1), de classe 2, de poids 6, cor-
respondant, par conséquent, 4 un covariant mixte linéaire en
z, y, 5. Comme il n’est pas possible de construire, avec les for-
mations déja trouvées, un péninvariant composé de méme degré
et de méme classe, il est inutile de chercher une réduction plus
compléte. Je désignerai donc par B le covariant mixte linéaire
dont il s’agit; sa source B3, aura pour expression, tous calculs



faits,
G+ a2D38
Bo = L_a’a—o'&
= 3[A(hg’— &h')+ G(hc'— gf') + H(hf' — gb")]t2
+[B(gh'—af')+F(gg' — ac') + H(ga'— ag')]x?
(a3) | +[C(af'— hg') + F(ab'— hk')+ G(ah'— ha')| {2

+ [B(ab'+ ba'— 2 hk') — C(ac'+ ca'— 28]t
+ [B(hf'— gb') + A(ga'— ag')+ G(gg' — ac’)

+ H(hg'— af')+ F (k' — gf')én
-+ [C(he'— gf') + A(ah'— ha') + H(ab' — hh')

“+ G(af' — hg') +F(hf'—gb)]EL.

Enfin le calcul de I'invariant £/ donne

L=a2( a¥[(cb'g —bc'g'+afc’—acf h')q
+(cb'h'— bc' W+ 2bf'g'— 2fb' g')¢]
+ a? l(bhc’ g —cgb'h'+bgc'h'—afhc'h'
+2chf' W' —chb' g'+ 2fgb' g —2bgf &)t
+ [cg(2ht—a'b')+ bg(28'2+ a'c’)— afha’c'+ acha'f'
+hic'g'—2ghc' K — 4 fg8 W + g (2f K — b'g')]n
+[bh(a'c’—282)—ch(a'b'+2h?) +2fga'b'—2bga’f'
G+ R R —af'g')— g2b'h' 4+ 28hb &'+ 4fhg’h']§2.
+a g [—2Hga'b'+2Gha'c'+ 2(bgr—ch)a' f'— g2h(b' g' +2f'h')
- gh? (K 2 f' g) + g6 W — ke g1
+[2Hga' h'+ g3(a'd'— 2h"?) + gh?(a'c'— 2£'?)
+(4fgh —ch*—3bg*)a’'g' +282h(28'k —a' f')]n
+[—2Gha'g' + h3(28%—a'c’)+ g*h(2h'2—a'd’")
+ (bg?~+ 3chi— 4 fgh)a' K + 2 gh*(a f'— 2.8 k)] |
+a'(ch*+bg*—2fgh)[(hg' — gh')E + ga'n, — ha').

A Tinspection de cette formule, on voit immédiatement qu’en
27

ajoutant au péninvariant '—L; le péninvariant composé Da'3,, le
a

vésultat-sera divisible par a, ce qui donnera un péninvariant mixte
de degré (3, 2), de classe 1, de poids 6, correspondant, par suite,
4 un covariant mixte d’ordre 2 en z, y, z. Pour obtenir une ex-
pression plus simple, j’ajouterai encore — I8,, ce qui permettra
de diviser par 2. Désignant ce nouveau covariant mixte par e,
nous aurons, pour 'expression de sa source ¢,, tous calculs faits,

£'+Data's,—1a’d,
€ = —

=[(Ha+ F g+Bh)(G;+ Fy+ CQ)
—(G'a+C'g-+Th)(HE + Br, + F{)].

2a3

(29)
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3. En résumé, les treize invariants du systéme binaire (U, U, V,V’)
nous ont fourni, pour le systéme ternaire (s, s'), quatre invariants,
deux covariants purs, deux contrevariants et cinq covariants
mixtes. Les sept derniéres de ces formations se répartissent comme
suit, au point de vue de leur degré, classe et ordre respectifs :

Degré par rapport

aux coefficients Classe. Ordre.
St
des. des'.

. S [ 2 o 2 o
Contrevariants .. ...-
, (o 1 I 2 o
a 2 1 I I
a 1 2 1 1
Covariants mixtes ... B 3 I 2 1
3 I 1 I 2
Ve 3 2 1 2

11 ressort immédiatement de ce tableau que le systéme des con-
trevariants et des covariants mixtes n’est pas encore complet : car
le contrevariant ¢ et les covariants mixtes {3, ¢, ne sont pas symé-
triques par rapport A s et s, et leurs symétriques, que nous pou-
vons désigner d’avance par o/, 3/, ¢/, ne figurent pas dans le tableau.
Nous devons donc nous attendre, en poursuivant I'application de
notre méthode, c’est-a-dire en combinant convenablement entre
elles les formations déja trouvées, en vue de diviser le plus pos-
sible par a, a rencontrer au moins les trois formations nou-
velles o', @) ¢, reliées chacune aux formations antérieures par
une syzygie qui sera la waduction immédiate de la combinaison
qui leur aura donné naissance. C’est la recherche que nous allons
maintenant ahorder.

Pour cela, écrivons, en les distinguant par un astérisque, les
résidus pour @ = o des invariants, contrévariants et péninvariants
obtenus jusqu’ici :

"D:_ Gg +Hha, ‘

*I1=Aa +2Gg'+ 2HA —(b' g2+ c' h*— af' gh),
*I'=B'bd + Cc +2F f+2G g+ 20k,
*D'=ANa'+G'g +HPI,

*wo=—(C'g*+ 2F gh + B'h?),
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"t = a*[g2(bf — fb') + gh(cb' — be') + R (fc'—cf )] + (hg'— gh'p
+a'(hg'— gh')(bgg' + chh' + 28hf' — g*b'— h*c'— fgh' — fhg'),
*B0 = (hg'— gh')t+a'(gn — RY),
‘ag = a'(At+Hn+GL)+ (Gg'-+~HA)E+ (hg'— gh') (g0 — kD),
*o =AB+2GE +2HEn — (gn — AL,
*a), =(G'g+HhE+(Fg+Bh)yn+(Cg+Fh)y,
*o = (be' +cbl—affVE2+a'(ent—2fnl+b{2)—2(gn—hE)(gM—A'Y)
+2(fg' + &f' — he'— ck')en + 2(fh' + hf'— bg'— gb')EL,
*Bo = E2[A (hg'— gh')+ H(hf'— gb')+ G(he'— gf )]+ (hg'— gh')(g 7 — h Q)
+ad'[Hgn?— Gh2+ (Gg —HA)n{ + Ab(gn— AY)]
+En[h2 (g’ —cg') + g2 (gb' — bg') +28h(f5'— 8f")]
+ B[ h2(ch' — he') + g*(bh'— hb') + 28h(hf'— fh')],
*e=(F'g +B'R)[GE+h(gn—hL)]—(C'g+F h)[HE — g(gn— RY))

En examinant ces expressions, on remarque tout d’abord que,
dans le produit *8,*x,, les coefficients de 72, 7§, {2 ne différent
que par le facteur o’ de leurs valeurs dans *8,. Donc

a"‘ﬁo - 'sd'ao

est divisible pér £. Si I'on effectue la division, on trouve pour quo-
tient *¢o. Donc

a™*Bo— *x,*3)— E*ep=o0,
et, par suite,

a’Bo— oy 8o — 550

est divisible par a, ce qui fournit un nouveau péninvariant, de
degré (2, 2), de classe 2, de poids 6, correspondant par consé-
quent & un covariant mixte linéaire en z, ¥, 3, irréductible aux
formations précédentes, et que je désignerai par y. La syzygie qui
le définit est, d’aprés ce qui précéde,

(25) sy =358 —ad —em.
(Je désignerai désormais par = le covariant identique
trd-ny + {3,

dont la source est £.) On trouve pour expression de sa source y,,
tous calculs faits,

Yo = (HG'— GH')§2 + (BF'— FB') 9t + (FC'— CF' )2
(26) + (HG'— CH'+ FG'— GF")¢
+ (HF'— FH'+ BG'— GB )y + (BC'— CB')7L.
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On voit que v, ne fait que changer de signe (comme g, et ¢,)
quand on permute les coefficients de s et ceux de s'. La méme
opération laisse évidemment = invariable, et change «, 3, ¢ en
leurs symétriques o/, 3, ¢'; si donc on l'applique a la syzygie
(25), ce qui doit donner encore une syzygie en raison de la symé-
trie évidente du systéme par rapport aux deux formes fondamen-
tales s, s, on obtient cette nouvelle syzygie

(27) sp=—s'y—a'd+¢'m,

laquelle renferme les deux covariants non encore rencontrés 3’
et ¢/, et nous apprend, dés a présent, comment {3, pourra étre
obtenu par I'application de notre méthode, lorsque nous aurons
obtenu ¢;.

Pour obtenir ¢, il suffit de remarquer que, si 'on forme

a'*eg+*wo*0,
les coefficients de 7 et { s’évanouissent, et celui de £ se réduit a
*to. Donc a'eg+ Wy 8y —4,§ est divisible par «, et, en effectuant
cette opération, on trouve précisément ¢;, ¢’est-a-dire ce qui de-
vient ¢ quand on y permute les coefficients de s et ceux de s'.
On a donc, pour rattacher ¢’ aux formations déja rencontrées, la
syzygie

(28) s¢’=se+ wd —Im,

qui est symétrique par rapport a s et s'.

On voit encore immédiatement que *3}+ a’2*c est divisible
par §, et qu'en y ajoutant — 2a'§*a,, il ne subsiste plus que des
termes en £2; on vérifie sans peine que 'ensemble de ces termes se
réduit a (*w,— a'*1)E2; par conséquent '

83+ a'%c—aa'at + (Ia'—wy)E?
est divisible par a. En effectudnt la division, on trouve, pour

expression du quotient,

bg't+ch?—afg' ' )E2 + (ag'*+ ca'?— 2ga’' &' )2
+ (ah'2+ ba'?— 2ha' W' )2+ 2(ga' ' + ha'g'— ag' k' — fa'?)nf
+a2(gg W —hg?—ca b+ fa'g')bn
“+a2(hg' W' — gh't— ba' g'+ fa' I')EL.

En_y ajoutant — @9, il ne subsistera évidemment plus dans
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cette cxpression que des termes divisibles soit par «, soit par §,
et I'on reconnait sans peine qu’en y ajoulant encore I'E2 elle se
réduit 2 20§ — ad’, en appelant comme ci-dessus o’ le contreva-
riant symétrique de 5. Ce contrevariant, dont il est inutile d’écrire
Pexpression, est donc relié aux formations antérieures par la

syzygie

(29) 62+ s20'+ s —ss'o —am(sa'+ s'a) +n2(Is’'+I's—w) =o.

Nous avons ainsi obtenu, en appliquant notre méthode géné-
rale, les formations §', ¢/, o/, dont I'existence était prévue, et de
plus la formation y, symétrique (au signe prés), par rapport aux
deux séries de coefficients. Pour avoir le systéme complet, tel que
I'a établi M. Gordan, il ne nous reste plus a obtenir qu'un con-
trevariant de degré (3,3) et de classe 3, qui corresponde dualisti-
quement au covariant cubique pur désigné ci-dessus par 7.

Pour obtenir ce contrevariant, que j’appellerai =, il suffit de
remarquer que si 'on forme *aj*B,+ *ay*y,, les termes en 73,
128, 1{2, {3 disparaissent d’eux-mémes ; en divisant par &, on
trouve *I*y,+*D*f;; de telle sorte que

ay Bo—+ % Yo— E(I‘(o"' Dfy)

est divisible par a, ce qui donne un péninvariant de degré (3,3),
de classe 3, de poids 10, correspondant par suite & un covariant
mixte d’ordre o; en d’autres termes, un contrevariant précisément
de méme degré et classe que 7 et qui ne peut étre que 7 lui-méme,
car les contrevariants déja trouvés étant tous de classe paire, au-
cune combinaison formée avec eux ne pourrait fournir un con-
trevariant de classe impaire. Nous avons donc, pour relier = aux
autres {ormations, la syzygie

(30) st=ay+a'8—=n(Iy+DP).

Il est inutile de donner l'expression compléte de = () ; elle
change de signe quand on permute s et s'. En effectuant cette
permutation dans la syzygie (30), on obtient la nouvelle sy-

(*) On lobtiendrait d’ailleurs en permutant les letires majuscules avec les
minuscules dans I’expression de ¢, dont la source ¢, a été donnée ci-dessus [for-
mule (16)].
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zygie
(31) st=a'y—af'—xn(l'y—D'B).

4. Nous sommes maintenant en possession du systéme complet
des formations invariantes, avec les sept syzygies (13), (25), (27),

(28), (29), (30) et (31) qui les relient entre elles. Voici le Tableau
de ces formations, avec la notation de Clebsch en regard :

Degré
dans
les coefficients. Notation
—— de
des. des'. Classe. Ordre. Clebsch.
‘ D....... 3 o o o A‘“
. . I....... 2 I o [ A
. 4 mmvariants . 12
| 1 2 o o A‘z,
D...... o 3 o o Ang
Solieen, 1 o o 2 ¥
. Weeruonn 2 2 o 2 Dy
4 covariants purs ¢ /
. sooi o 1 o 2 S
[ R 3 3 o 3 A
G vvnnnnn 2 o 2 o Fy,
, . ©vennnns 1 1 2 o Fys
4 contrevariants ( ‘,
[ A o 2 2 o Fyo
! Toovinnnn 3 3 3 [ D
Toeevnnnn o o 1 I{ Uy
[ 2P 2 I I 1 B,
aeiei. 1 2 1 1 B,
U B 3 1 2 ¥ C
9 covariants g !
. Youooonon 2 2 2 1 Io
mixtes ,
Bo.i... 1 3 2 I C,
Bevenennn 3 2 I 2 Ty
g i ) 3 1 2 T,
L I I 1 t 2 N

Les formations ¢, 7, B, #', v, 3, ¢, ¢ sont gauches, c’est-a-dire
changent de signe par une substitution de déterminant —1,
comme les invariants binaires dont elles dérivent.

Proposons-nous de former de nouvelles syzygies, en transpor-
tant dans le domaine ternaire celles qui existent entre les treize
invariants binaires dont nous sommes partis.

D’aprés les résultats obtenus dans le Mémoire déja cité plu-
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sieurs fois, ces treize invariants binaires sont reliés par vingt syzy-
gies distinctes, dont voici le Tableau :

G2 = Q'3 — M2 D' — A2 D,
=223 —22:0' — 2@,
L2 =3 (S + SN + 2 ) — (W' 2D + W2D'),
gg’ = Uhh'y — h2 D — w20,
[ g{: Aoty — 'l"zu}‘o’,
G'L =g —ew,
GL =3 (WA + hth’) — 2(AVBD' + A/ V' D),
G =3(W2 + W) — 2SO + ' D),
LL'= M€ —h';
(D@ = e — 'l‘!)z,
(32) II. ®L2=A'S — b2,
3L = A + SN — 20U

QG+ 4§ — WL =o,

MG+ G— WL = o,
A — G + (WD — 3h) L =o,
MG —S G (B — 2 @)L = o,
Ao( L1 — 8L )+ 2(A'DL— BG) =o,
A (LA 3L) — 2(L® L+ W'G) =o,
S(L+8L)—2(SDL+WG) =o,
(L =L )+ 2(ED L — W) =o.

LI

Le groupe I donne l'expression des carrés et produits deux a
deux des invariants' binaires gauches (a 'exception du seul carré
£2) en fonction des invariants droits; nous pouvons donc nous
attendre 4 obtenir les expressions des carrés et produits deux a
deux des formations ternaires gauches ¢, 3, 8, ¢, a 'exception de
32, en fonction des formations droites : il n'y aura méme plus
d’exception pour 32, que la syzygie (29) exprime précisément de
cette maniére. Le groupe II ne contenant que £2 comme invariant
gauche nous donnera des syzygies entre formes droites. Enfin le
groupe III fournira des syzygies gauches, c’est-a-dire dans chaque
terme desquelles entre une formation gauche, et une seule.

Pour transporter toutes ces syzygies dans le domaine ter-
naire, il suffit d’y remplacer chaque invariant binaire par son
expression en fonction des péninvariants ternaires, d’effectuer les



simplifications qui se présentent par la suppression des puissances
de a qui apparaissent en facteur commun ou par ’emploi de syzy-
gies déja connues, enfin de remplacer les péninvariants ternaires
par les covariants dont ils sont respectivement les sources. Les
expressions de ®, ®, 3, &, A/, § ont déja été données plus haut ;
celles des sept autres invariants binaires se déduisent facilement
de proche en proche des formules (18), (19), (20), (21), (22),
(23) et (24). Je les écris toutes ci-dessous, en y remplagant
d’avance, pour plus de commodité, les péninvariants ternaires
par les covariants correspondants :

®=Ds, ®=s(I's—w), 3=s(Is—Ds),
Ao = s(Iss' — sw — Ds'2), f' = s2(l'ss' — s'w — D's2),

G=s% L=s3, W=s(sa—Dsn),
2 = s(so— D=?), W= s2(— sa'+I'sm —wm),
& '=35%(s0 —s'c + 2aw — Ix?), §'=s2(s3—Dér),

L'=s2(2se — Ds'e + 1s9).
Commencons par les syzygies du groupe I. La premiére a déja
é1é utilisée et nous a donné la syzvgie (13). La cinquiéme donne la
relation symétrique que voici:

t8=(D's>— I'ss'+ ws')x 4+ (Ds2— Iss' ws)a'
—+ [(I'—DD")ss'— w(Is'+I's) + w?]x.

oo

(33

La sixiéme donne, en tenant compte de (29),

) ¢ =(s¢—s'c)a—+sod
(31) g

+[202+wo—s(Do'+I'c)]x + (Da'— la)w2;
d’ott 'on conclut, par symétrie,

'8 =—s'd'a+ (so'—s'9)a’
(35) ; we ( ?)

—[2a2+ we'— s'(D'a + I6')]w + (I'a’— D'a)n2.
La neuviéme peut s’écrire, a cause de la troisiéme du groupe II,
L(L—=2L ) = 2(bU — SR
et donne par suite

Sc=(D's?+ s'aw —I'ss’)os — saa’

36)
o +[(I's — w)a+Ds'a']n — DD'sn?;
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d’oit 'on conclut, par symétrie,

8e'= (Iss' —Ds?2—sw)a' + s'aa’

3
37) 3 +[(w —1Is")2’— D'sa]n + DD's'n2.

La deuxiéme donne, en tenant compte de (29) et de (34),

( B2=(w—1Is'—1Is)o?+ (Is+ Ds')os — Dso?

38
(38) +an[(le —Do)a + Dox'] + =2(IDo — I2¢ — D2¢');
d’ou, par symétrie,

2= (w—1Is'—1I's)s"?+ (I's'+ D's)ge’— D's' o2

3
(9) +an[(I'¢’ — D'o) '+ D'd'a] + m2(I'D'e — I'*a’ — D'2q),

La quatri¢me donne, en tenant compte de (33),

tB=(w—1Is)a2+ (Ds'—Is)az'— Dsa?+ [(II'+ DD')s— Iw ]ax
+D(2I's—w)a'n +D(I'w — DD's'— I'?s) n?;

|
d’ou, par symétrie,
1f'=(Is'—w)a?+ (I's — D's)aa’+ D's'e’
(41) +[I'w —(II'+ DD')s']a'n + D'(w —21s")ax
~+ D'(I2s'+ DD's — Iw) w2,

La septiéme donne, en tenant compte de (33),

te =(—1ID's24+DD’'ss'+I'sw — w?)a+(—DD's2+4-I'Dss'—Ds'w]a’

A
(42) —+[I'DD’s2+ D(ID'—I'?)ss'+ D2D's?—DD'sw+1'Ds'w]r;

d’ou, par symétrie,

(43) ; te'=(DD's'? — ID'ss'+D'sw)a + (I'Ds'2—DD’'ss' — Is'w + w?)a
+[—IDD's"?—D'(I'D—12)ss'+ DD2s2 4+ DD's"w — ID'sw]x.
La huitiéme peut s’écrire, en tenant compte de la sixiéme,
G(L'— 5L ) = 2(3SW — BHe® + W' S'D),
et donne par suite, en tenant compte de (36),

(44 Be=(w—1TI's)oa+ (Do —Io)sa’
i4) +[Daa’+(w —1I's)(De — Fo)+ DD'so]x — D2D'x3;
d’ou, par symétrie,

o | e =(w—TIs)da+(D'¢—I'd)sa

(43) z + [D'az' 4 (w —1s")(D'¢ —TI's’) + DD's's’| = — DD"2m3,
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Enfin la troisiéme peut s’écrire, en tenant compte de la der-
“niére du groupe II,

(L+3L0)(L—3L) = 4[wb (I — W) — DL'E],
et donne alors, en tenant compte de‘(36),
(46) e2= (W——Il’s)(azi+ Ds'o—1s'¢)~+D's?(D¢—Ic)+DD'n(25a—Ds'x);
d’oui, par symétrie, ‘

| 2= (w—1Is)(a?+ D'sp —I'sc’)

SN + Ds*(D'p — I'e’) -+ DD'm(as'a’ — D'sm).

Passons maintenant aux syzygies binaires du groupe II. En les
transportant dans le domaine ternaire, avec le secours de (29),
on obtient les trois importantes relations

(48) a?=Dd's + (lo —Dg)s’—ow —2Da'r +I'Dn?,
(49) a2 =D'ss'+ (I'd’—D'gp)s —d’w —2D'an + ID'n2,
2ad'=(D'e —Id")s + (Do’ —T's)s'+ow

(50) ,
+2(la+1a')ynr — (II'+ DD")m2,

dont les deux premiéres sont symétriques 'une de I'autre; la troi-
siéme est sa propre symétrique. Ces trois syzygies ne renferment,
comme il avait été prévu, que- des formes droites ; elles peuvent
servir a ramener toutes les expressions & ne contenir « et &' qu’au
premier degré.

Transportons enfin dans le domaine ternaire les huit syzygies
binaires du groupe III. Le calcul ne présente aucune difficulté, en
s'aidant des syzygies (25), (27), (28), (30) et (31). Voici le
groupe de syzygies gauches auxquelles on est finalement conduit :

(51) (Is—w)B—Ds'y —Iad —2ac + Dme'+ ot = o,
(I's'—D'syB + (Ds'— Is)B'— 2wy

G2 ) (@ = I'm)e (DD — 1) + a(lm — a)e'+ 0t = o,
(53) D(D's—TIs)8 4+ (w—1Is)e+ Ds'e’+at=o,
(54) o« —1'n)3 +Dnp'+Iny + I'e8 + e — e’ = o,
(55) af — Dy + (D —I3)8 —ae =0,

(56) D'(Ds'—I5)8 —D'se+ (I's—w)e'+a't = o,
(57) D(a'—I'n)8 — ae + Dme'+ 3¢ = o,

(58) [(DD'+ II’)T:—-Ia'k— I'a]d+(I'm—a)e — (In—a)e'— ot =0,



(59) Ds'8'+ (Is'—w)y+DD'nd — 2c'= o,

(60) (I's—w)B'+D'sy+I'a'8—2a'e'+ D'ne —a't =0,
(61) . (a—In)f'+ D'l —I'ny —Ic'8 + 9e' — a’c = o,
(62) af'+Dry+ ('’ —D'9)d —d'e'=o,

(63) D'(a—Ir)d+a's'—D'me+d't=o,

(64) D'sf+ (w—1Is)y—DD'né —a'c =o.

Les huit premiéres de ces syzygies [(51) a (58)] proviennent
respectivement des premiére, deuxiéme, cinquiéme, huitiéme,
septiéme, sixiéme, troisiéme et quatriéme syzygies binaires
du groupe III (32). La syzygie (59) s’obtient en divisant par s la
combinaison suivante des syzygies (25), (27), (28), (51), (53),
(57), ol tous les termes non divisibles par s disparaissent d’eux-
mémes,

(w—1Is)sy—sB+ad+me]—Ds'[sp'+5y+a'd—ms]
S +a[se —s'e— wd +mt]
—n[D(D's —I's")8 + (w — Is')e + Ds'e' + at]

o= —§'[(Is —w)B —Ds'y —Tad — 20e 4+ Dme’ + a¢]
' +§'[D(¢'—I'n)d — ae 4+ D'+ a ¢].

Enfin les syzygies (60) a (64) se déduisent respectivement par
symétrie des syzygies (51), (54), (55), (57),(59). Les syzygies
(52) et (58) sont leurs propres symétriques; (53) a pour symé-
trique (56). ‘

5. Nous avons obtenu précédemment dix-sept syzygies don-
nant I'expression de carrés ou de doubles produits de formes
gauches en fonction des formes droites, savoir (13), (29) et (33)
a (47). Je vais maintenant calculer les expressions analogues
“pour tous les autres carrés ou doubles produits de formes gau-
ches, en formant méthodiquement dix-neuf syzygies nouvelles
par le procédé suivant.

Je multiplie la syzygie (25) successivement par ¢, 8, B, ¢; je
remplace dans le second membre les doubles produits ou carrés
de formes gauches par leurs expressions en fonction des formes
droites, connues en vertu des syzygies antérieures ; en utilisant au
besoin les syzygies (48), (49) et (50), il est facile de faire dispa-
raitre les termes non divisibles par s; effectuant la division, j'ob-
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tiens dans le premier membre y¢, yo, Y3, 7, etle second membre
donne, pour ce double produit, I’expression demandée. Connais-
sant ainsi v, vB, ye, il suffit de multiplier (25) par y et d’opérer
de la méme maniére pour obtenir 'expression de y2. J'opére
ensuite de méme sur la syzygie (28), puis sur (27), enfin sur (30);
en profitant d’ailleurs de la loi de symétrie pour éviter quelques-
uns de ces calculs. Les résultats que fournit cette méthode sont
donnés par le Tableau ci-dessous, dans I'ordre méme ou on les

.obtient :
(65) {ty =—-D’lsa?——waa’— Ds'a’2+ D'(Is+Ds’).om
? +D(I's'+ D's)a'nw + DD'(w — Is'— I's) w2,
(66) v8 =so'a + s'oa’— (ax’'+ Ds'e’+ D'sa)w + DD'=3,
(67) By =—TI's'02+ Ds'os’'— Dso’¢ + woyp —oaa’+ (Io+ Do)a'n

+ (21'c — D¢")an — II' o2,

{ B'v=1Is¢'2—D'sec’+ D's'0p —wa'p + o’ax’— (I'cd’+D'o)ar

68) .
( )( +(D's —2ld')a'nm + II'd’ w2,
6 .)( ve =s(Do’'a’—D'oa) — woa'+ n[(ID'c —21'Ds’+DD'¢)s —DD's's+2Dwd’ |
(69)) 4+ Dr2(I'a’+ 3D'a) — 2 IDD'm3,
( s v¢'=+s(Do'a’ —D'oa)+wo'a—n[(I'Da’—2ID'c+DD'¢)s'—DD'sa’+2D'wo]
70
/ )( —D'w2(la + 3Da’) + 21'DD'n3,
{ y2=—Dsd2— D's'02+ wos'+ an(D'ox + Dd'a’)
70 |  +m(DDy—ID's—1IDs),
( Be'=—a2a'+ (we —I's'a)a+ Dso'a’
(72) + w(2l'a?+ laa'— Da'2+ DD's's — I'Dsq’)
l + m2[I'Da’— (II'+ DD"a],
Ble=—anx2+ (wo —Ise')a'+ D's'ox
(73) +n(2la'2+1'ad'— D’'a2+ DD'se’— ID's's)

+ m[ID'a — (II' + DD') o],
(76) ee'=ss'(DD'¢ — ID'ec — I'Do’) + w(D'sc + Ds'c' — aa’)
74 3 + w[D'a(Is + Ds') -+ Da'(I's'+ D's)] — DD'm2(I's + Is"),

(75) g B’ =od'(w —Is'—I's) + ¢(D'sc + Ds'¢' — aa’)

+n[(Ie'+ D's)a+ (I'c +Do')a'] — =2(I'De’ + ID's),
- t1=— D' — I'ate’ — laa — Dad 4 [ 21D a2+ (II'+ 3DD")ax’ + 21’ Da']
76) 3  — [ D(I+ I'D)a + D(I' + ID')a'] + DD'(I' — DD')m3,
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(Cette importante syzygie, dont la signification sera étudiée
plus loin, présente & premiére vue ce caractére remarquable, que
le second membre ne renferme que les quatre invariants et les
trois covariants mixtes linéo-linéaires «, «, o'.)

| 78 = o'a?+ gaa’+ ca?— w[(D'sc + Io')a + (Do’ + I's)a’]

7)) + m[ID's + I'De’— DD's],
(98) B =(—D'e2+ Ioc’— Do'¢)a + (— I'e2+ Dos'+ Iop — Do?)a’
7 + [ID'a? (I'D — I*)og’ — D*¢’2— DD'eg + IDo'o ],

{ tf'=(Is"2— D'oe’—I'c’¢ + D'92)a + (Do2—I'ca’+ D'go)a’

(79) ? +[D"26¢2+ (I'!— ID")o¢'— I'Da"2+ DD'¢’¢p — I'D'oe] =,
8 ¢ =—D'0a2 + (D¢’ —I'6)ad’ + (Do — Io)a'2 + D'(2]l0 — D9)an
(%) g ~+[(II'+~DD')e —I'D¢Ja’'m + D'(— I26 — D26’ + ID o) 2,
5 ' =(I'd’— D'¢)a2+ (I¢'— D'c)aa’+ Da'a2
(81) + [ID'e — (II'+ DD’)¢’'Jan + D(D'¢ — 21'¢')a'n
' + D (D26 4+ I'2¢'—I'D'¢)x?,
8 Ty =(—Do"2+I'cs’ — D'op)a + (— D'c% + [os’— Do'¢)a’
(®2) + [(ID'c +I'Ds")p + (DD’ — II')ss’— DD'02 ],

(83) 3 w2 = DD'¢3— (ID’c + I'D¢’ )02+ [I'D’62+ (II'— 3DD’)o¢’ + IDs"2] o — D263

— (I'’— 2ID")o2¢'— (I2— 21'D)6a’2— D24'3,

Pour faciliter 'emploi de tous ces résultats, je donnerai ici une
Table a double entrée, au moyen de laquelle on peut retrouver
immédiatement, par son numéro d’ordre, la syzygie qui fournit le
carré d’une forme gauche donnée ou le produit de deux formes
gauches données :

t. c. B. g €. g Y- .
(13) (33) (do) (41) (42) (43) (65) (76) |«
(29) (34) (35) (36) (37) (66) (77)|s.
(38) (75) (44) (72) (67) (78) | 8.
(39) (73) (45) (68) (79) | B"
(46) (74) (69) (8o) | e
(47) (70) (81) | ¢
(71) (82) | 1.

(83)

6. En examinant attentivement les syzygies obtenues, on re-
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connait I'existence (indépendamment de la symétrie, évidente
a priori, relative & I'échange dés coefficients de s et de §') d’un
genre particulier de symétrie croisée, qui peut étre défini comme
suit :

« Si, dans une quelconque des syzygies, on remplace s, s', w,
¢, ¢, ¢, , respectivement par Do/, D's, DD'¢, —DD’'<, D/, D'B, 3,
et en méme temps, inversement, ¢, ¢/, ¢, 7, 3, §/, 8, par %, %a

w t g

B’ — BD’ O’ %, Y, en conservant sans modification a, &/, T,
et les invariants D, D/, I, I, on obtient ereore une syzygie. »

Je dirai que deux syzygies sont réciproques quand elles se
déduisent 'une de 'autre par le procédé que je viens d’indiquer.
Ainsi chacune des trois syzygies fondamentales entre formes
droites (48), (49) et (50) est sa propre réciproque, comme il est
aisé de le vérifier. Dans la Table a4 double entrée donnée ci-dessus,
les quatre syzygies (76), (66), (72), (73), placées sur la diago-
nale, sont aussi leurs propres réciproques; et chacune des autres
a pour réciproque celle qui occupe la position symétrique par
rapport & cette méme diagonale. La vérification de cette curieuse
propriété, lorsqu’elle n’est pas immédiate, n’exige que 'emploi
convenablement dirigé des trois syzygies droites (48 ), (49) et (50).

En ce qui concerne les syzygies gauches, on reconnait que les
syzygies (30), (31), (55), (62) ont respectivement pour réci-
proques (63), (57), (59), (64). La réciproque de (25) serait

(84) Do'8 —oe'+ay+Dnf'=o0;

cette syzygie, que nous n’avons pas encore rencontrée, est néan-
moins exacte; car on l'obtient en divisant par s la combinaison
suivante de syzygies connues :

a(25) + Dw(27) — o(28) — 3(48) + s¢55) + n(57) = o.

La réciproque de (27) est évidemment exacte aussi comme
étant la symétrique de (84), savoir

(85) D'ed +d'e+a'y—D'nf =o.
La réciproque de (28) serait

(86) f'o—Bo'+ oy + 7t =o.
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Cette syzygie symétrique, que nous n’avons pas encore ren-

contrée, est néanmoins exacte; car elle s’obtiendrait en divisant
par s* la combinaison suivante de syzygies connues :

o { (s +2am —5'0)(25) + (50 + Dn?)(27) — no(28) — B(29)
+sm[(30) — (54) — (84)] + 3(34) -+ 3(51).

On peut d’ailleurs en vérifier plus rapidement I’exactitude en
la multipliant par =, et remplacant 'z, =, yt, 2 par leurs ex-
pressions (79), (78), (82), (83) : les coefficients de a, o/, =
s’évanouissent d’eux-mémes séparément.

La réciproque de (51) serait

(Ie—Dg)e’— DD'68 — Iay —2DaB’'+ DD'nB — Ds't = o;

mais ce n’est que la combinaison suivante de syzygies déja con-
nues
D[(31) -+ (61) + (85)] + 1(84) = o.

Les réciproques de (52), (53), (54), (56), (58), (61) seraient

respectivement

(I'e —D¢')e'+(D'¢ —Id')e +2(Ir —a)D'B

(87) +2(a'— I't)DB'— 2DD'g8 + (DD'— II')my — wr = o,

(88) (De'—T'c)y+ (Do — Is)B'+ D'sf —ar = o,

(89) (¢/ —T'n)e’+D'me + ID'n8 + I's'y + wB' — D's'B =o,

(90) (D'e—I¢")y —Do'f'+ (I'd’—D'¢)B —a't =0,

(91) (I't — o«')DB'— (It —a)D'B +[(DD'+II')r—Ia'— I'a]y+wr =0,
(92) (¢ —Irm)e+Dne'—I'Dnd —Isy+ wB—Dsp' = o,

syzygies dont I'exactitude pourrait sans doute étre vérifiée assez
facilement. Quant & (60), symétrique de (51), elle donnerait évi-
demment par réciprocité, comme celle-ci, une combinaison de
syzygies connues.

On pourrait chercher & obtenir encore d’autres syzygies gau-
ches, en combinant celles que nous avons obtenues de maniére a
pouvoir diviser par un facteur commun, comme il a été procédé
ci-dessus pour vérifier 'exactitude des syzygies (84) et (86) : je
m’abstiendrai de poursuivre cette recherche, qui ne parait pré-
senter actuellement que peu d’intérét au point de vue des appli-
cations géométriques, point de vue auquel je vais maintenant me
placer.
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II.

7. Avant d’aborder les applications géométriques qui font plus
particuli¢rement I'objet de ce second Chapitre, il ne sera pas
inutile de résumer en quelques mots les résultats purement algé-
briques obtenus dans le premier.

En partant des deux formes ternaires quadratiques s, s, j’ai
établi I'existence des dix-huit formations concomitantes qui con-
stituent, avec s, s’ et le covariant identique =, le systéme complet
de ces deux formes ; savoir :

4 invariants, D, I, I', D';;

2 covariants purs, w, ¢, d’ordres 2 et 3;

4 contrevariants, g, o, ¢, %, de classes 2, 2, 2 et 3;
2 linéo-linéaires a, o/,

8 covariants mixtes... { 3 de classe 2 et d’ordre 1, 8, 8/, v,
3 de classe 1 et d’ordre 2, ¢, ¢/, O.

J'ai calculé les expressions, en fonction des coefficients de s et
de §', des invariants, contrevariants et péninvariants (sources par
rapport a4 x des covariants) purs et mixtes.

J’ai obtenu 67 syzygies distinctes reliant ces diverses forma-
tions, savoir : 36 qui fournissent les expressions des 8 carrés et
des 28 produits deux a deux des 8 formes gauches ¢, ¢, v, 8, B,
B, ¢, ¢, en foncltion des formes droites; 28 syzygies gauches,
c’est-a-dire dans chaque terme desquelles entre une forme gauche,
et une seule; enfin 3 syzygies, (48), (49), (50), ol ne figurent
que les formes droites.

J’ai enfin montré qu’outre la symétrie relative a 1'échange des
coefficients de s et &, il se manifeste entre les diverses formations,
dans toutes les syzygies, une symétrie croisée particuliére, que j’ai
désignée sous le nom de réciprocité.

Au point de vue géométrique, on peut regarder s et s/, égalées a
zéro, comme les équations poncluelles de deux coniques; w et ¢
comme celles d’une certaine conique et d’une certaine cubique
dépendant des deux prémiéres coniques; &, o/, © comme les
équations tangentielles de trois aulres coniques dépendant tou-
jours des deux premiéres; © comme celle d’une courbe de troi-
siéme classe ; enfin 2, o/, 8, 8/, v, 3, ¢, ¢’ comme les équations de
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huit connexes liés aux deux coniques fondamentales ; = repré-
sente le connexe identique.

A ce point de vue général, les syzygies obtenues dans le Cha-
pitre I fourniraient évidemment le moyen d’étudier les particula-
rités que peuvent présenter ces divers connexes. Toutefois, je
n’entreprendrai pas ici cette étude, et je considérerai les forma-
tions mixtes comme représentant les équations tant6t ponctuelles,
tantot tangentielles, suivant le cas, de droites ou de coniques
définies par une droite donnée ou par un point donné, dont les
coordonnées y sont introduites de maniére a n’y laisser subsister
comme variables effectives que les variables de I'une ou de I’autre
série.

8. La premiére question géométrique qui se présente naturel-
lement est de former les équations tangentielles des coniques s,
s'. La syzygie (29) fournit immédiatement la réponse. Soient en
effet z,, y,, %, les coordonnées d’un point quelconque M de la
conique s, mais que nous supposerons n’étre pas en méme temps
sur §'. En introduisant ces valeurs de z, y, 5, s s’annule; s’ et w
prennent des valeurs déterminées s\, w,; g, a, o/, = deviennent

'

des fonctions déterminées 8y, a,, o), =, des seules variables &,
7, &, comme sont déja s, ¢/, . La syzygie (29) prend la forme

3+ 5o —m[2siay+ (wy—Is|)m]=o,

et elle exprime que I'équation langentielle ¢ = o est exactement
équivalente a celle-ci :
0} —m Iy,

oum, est le point M, ¢, et I, sont deux autres points dépendant de
la position de M. Mais cette derniére représente, comme on sait,
une conique passant par les deux points =,, II;, les tangentes en
ces points allant concourir au point ¢,; donc M est sur g, et, par
suite, ¢ est I’équation tangentielle de s.

Par le méme raisonnement, appliqué toujours a la syzygie (29),
on voit que 5 + k¢ + k2o’ est 'équation tangentielle de s +- £s'.

De méme la syzygie (71), réciproque de (29), fait connaitre
’équation ponctuelle de la conique s+ k43’; car, soient Eiy e,y Gy les
coordonnées d’une tangente T de cette conique, elles annulent
s + ko', donnent & s, &, © les valeurs déterminées — k=, 7,
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¢, et font de =, v, o, o des fonctions déterminées =, vy, ay, o
des seules variables , y, z. La syzygie (71) devient

Yi+o2(Ds+hkw+k2D's')—m, ’ 25Q(Da',——-kD’a,)—1r1[DD'cp,—!—c’,(kID'—— I'D)]; =o,

et montre que I'équation de la conique Ds + Aw + A2D's’ peut
se mettre sous la forme
‘Y% — T Ili =o,

et que, par suite, cette conique est tangente a la droite =,, qui
n’est autre quc T. Donc ¢ + ko’ a pour équation ponctuelle

’ Ds —+ kw + k2D's’.

La signification géométrique des invariants D, D' est immédia-
tement donnée par les syzygies droites (48), (49).
Si dans (48), par exemple, on suppose D = o, il vient

at =o(Is'— w),

et, comme chacun des facteurs du second membre ne contient
qu’une des séries de variables, chacun d’eux doit étre un carré
parfait ; donc ¢ se réduit a deux points coincidents. Mais, d’autre
part, la syzygie (47) devient, pour D = o,

2= (w— 13')[a'2+ s(D'e —TI's")];

w — Is' étant carré parfait, comme nous venons de le voir, il faut
qu'il en soit de méme du second facteur du second membre. On
peut donc, en désignant par § une certaine forme linéaire par
rapport aux deux séries de variables, poser

a2+ s(D'¢—1'c’) = 62
ou encore
s(D'g—T'a') = (b-+2)( — o).

-Chacun des facteurs du premier membre ne contenant qu’une des
séries de variables doit se décomposer en deux facteurs linéaires :
donc s représente deux droites, et D'¢ — I's’ deux points.

9. Proposons-nous d’exprimer, au moyen des formations que
nous avons obtenues, les invariants, contrevariants et cbvariants
purs ou mixtes du systéme ou ¢ et o seraient les deux formes
fondamentales, au lieu de s et de &/, le role des deux séries de
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coordonnées se trouvant renversé. Nous savons déja que Ds, w,
D's' correspondent respectivement dans cette hypothése a ¢, ¢, .
Le covariant identique = n’est évidemment pas affecté. Désignons
par Dy, D{, I;, I, a,, ... les formations qui correspondraient
respeclivement a D, D/, I, .... La syzygie (29) devant subsister
entre ces nouvelles formations, on peut poser

8% =—D's'62— Dso2+ wos'+ 2n(oa) + o'2y) +n2(— 1,0 — I 0 + wy).
Comparant avec (71), on conclut

o
0

Il

=y, dy=Da, =D, L=ID, I}=ID, w =DDg.

D’ailleurs, si I'on compare les coefficients de Ez2? dans 8 et de z§2
dans y [formules'(18) et (26)], on voit que le second se déduit du
premier en remplacant g, &, g, ', par G, H, G’, H', comme pour
passer de s, s’ & ¢, ¢’; donc c’est bien -y qui correspond a 3.
Portons les valeurs ci-dessus dans la syzygie (47); elle donne

D202 = D2(I'e’— D'¢)s + Dy(D'os'— o'w —2D'an + ID'=2).
Comparant avec (48), on obtient immédiatement
D;=D?, dou D,=D"

De méme, la comparaison de la transformée de (34) avec (69g)
donne 8, = — D¢, d’ot 8| = — D'¢’. Par I'emploi des autres sy-
zygies, on trouve de méme successivement

¢ =—DD'B, ¢, =—DD'§, y,=DD'§, # =—DD'r, 1 =—DD't.

La symétrie dualistique entre les formations est donc repré-
sentée dans les formules par ce fait, que les syzygies restent inva-
riables ou se changent les unes dans les autres, quand on y rem-

place respectivement
s, w, U, D: I, a, Ba Y, 8) g 0, ¢, T
par :
s, DD's, —DD'x, D2, I'D, Da, —De¢, DD'3, y, — DD,
Ds, w, — DDy ‘

K

et de méme pour les lettres accentuées, en laissant = invariable.
En combinant la symétrie dualistique avec la symétrie relative
aux accents, on retrouve, a des puissances prés de D et D/, la



symétrie croisée spéciale que j'ai désignée sous le nom de réci-
procité; toutefois cetle derniére, dont la signification géométrique
est ainsi rendue évidente, se présente plus simplement pour les
applications que la superposition pure et simple des deux symé-
tries géométriques.

10. La syzygie (29), considérée a un autre point de vue,
fournit aussi la solution immédiate du probléme suivant :

Former ’équation des coniques passant par les quatrepoints
communs & s el s', et tangentes a une droite donnée, qui ne
passe par aucun de ces quatre points.

Soient &, 7,, &, les coordonnées de la droite donnée, oy Ty Py
Ty, ... ce que deviennent ¢, ¢/, 0, %, ... quand on y introduit
ces valeurs pour &, 7, {. La syzygie (29) ne renferme plus que les
variables ponctuelles z, y, 5 ; et elle nous apprend que les valears

de ces variables, qui satisfont a la fois aux deux conditions
=y = O, o) 52— 055’ + 9152 = o,
satisfont par cela méme a la condition

~
[

-0

:0,

autrement dit, que les quatre points ou la droite donnée =, coupe
le systtme de deux coniques T, I" (passant par les points com-
muns a s et s') que représente o' s — ¢,ss'+ o, 5’2, sont situés
sur la conique o, comptée deux fois, c’est-a-dire se réduisent a
deux. Il faut donc ou que les deux coniques T, I' se coupent sur
la droite donnée, ce qui est impossible puisqu’elles ont déja quatre
points communs, savoir ceux qui sont communs a s et s, ou
quelles soient tangentes & la droite donnée, auquel cas elles
fournissent la solution du probléme. Il y a donc deux coniques
répondant a la question, et leur équation est

(93) 20,5’ — (¢1 = Ve — 4oy0y)s = o.

_La syzygie (46) fournit la solution du probléme analogue ou il
s'agit de trouver les coniques tangentes i une droite donnée et
passant par les (uatre points communs a s et .
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On peut, en elfet, écrive, en tenant comple de (48),
2= (DD'¢ —ID'c —I'Da")s2+4 (Do’ + I's)ws — o2z,

E étant un covariant mixte composé, de classe 1 et d’ordre 4.
Donc, par le méme raisonnement que plus haut, I'équation des
deux coniques demandées sera

(94) 20y — [Day+I'oy == /(D'a, =I5 )P+ 4D oy (D — Lay)]s = o.

Pour les probléemes réciproques, ot on demanderait les équa-
tions des coniques passant par un point donné et tangentes aux
quatre tangentes con‘nmunes dcets,oudaset ¢, on peul re-
courir aux syzygies réciproques de (29) et de (47), c’est-a-dire
aux syzygies (71) el (39); ou plus simplement transformer par
réciprocité les formules (93) et (94), ce qui donne, pour le pre-
mier cas,

(93) aD's’,o'—(wlj:‘/;;f—_i[)l)'slsi)c'=o

et, pour le second,

(96) 2Dsjo — [Ds'l+ Is; = (Ds, — Ls; )2+ §s;(w;— I's; )]s = o.

Nous verrons plus loin que les formules (93) a (96) ne sont que

des cas particuliers d’une formule donnant la solution d’un pro-

bléme beaucoup plus général que ceux que nous venons de
traiter.

11. Examinons maintenant de prés la syzygie (76), dont j'ai
signalé précédemment 'importance :

{ tx =DD'(II'— DD")n3— D'(2+ I'D)am? — D(I?+ ID")a' w2+ 2ID' 2 =

! + (II'+ 3DD")aa's +2I'Da'2x — D'a3 — I'a22’ — [aa'2— Da's.

Le premier membre est le produit d'un covariant pur de troi-
siéme ordre par un contrevariant de troisiéme classe, etreprésente
par conséquent le produit de I’équation ponctuelle d’une cu-
bique par I’équation tangentielle d’une courbe de troisi¢me
classe. Le second membre est une forme ternaire cubique
aux variables w, a, o, avec tous les coefficients invariants.

Si donc on introduit dans =, 2, &, qui sont des covariants
mixtes linéaives par rapport aux deux séries de variables, les
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coordonnées &,, 7,,, {, d’une droite A qui ne soit pas tangente a la
courbe T, cette forme ternaire donnera I'équation de ¢ exprimée au
moyen de trois coordonnées ponctuelles, ¢'est-a-dire rapportée a
trois droites dont I'une est la droite arbitraire A, et les deux
autres dépendent, d’une maniére déterminée, de la position de A.
Si, au contraire, on introduit dans =, a, o' les coordonnées x,,
" ¥, 2, d’un point arbitraire P non situé sur la cubique ¢, la méme

forme ternaire représentera en coordonnées tangentielles la courbe
~de troisitme classe 7, un des sommets du triangle de référence

étant le point P, et les deux autres étant déterminés par la posi-

tion assignée a ce point,

Mais, si I'on calcule le covariant hessien de la forme ternaire
cubique aux variables =, a, &/, on trouve sans peine, en employant
les formules connues, qu’il se réduit, & un facteur numérique
prés, a la forme elle-méme multipliée par I'invariant composé

(97) E =27DD2— [2I'2— (81I'DD'+ 43D’ + 413 D.

Par conséquent, la forme ternaire en =, «, o' est toujours dé-
composable en trois facteurs linéaires par rapport a ces variables,
qui elles-mémes sont linéaires par rapport a x, y, z, comme par
rapport & £, 0, €. Donc le covariant ¢ représente trois droites, et
le contrevariant < trois points. Si I est nul, deux au moins de ces
droites et deux au moins de ces points coincident, -puisque la
théorie des formes ternaires cubiques apprend que dans ce cas
la forme en w, «, o' admet au moins un facteur carré.

Placons-nous pour le moment dans le cas général ot E n’est pas
nul. Soient £, n,, §, les coordonnées d’une droite quelconque A,
assujetlie seulement a ne pas passer par un des trois points que
représente T. Alors = prend une valeur 7,20, et les coordonnées
des points d’intersection de la droite A avec les trois. droites que
représente ¢ satisferont aux deux conditions

t=o, T=0
et, par suite, en vertu de la syzygie (76), a celle-ci
(98) Dad+I'ata' + laa2+ Da’3 =o

(ot il faut supposer qu'on ait remplacé, dans « et o, &, 9, § par
1,1, <1 ). Le discriminant de celte équation étant précisément E,

>
o
wly
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elle ne peut pas avoir de racines égales, quelle que soit la
situation de A. Mais il est évident géométriquernent que si A pas-
sait par un des sommets du triangle ¢, et seulement dans ce cas,
deux racines de (98) devraient devenir égales : donc ces deux
restrictions imposées*a A, savoir de ne pas passer par un des trois
points %, ou de ne pas.passer par,un des sommets du triangle ¢,
sont équivalentes, et les trois points = ne sont autres que les trois
sommets du triangle ¢. Cette corrélation bien connue est, comme
on le voit, une conséquence immédiate de la syzygie (76).

Si l'une s des coniques fondamentales se décompose en deux
droites, on a D = o, et la syzygie (76) devient, comme il est aisé
de le vérifier,

(99) 4D tr=—afaD'(2—Im)+a (14 yTT—4ID)|[2 D' (2 — Im) - 2 I'— /17— { 1D .
Les trois facteurs linéaires sont ainsi mis en évidence, et I’'on
voit que 2 est toujours I'un d’eux, et que les deux autres coinci-
dent si I'’> = 41D, comme cela devait étre d’aprés (97). Dans la
méme hypothése (D = o), nous avons déja vu que

22 =o(ls'— w);

donc I'iutersection 5 des deux droites qui composent s est un des
sommets du triangle ¢ (ou ), et la conique dégénérée en deux
droites coincidentes Is' — w est un des cotés du méme triangle.
Soient maintenant, dans le cas général oit D et E ne sont pas
nuls, &, ., &, les coordonnées d’une droite A passant par un
des trois points . Ces valeurs de §, 7, ¥, introduiles dans
toutes les formations, annulent < et, par conséquent, le second
membre de la syzygie (76), quels que soient x, y, z; un des fac-
teurs linéaires de la forme ternaire en «, ¢/, © est donc nul iden-
tiquement, quels que soient z, y, 5, pour ces valeurs particu-
liéres de &, 1, {; donc enfin, la droite A ainsi choisie et les deux
droites a,, «,, qui en dépendent, concourent en un méme point.
Réciproquement, si 'on détermine &, n, { par la condition que
les trois droites =, 2, o’ soient concourantes, I'une de ces trois
quantités peut s’e;cprimer, quels que soient z, y, 3, en fonc-
tion linéaire et homogeéne des deux autres; il en est donc de méme
des trois facteurs linéaires du second membre de (56), et, par
suite, les trois droites qui constituent la cubique ¢ passent par un
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méme point, savoir le point de concours de =, 2 et a'. Mais celte
conséquence est inadmissible, puisque les trois points < seraient
alors coincidents, bien que I'on et ESo. Il faut donc que 'un
des trois facteurs s’annule idenliquement, quels que soient z,y, 3,
pour les valeurs en question de §, 7, J; dés lors, il en est de méme
du premier membre de (76), c’est-a-dive de 7; et la droite A passe
par l'un des trois points <.

On doit donc retrouver = en exprimant que = + ko + k', olt
k et k' sont deux indéterminées, s’évanouit identiquement quels
que soient x, y, 3, ce qui fournit trois équations, et en éliminant
k et k' entre ces trois équations. On est ainsi conduit & égaler a
zéro le déterminant

’

uvy

' mi+—nq+pf meiE+nq--p
(100) !

A RR'A A
=
.

myE a7 prl mOE =g py
’

| mak—+ navty + pal myE+ n'yr + pht

¥

oum, n, p, ... ont les valeurs suivantes

m =Aa'+Gg'+HA, n =Ha+Fg'+Bh', p=Ga+Cg +Frk.
(to1) { my=Hb AL+ Gf, n=Bb+Ff +U~r, p=Fb+Gh~+Cf,
[ me=Gc'+Hf'+Ag, na=Fc+Bf +Hg, pr=Cc'+ Gg'+Ff,

et m', 0, p', ..., les valeurs qui se déduisent des précédentes en
permulant les lettres accenluées avec les lettres non accentuées.
Le déterminant (100) a bien, en effet, le degré, la classe et le
poids convenables pour étre égal a <.

Déterminons encore &, 7, { par la condition que « ne différe de
= que par un facteur constant k. Un raisonnement analogue a ce-
lui de tout & ’heure montrerait que «' doit aussi étre égal a A'x,
k' étant un autre facteur constant, et que = doit étre nul. Mais, en
outre, les syzygies (57), (58), (63) montrent que ot, ot, o't de-
viennent divisibles par =, c’est-a-dire, puisque, dans ces expres-
sions, ¢ seul contient les variables x, y, 5, que ¢ devient divisible
par =. Donc =, ou la droite choisie, est un des cOtés du triangle ¢.
De la une méthode nouvelle pour trouver les équations des trois
cbtés du triangle ¢, ce qui équivaut, comme on sait, a la réduc-
tion simaltanée de s et s’ a la forme canonique (somme de trois



carrés). On a

m, n, p, ... avant les valeurs (101). Pour que « = A= identique-
ment par rapport a x, v, 3, il faul poser

S (m —k):t=+nrn + pl=o.

(102) myE 4+ (ny — ke, —p,{=o,

I

Mok -y (py — k)T =o.

Pour que ces trois équations soient satisfaites simultanément
. - o .
par un méme systeme de valeurs de g, 7, 3, il faut que 'on ait

fm— K n D
(103) i my  np—AK I3 = 0,

M, "y pa—k

ce qui détermine & par une équation cubique. Soient Ay, ks, Ay,
les trois racines de cette équation; en les reportant successive-
ment dans les équations (102), on aura trois systémes de valeurs
(Ei; Ty :,) (l: I, 2, 3/): et

(104) L+ iy + s = (i=1,2,3)

donnera les équations des trois cOtés du triangle ¢. Les mémes ra-
cines ky, ks, A3, introduites dans les trois équations

(m—Kkyz +myy-+ myz =o,
nr—+ (ng —k)y +~ nyz

pr—+py—+ (p2 — k)z =o,

i

0,

donneraient d’ailleurs évidemment les trois svstémes de valeurs
(ziy yi, i) (i =1, 2,3), qui, portés dans

r . .Y —
ZTig - Yit —+ ai: =0,

fourniraient les équations tangentielles des trois sommels de .
Comme application, soient

s =3x25- gyt fys —2xs— bzy,

St Ryl 32 — 6rs - 1fay,
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Les formules (13) donnent

A = — _{, B=— 1, C = 18, F =— 3, G = 3, H=— 2,
A'=—16, B'=—i19, C=—19, F= 21, G=24, H=—14

et les formules (101)

m =—15 n=6 p=—18 m=12, n=06 pPr=—145

my = 6, ns=12, py=—45.
L’équation (ro3) devient
A3+ 54k2+ 891k + 437 = o,

et ses trois racines sont — g, — 18, — 27. Les équations (102)
donnent alors pour &, 7, { les trois systémes de valeurs (o, 3, 1);
(— 2, 1,0); (1, 1, 1); ce qui donne enfin, pour les trois cotés du
triangle ¢,

S3y+z=0, 22—y=o0, x+y-+z=o.

12. La syzygie (76), que nous venons d’étudier, nous a donné
I'équation de ¢ rapportée, en coordonnées trilinéaires, a trois axes
dont un est arbitraire (avec cette seule condition de ne pas passer
par 'un des sommets de <); et aussi I’équation de 7 rapportée, en
coordonnées tangentielles, a trois points dont un est arbitraire
(avec cette seule condition de ne pas étre sur 'un des cotés de ¢).

Les syzygies (77), (78), (79), (80), (81) et (82) nous donnent
les équations ponctuelles de 8, B, §/, ¢, ¢, v, rapportées aux
mémes coordonnées que ¢ dans la syzygie (76); avec cette seule
différence que les coefficients ne sont plus des invariants, mais des
contrevariants, et que leurs valeurs dépendent, par conséquent,
de la position de la droite arbitraire choisie pour I'un des c6tés
du triangle de référence. De méme, les syzygies (33), (40), (41),
(42), (43), (65) donnent les équations tangentielles de 8, B3, f/,
e, ¢/, v, rapportées aux mémes coordonnées que 7 dans la syzygie
(76), avec cette seule différence que les coefficients sont des co-
variants purs, dont les valeurs dépendent de la position du point
arbitraire choisi pour 'un des sommets du triangle de référence.
Dans tous les cas, les coordonnées sont les trois covariants mixtes
linéo-linéaires wt, a, o'.

1l est faeile d’obtenir des expressions analogues pour les équa-
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tions ponctuelles de s, s', w, et tangentielles de 5, o', v, rapportées
4 ces mémes coordonnées. Si I'on multiplie les syzygies (30),
(31), (87) par 7, et qu'on y remplace <3, tf3, =f¥/, ¢, ¢/, vy par
leurs valeurs tirées des syzygies (77) a (82); ou encore sil'on tire
des trois équations (48), (49), (30) les expressions de s, s/, w,
considérées comme seules inconnues, on arrive, en remarquant
que le déterminant de (48), (49) et (50) est, dans ce calcul, égal
a 72, en vertu de (83), aux trois syzygies suivantes

(105) t2s = Ba2+ 268'ax' -+ Aa'2+ 2(DO — 168" )d'n
+2(D'A —1'6')an~+ [(II'+ DD)6'— I'D6 — ID'A]m2,
(106) 25’ = 8'a2+ 28ax'+ A'a2+ 2(D'6'—I'8)an
+2(DA’ —18)a'n + [(II'++ DD')0 — ID'6'— I'DA'] =2,
2w =(I'06 —D'0')a2+2(18 — DA")aa'+ (18'— DO)a'2
4+ 2[(ID'—I?)8' —DD'6 + I'D'A]an

(107) 5 , o o
( +2[(I'D—12)8 — DD'®'+ IDA'] o'

+[(J2I'+21DD'—1?D)8 + D'(I'D — 12)8' —(II'+ DD') D A" | =2,

dans lesquelles j'ai posé, pour abréger,

‘Ozlco‘ — Do — D'so,

@

= loc’ — D's2— Dad'o,
( A :=Dod’ — I's2 + Too — Do?,
A'=D'od’— a2 + 1’0 —D'e?,

(108)

ce qui entraine les relations

8¢9 —8'c’ =A's,
\ 8'¢— 85 = Ad',

16 —DA' =16 —D'A,
(109)

et aussi les suivantes, d’une grande imporlance,

6A — 82 = 12q,
(110) O'A'— 82 =120’
AN — 00’ = 20,

Les syzygies (103), (106), (107) peuvent étre considérées
comme donnant pour s, s, w, des expressions canoniques émi-
nemment commodes pour résoudre, avec 'aide des relations (109)
et {110), les problemes dans lesquels il. s’agit de trouver équa~

2
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tion tangentielle d’un lieu quelconque dépendant des deux coni-
ques fondamentales et d’une droite variable.

Tout d’abord, les intersections d’une droite arbitraire = avec s
et s' sont évidemment données par les deux équations

Qa2 +28'ax’'+ Aa? = o,

Aa? 4280z 10" a'2=o,
dont les discriminants sont z2¢ et 72¢’, comme cela devait étre,
I'invariant commun =3¢, et le résultant <% (o* — 455'). Donc
92— 4os’ est I'équation tangentielle des quatre points communs a
s et s', et 9, d’aprés la signification connue de I'invariant binaire,
est 'enveloppe des droites coupées harmoniquement par s et s'.

Proposons-nous de former I'équation de I'enveloppe des droites

coupées harmoniquement par les deux coniques covariantes

how +ps+vs',  Nw-+ps+v's,

qui dépendent chacune de deux arbitraires. Les intersections de
ces coniques avec une droite quelconque = seront données, en uti-
lisant les formules (105) & (107), par I’évanouissement simultané
de la forme binaire

[2(I'6 —D'0") + 18 + v A']x?
+2[A(I6 —DA') + 10 +v8]ax'+[A(16'—DB)+pn\ +v0'|a™,

et de celle qui s’en déduirait en remplacant %, v, v par X', w', V.

11 suftit donc d’égaler 4 zéro Pinvariant commun de ces deux
formes, ce qui donne, en tenant compte des relations (109) et
(110), et divisant par =2, pour I’équation demandde
2IN(I'De’+ID'6 — DD'0) + 2 pp'c +2w'c’ + (A + M) (I'e + Dg’)

1 =
() o + (M 4+ M) (Ta'+ Do) + (v + p'v)o.

C’est donc une conique covariante. Au moyen de (111), on peut
résoudre des questions du genre de celle-ci :

E'tant donnée une conique NV du faisceau s + ks', il existe
une autre conique V', de la forme N w + p's +Y's/, qui, réunie
a 'V, coupe harmoniquement toutes les tangentes de s. Trouver
Uenveloppe de V'.

Il suftit évidemment d’exprimer que 'une des coniques dont
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on part dans le probléme précédent se réduit a s + As', et que la
conique représentée par (111) se réduit & 5, ce qui donne cinq
relations entre les six indéterminées, savoir

A=o, w=r, v ==k,

2k DN+ TkN =0, V+kyu=o.

On satisfait & ces conditions en prenant
N=2k?, @W=D-1k v=—k(D+lk);

d’oti, pour I'équation de la seconde conique initiale,

k(2w —1s)Y+k(Is—Ds')+ Ds =o,
et pour celle de 'enveloppe cherchée
(112) (Is+Ds")2—8Dws = o:

c’est donc une courbe du quatrieme ordre.
Pour obtenir I'équation tangentielle de la conique covariante
la plus générale exprimée en coordonnées ponctuclles, savoir :

hew 4+ s -+ vs',

il suffit évidemment de faire dans la formule (111) ¥ =%, w' =y,

v'=v; ce qui donne

{ 22(I'Do’ + ID's — DD'v) + p2a

(llg) U ’ U ’ ’
+v26¢'+ Au(l'e +Do’) + dv(Is'+ D's) + pvo = o.

Le discriminant du premier membre de (113), considéré comme
forme quadratique ternaire en A, u, v, se réduit a § <2,

13. Comme cas particulier des équations (103), (106), (107),
supposons ® = © = o, ce qui équivaut, d’aprés (110), i supposer
¢ =o' = o, c’est-a-dire a prendre pour I'un des cotés du triangle
de référence une des quatre tangentes communes a s et s'. Alors
les équations dont il s’agit deviennent, puisque (83) et (108) don-
wenl, dans ce cas,

2= DDo3, A=—Do2 A =—Dg?
D'os=—a? —aD'ax + ID'x2,
(114) s Dos'=—2a2 —aDa'n+1'Dx2,

e ocw vad --aolar — ol m = (11— DD )y=2.
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comme on aurait pu d’ailleurs le déduire immédiatement des
syzygies (48), (49), (50).

Les formules (114) donnent les équations de s, s', v sous une
forme éminemment commode pour les problémes ou il s’agit de
calculer des invariants, puisque tous les coefficients y sont déja
des invariants.

Elles montrent, par exemple, que, pour D = o, s se décompose

en deux droites o/ = n\/ﬁ)_’, et w en deux droites, ® et 22/ — I'=,
tandis que o est identiquement nul; que, pour II'— DD’ =o, w se
décompose en deux droites, a — Iw, o/ — I'w. Elles montrent en-
eore, dans le cas général, que si M, M’ sont les points de contact
respectifs de s et de s’ avec la droite =, « passe par M’ et o’ par M;
si N et N’ sont les seconds points d’intersection de o' avec s, et de
a avec s', la tangente & s en N est I= — 24 et passe par M/, la tan-
gente a s’ en N est I'm — 24/ et passe par M; de telle sorte que M
est le pole de « par rapport a s, et M’ le pole de o’ par rapport a
s. La significalion géométrique des invariants I, 1" apparait alors
clairement : si 1 = o, par exemple, o est tangente a s en N, les
trois points M'; N, N’ sont en ligne droite, et I'on a ce théoreme :

S¢ Uinvariant 1 des deux coniques s et s' est nul, la polaire,
par rapport a s', de l'un quelconque des quatre points de con-
tact de s avec les tangentes communes a s et s sera tangente

\

a s.

Au point de vue dualistique, I’ correspond a I, comme nous
I'avons vu; on peut donc dire encore :

St Uinvariant 1 des deux coniques s et s' est nul, le péle, par
rapport a s, de la tangente a s' en 'un quelconque des quatre
points communs a s et s' sera situé sur s'.

14. Comme exemple d’un calcul d’invariants, proposons-nous
de former le discriminant de la conique covariante la plus gé-
nérale

V=2Aw-+ps+vs.

En prénant s, s, o sous la forme donnée par (114), V peut
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s'écrire

9V = [(II'+ DDA + [p+ Iy ]wt — par— 5

+2dax’— 2(I'h + p)ar —2(Ih +v)a'm.

Et dés lors, en appliquant la formule (6), on trouve, pour le
discriminant Dy, de V, I'expression

Djyy = DD'(II'— DD") B4+ D(I'2 4 ID") X2 p. 4+ D'(I2+ I'D) A2y + 2 1'D 22
+ (II'+3DD")Apy + 2ID'Av2+ D3+ I p2y + I'pv2+ D'V,

Cette expression de Dy, devient identique a celle de 7 [sy-
zygie (76)], si l'on y remplace A, p, v par v, —a/, — 2. On en
conclut que Dy, est décomposable en trois facteurs linéaires par
rapport & A, i, v, et que les systémes de valeurs de A, u, v, pour
lesquels V se décompose en deux droites, sont précisément les
systémes de valeurs de ®, — o/, — o qui annulent ¢7. En d’autres
termes, si I'on introduit dans =, «, o' les coordonnées tangen-
tielles d’une droite arbitraire A et les coordonnées ponctueﬂes
d’un point M appartenant a 'un des c6tés du triangle ¢ (ou encore
celles d’'un point M arbitraire et d’une droite A passant par un
des sommets de ¢) la conique V = nw — a's — as’, que je dirai
élre associée 3 A et M (ou a M et A), dégénérera en deux droites.
Si, en particulier, A restant arbitraire, on prend pour M un des
trois points ot A coupe les cotés de ¢, on aura == o, et I'on
obtiendra les Irois coniques du faisceau 2's + as' qui dégénérent
en deux droites, c’est-a-dire les couples de cordes d’intersection
de s et s'; les valeurs correspondantes de « et o' satisfont, comme
le montre d’ailleurs immédiatement la formule (115), a I’équation
déja obtenue (98)

Da3+ la2a + '’ a2+ D'a3 = o.

Si, A restant arbitraire, on prend pour M un des sommets de ¢,
il est naturel de prévoir que V dégénérera en deux droites coin-
cidentes : nous allons voir que c’est en effet ce qui a lieu.

Désignons par ¢ la fonction de %, @, v qui constitue le second
membre de (115), et par &,, &,, ¥, ses trois facteurs linéaires
par rapport a A, &, v. Posons en outre

‘ p =ID'A2 4 p2+ ['hy + D'hy,
p'= I'DA2+v2 4 [y + D,
? 7= —DD'%2,
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ce qui permel. en vertu de (113), d’écrire ainsi équation tangen-

tielle de V :
(n7) p7+p'd Y3 =o0.

On vérifie aisément les trois relations

/ i)
s :-j;’ =21 Dp+ 21D'p'+ (II'+ 3DD'),

dy
(118) ‘ ;I'—I:B'Dp—\—l'p'—{—z!y',
%“4—: =Ip+3Dz+I'y.

Lorsqu'un systéme de valeurs de A, p, v annule un des fac-

Lo s dy dy
teurs de 4, ¥y par exemple, les valeurs des trois dérivées -, —,
A d)’ dp
dy . . . X o
= deviennent évidemment égales a la valeur du produit ¢, d,
A
multipliée par les valeurs de certains coefficients qui sont des
fonctions irrationnelles des seuls invariants. Il en est donc de
méme, en vertu de (118), des valeurs de p, p', /; par suite,
I’équation (117), en supprimant le facteur 4,4, commun ap, o', v,
prend la forme

P10+ pla’ =y = o,

ou les valeurs de gy, o, 7, ne dépendent pas de celles de 2, u, v,
mais uniquement de celles des invariants; seulement ces trois
coefficients ont des valeurs numériques différentes, suivant que
c’est 'un ou 'autre des trois facteurs &, by, Y3 qui s’anuule. Donc
I'équation tangentielle reste la méme, quelle que soit A, pour tout
point M situé sur un méme coOté du triangle ¢; et, comme elle
représente le carré de I'équation tangentielle du point double de
la conique dégénérée V, on en conclut que ce point double occupe
unc position fixe.

Si M coincide avec un des sommets de ¢, deux des facteurs

. dy dy dy
L ar . A
de 4 s’annulent ; il en est donc de méme de D0 Ay’ @ et, par
suite, aussi de p, o', 7 (*); Péquation (117) est donc satisfaite iden-

(") A moins que le déterminant E des équations (118) ne soit nul: ce cas sera
diseaté plus tard.
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tiquement, ce qui signifie que la conique associée a A et M dé-
génére en deux droites coincidentes ; et réciproquement.

Il existe donc trois systémes de valeurs de «, o, o' qui rendent
=w —a's — a5’ un carré parfait, et il n’en existe que trois.

Mais, d’autre part, le second membre de la syzygie (13), consi-
déré comme forme ternaire cubique aux variables o, s, s/, se dé-
compose en trois facteurs, car son hessien n’en différe que par le

.. I , .
coefticient — — E. Chacun de ces facteurs représente donc, soit

le carré d’un des cOtés de ¢, soit le produit de deux cotés. Mais
cette seconde hypothése est inadmissible, car un méme coté de ¢
entrerait alors en facteur dans deux expressions différentes

Myw 4y s -8, Agw - g + vas',
et, par suite, dans lear combinaison

(Mg — A pra)s 4+ (Agvy — A va)s',

Py

et passerait par deux des points communs a s et s'; tandis que la
syzygie (13) monltre que ¢2 ne peut pas s’annuler pour s = s'= o,
A moins que w ne s'annule aussi, ce qui entraine évidemment une
relation invariante (nous verrons plus loin que cette relation est
E = o). Donc, si ¢y, t, t; sont les trois cotés du triangle ¢, les
trois coniques de la forme Aew -+ s + vs’ qui se réduisent & deux
droites coincidentes sont précisément les facteurs du second
membre de la syzygie (13); et ces trois droites doubles sont pré-
cisément ¢,, L,, t;.
Donc aussi on peut inversement meltre s, s', « sous la forme

sulvante

w =t 13+ 13,
(119) s=kt} + kat] + k3 t3,

s=k 2+ K3+ e,
avec la relation

(120) 2 =0¢2¢313,

ol § est un coefficient numérique; et une conique quelconque du
réseau, V= mnw — a’'s — ag, sous la forme analogue
| V=(r- ko —Ri2)1}

(12.1) ;.
e 7 oy — Ky a) - (7 — Kyt — K )],
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I est clair que, pour que V dégénére en deux droites, il faut et
il suffit que le coefficient de 'un des trois carrés s’évanouisse,
auquel cas V se décomposera en deux droites se coupant en un
des sommets de ¢ : ce qui concorde bien avec le résultat obtenu
ci-dessus relativement a l'invariabilité du point de coneours des
deux droites composant une conique dégénérée ; et aussi avec un
des résultats obtenus au n° 11, savoir que I'on retrouve les trois
points t en déterminant &, , { par la condition que

T —ka—Kk'd

s’annule quels que soient z, y, z (ou, en vertu de la réciprocité,
les trois cOtés du triangle ¢ en déterminant z, y, z par la condi-
tion que cette méme expression s’annule quels que soient &, 7, §).
On voit de plus que les trois systémes de valeurs de & et de &’ que
fournit ce dernier calcul sont précisément les  coefficients des
trois carrés dans s et s’ ramenés a la forme canonique (119).

Les coefficients des trois carrés dans le second membre de (121)
étant précisément les trois facteurs linéaires en =, a, o/, dont le
produit est égal & ¢7 en vertu de la syzygie (76), et dont chacun,
égalé a zéro, représente un des cOtés du triangle ¢ ou le sommet
opposé, la formule (121) peut s’écrire

(r22) V= (tt)td+ (27)at3+ (tt)st,

en désignant par (¢7),, (£%)a, (¢7); les valeurs que prennent les
trois facteurs linéaires de ¢t quand on y introduit les valeurs z,,
Y4y 24y &iy My Giy qui définissent le point M et la droite A aux-
quels V est associée. o ‘

15. L’analogie signalée plus haut entre les formules (115) et

76) peut étre utilisée & un autre point de vue. Puisque le discri-

minant D)y, peut étre écrit sous forme de déterminant, il en est
de méme de ¢<. On obtient ainsi

] (I'+DD)r—T'a—Ta o' —I'n a—1I=n
(123) tn.= D(a'—I'x). a Dr |;
D'(a—1Imx) D'n o
t< est donc le résultant de trois équations linéaires, que 'on peut,
en se reportant aux relations (114), écrire sous I'une des deux
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formes suivantes :

H dw dw , dw
Mde "M Gy gy T
. ds’' ds' ,ds'
(!24) / ﬂi-d—";—Fi]—d; +1"d—q, = 0,
. ds _ds , ds .
‘1:13; +11£ +a,3? =0
ou
dw_aids_' o ds
Mdr  Man T Man T
dw ds' , ds
(“"‘5) <ﬂjm—al71;—1|% =0,
~da)_ ads’ , d.v_
Ma,* 1W“flﬂd,—0.

Le groupe d’équations (125) n’est autre que

av AV dv

=0 — =0 —_— == 0
dr ’ da ’ da' !

en désignant toujours par V la conique =, w — a8 — o s; il ex-
prime donc que ¢ est le lieu des points dont les coordonnées,
introduites dans V, font dégénérer cette conique en deux droites,
et aussi [ cause de la parfaite symétrie des équations (125) par
rapport 3 = et w;, 2 et a;, &’ et «,] le lieu des points doubles de
ces coniques dégénérées, ce que nous savions déja.

Le groupe (124) exprime que ¢ est le lieu des points dont les
polaires par rapport a w, s, s’ sont concourantes, et le lieu des
points de concours de ces polaires.

D’ailleurs, sil’on écrit explicitement les équations (124), ou les
équations (125), en affectant l'indice 1 & I'un des points qui y
figurent symétriquement, l'indice 2 a 'autre, on obtient dans les
deux cas les trois mémes relations entre les coordonnées de ces
deux points, savoir:

(I'+ DD’ )mry 1t — I (g ay + maa'y)

— T (myag+ moay ) 4+ (a3 25 + aga)) = o,

(126) <
( ay oy + D(myay +mee)) —I'Dxyms = o,

ayay + Di(myay + mpay) — ID'mymy = 0.

Si, dans ces relations, on introduit les coordonnées &, n,, &,
d’'une droite quelconque, puis dans =,, 2,, «, les coordonnées
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d’un point M pris arbitrairement sur un des cotés de ¢, elles don-
neronl pour w,, ¢, «, les valeurs qui conviennent au sommet
opposé ; et, si M est,un des sommets, elles donneront entre
™y, a2, @, une seule relation, celle qui convient au coté op-
posé.

Ainsi la polaire, par rapport 4 une quelconque V des coniques
covariantes, d'un point quelconque pris sur un des cé6tés du
triangle ¢ passe par le sommet opposé, et la polaire d’'un sommet
est le cOLé opposé, ce qui conslitue la propriété la plus importante
du triangle 7, comme il est bien connu.

16. De méme que nous avons obtenu les expressions [formules
(105) a (107)] de =25, =*s', s en fonction des trois variables =, ,
o', avec des coefficients oit n’entrent que les invariants et contreva-
riants, de méme il est facile d'obtenir les expressions de (g,
*¢’, 29 en fonction des mémes variables, avec des coelficients
ol n'entrent que les invariants et covariants purs. Il est d’ailleurs
inutile de faire le calcul complet en partant soit des syzygies (57),
(63), (58), multipliées par ¢, soit des syzygies (48), (49), (50),
résolues par rapport a o, o/, ¢ : il sulfit de transformer, en appli-
quant la loi de réciprocité, les formules (105) et suivantes. Voici
les formules auxquelles on est ainsi conduit

ttc =L'a?2+ 2DTaa'+ DT'¢2+2D(D'T' — I'T)ax
(127) 3 +2D(L' —IT)a'z + D[(Il'+ DD')T — ID'T'— I'L'] =2,
e t2¢'=D'Ta?+2D'T'azx'+ La?+ 2D'(L — I'T")an
(128) % + 2D (DT — IT' )&’ + D'[(II'+ DD")T'— I'DT — IL]=?,

29 = (I'T — D'T')a2+ 2(JT — L')ax’ + (IT'— DT)a?
4 2[(ID'— I*)T'— DD'T + I'L]ar
(129) , 4+ a[(I'D—I1)T —DD'T'+ IL']a'x
4 [(12I 4+ 21DD' — I?D) T - D'('D — I*) T — (II' & DD')L'] =,

en posant pour abréger

T =I'ss'— D's?2— ws',
. \ T = Iss'"— Ds?— ws,
(130) ! L=DDss'—1I'Ds2+4 [s'w — w,
VL= DD s’ — TD's2 4 s — w2,



ce qui entraine les relations
IT — L =I'T—L,
(131) - Tw —D'T's = L's,
'\ T w -—DTs" = Ls,

et aussi les relations importantes

( TL —D'T?2 = £2¢,
(132) « T'L'— DT2 = s,
LI —DD'TT = 2.

Les formules (127) a (132) permettent de résoudre les pro-
blémes réciproques de ceux auxquels s’appliquaient les formules
(105)a (110). On trouve notamment ainsi :

i° Que le lieu des sommets des faisceaux harmoniques tangents
aux deux coniques A9 -+ us +vs', )Mo + w's 4+ v's' a pour équa-
tion ponctuelle

o=12M\(Is'+I's—w)+apuDs

(133) 42w D's' - (' = Mw)(Is + Ds')

!
2° Que léquation ponctuelle de la conique contrevariante la
plus générale ko + po + va' est

A (AW AR (I8 = D's) == (v’ + w'v) o

w(Is'+1I's—w)+ u2Ds
(134) z

42D+ Ap(Is = Ds" )+ A (l's'+ D's) 4+ pvw = o:

3° Que le discriminant de cette derniére équation a pour ex-

pression
‘ Dypy = (II' = DDA 4 (12 I'D) A2

(135) (124 ID') M2y 4 21D k2 + (I 3DD' ) hpsy
l +21'D'Av2 + D23+ I'D u2v + ID' pv2 + D'2y3,

et devient égal & D2D'2Dy, [formule (115)], si I'on y écrit DD'%,
D'v, D au lieu de A, w, v, respectivement. Ou en conclut immé-
diatement :

4° Que, si =, a, o' deviennent ,, 2,, «,, quand on y introduit
les coordonnées ponctuelles d’un point M quelconque et tangen-
tielles d’une droite A quelconque, il faul et il suffit, pour que la
conique contrevariante V'=DD'w,¢ — D'a;c — Da o’ dégénére
en deux points, que A passe par un des sommets du triangle 7:
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dans ce cas, les deux points dont il s’agit se trouvent sur le coté
opposé du triangle, ainsi que les poles de A par rapport & une
conique contrevariante quelconque;

5° Que,si-A coincide avec un des c6tés du triangle ¢,la conique
V’ se réduit au sommet opposé compté deux fois, et constitue un
des trois facteurs du second membre de la syzygie (83).

17. Je vais maintenant établir une syzygie remarquable, dont
les conséquences, au point de vue géoméirique, sont nombreuses
et imporlantes.

Posons tout d’abord

' P =Do's +~(Is — Do)s’ —ow,
(136) Vb = oo (1o — D'o)s—d'w,
( Q =(D's —Id')s +(Do'—TI'0)s'+ cw.

Les trois quantités P, P', Q représenlent loujours trois coni-
ques, soit qu’on donne a £, 1, § les valeurs qui définissent une
droite A, soit qu'on donne & z, y, 5 les valeurs qui définissent un
point M; et elles restent invariables par I'application de la loi de
réciprocité. On vérifie d'ailleurs sans peine que les coniques P, P,
sont toujours tangentes a A, ou passent toujours par M; et qu'’il
n’en est de méme de Q que si A passe par un des sommets du
triangle ¢, ou si M est sur un des cOtés de ce triangle.

Les syzygies (48), (49), (50) donnent, d’autre part,

P = «x22+2Dan—IDn2
(137) ¢ P'= a2+ aD'ax — ID'x2,
'\ Q =2aa'—o(l'a + I )+ (II'+ DD")=n2.

On tire de ces relations

Qt — 4PP'= [(J'— DD")2m® — 4(II'— DD')(I'a + [')x2
(138) + 4(I'*+ ID") 27 + 12(1I' — DD")az'w
+4(I2+ I'D)a2n — 8(D' a3+ I'a2a’ + [aa'2+ Da'3)].

Clest la syzygie que je me proposais d’obtenir. Son premier
membre est une fonction des seuls covariants purs-et contreva-
riants droits s, §', w,,¢’, ¢, et des invarjanls ; son second membre
est le produit de quatre {acteurs mixtes linéaires en =, a, . En
effet, le facteur w est déja mis en évidence; et, si 'on considére la



parenthése qui multiplie © comme une forme ternaire cubique
aux variables «, «, «, il est facile de vérifier que le hessien de
cette forme n’en différe que par le facteur — X E, en désignant
toujours par E I'invariant composé [formule (97)], qui revient a
chaque instant dans cette théorie. Nous pouvons donc écrire ainsi
la syzygie (138):

(139) Q2 — 4PP' =znxn'n"xn",

en appelant @, =, & les trois facteurs, linéaires par rapport a =,
a, o/, c’est-a-dire par rapport a chacune des séries de variables,
dont le produit constitue la parenthése du second membre de
(138).

Mais on peut mettre cette parenthése sous une autre forme non
moins intéressante. Si I'on en retranche huit fois la valeur de ¢<
donnée par la syzygie (76), le reste est divisible par =, et 'on vé-
rifie sans peine que le quotient de cette division est égal &

4(12—3ID')P 4 4(12— 31'D)P' -+ 2(I'— gDD") Q + Ex2,
de telle sorte que si 'on représente par R la conique
(150)  R=a(I"—3ID')P - a(I2—3I'D)P'+ (II'— g DD')Q,
on a la relation
(141) w'n'n" =8t +2nR + Ex3,
et la syzygie (138) ou (139) prend la forme
(142) Q2— 4PP' ==x(8¢tt+ 2nR + E=3).

Sous cette forme, elle ne contient plus que les invariants, les co-
variants purs et les contrevariants [P, P, Q, R étant des fonc-
tions de ces formes définies par les formules (136) et (140)],
avec une seule forme mixte, le covariant identique =. Elle est
d’ailleurs symétrique par rapport aux coefficients de s et s, et
veste invariable quand on lui applique la loi de réciprocité.

18. Comme application géométrique de cette syzygie, nous
pouvons, en premier lieu, la regarder comme exprimant que I'en-
veloppe des coniques comprises dans la formule

(143) Upp= 2P + 2 Q + p2P’,
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ol —:i est un paramétre variable, se réduit & quatre droites, si 'on
regarde U comme une équation ponctuelle, ou & quatre points, si
on la regarde comme équation tangentielle. L’une de ces droites
(ou T'un de ces points) peut étre choisie arbitrairement ; les trois
autres sont alors déterminées par la relation (141), et cette rela-
tion montre qu’elles coupent la premiére sur les cotés du triangle
t (ou que les droites, joignant les trois aulres points au premier
arbitrairement choisi, passent par les trois sommets du triangle ¢).
L’équation de la conique covariante ou contrevariante la plus
générale renferme, comme nous I'avons vu, deux parametres. Si
on 'assujettit a toucher une droite donnée ou a passer par un
point donné, un de ces paramétres sera fixé, il n’en restera plus
qu'un ; (143) représente donc bien 'équation de la conique cova-
riante ou conlrevariante la plus générale assujettie & l'une des
deux conditions indiquées ci-dessus. it nous pouvons énoncer ce
théoréme :

Toutes les coniques contrevariantes qui passent par un point
Size donné (on covariantes qui touchent une droite fixe don-
née) passent aussi par trois auwtres points fires (ou touchent
trois autres droites fixes); les droites qui joignent deux a deux
ces quatre points fixes passent deux & dewrx par les sommets
du triangle t (ou les intersections des quatre droites fixes sont
situées deux par dewx sur les cotés du triangle t).

L'équation générale de ces coniques covariantes (ou contre-
variantes) s'obtiendra par la formule (143), en introduisant
dans P, P, Q. définis par les formules (136), les coordonnées
50y, & de la droite fixe donnée (ou x,, vi, 3, du point fixe
donné).

Comme application, reprenons le probléme résolu au n° 10 :
Former U’équation des coniques passant par les quatre points
communs « s et s', et tangentes a une droite donnée. Nous
n’avons qu’a introduire dans P, Q, P’ les coordonnées &,, 7, &,
de la droite donnée, et a déterminer % el 1 par la condition que
Uy [formule (143)] s"annule pour s = ' = o ce qui donne la con-
dition
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L’expression de U devient, dés lors,
(144) U=123"P+0d'0Q+ (92— 200" )P'=(3'Q + o P")y/e?— fo7.

Les deux coniques représentées par cette équation sont les
mémes que celles que nous avions déja trouvées, car I'expression

du n° 10 (93)
ch’—?sxs\/qﬂ—— 405
se change en 'expression (144), si on la multiplie par le facteur

(145) I9a"2—I'026'+ D' 93— 3D g3’ — 2D a'3+ 2 I'05'2= (1o'2— T 03'+ D' 52— D' a7 W2 — 4aa’
9 = ;/92— {3s

Toutefois il est un cas ot les deux méthodes ne donnent pas le
méme résultat. Si 'on cherche la condition pour que le numé-
rateur du facteur (145) s’annule, on trouve, en faisant disparaitre
le radical, que cette condition est

3’322 = o.

L’hypothése s'=o0 annule aussi le dénominateur, et le facteur a
pour vraie valeur D'g2, ui n’est pas nul. Mais si == o0, c’est-
a-dire si la droite donnée passe par un des sommets du triangle ¢,
Pune des deux coniques représentée par (144) disparait, tandis
que P'expression (93) continue & fournir deux coniques distinctes.
Cette anomalie provient de ce que toutes les coniques covariaates,
tangentes a une droite A menée par un des sommets M de ¢, tou-
chent A en un méme point, savoir le point d’intersection de A
avec le coté de t opposé a M, excepté les coniques dégénérées en
deux droites et qui ont leur point double en M. La droite A n’est
donc plus enveloppe, & proprement parler, pour les coniques
comprises dans la formule (143), I'enveloppe véritable se compose
de-deux points situés sur A, et elfeclivement cette droite apparait
alors au carré dans le second membre de (142).

Comme seconde application, soit demandé de former I'équation
de la conique qui passe par les qualre poiuts communs a s’ et v,
et qui touche une tangente commune a = et ° 4+ ks'y k élant un
paramgtre.

Soient &y, 74,5, les coordonnées de la tangente commune : elles
annalent 5 et donnent & 7 la valeur — A3’ Faisant done 5 = o,
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9 =— ko’ dans les formules (136), il vient
Q=d¢(—1Is+ Ds'—kw),
P =Dd'(s + £ks'),
P'=d(I's—w+ kD's),

et la conique Uy, tangente a la droite donnée, devient.
Uap=o'[DA2(s + ks') + A(Ds'— Is — kw) + p2(I's — w + £k D's)].
Pour qu’elle passe par les points communs a s et w, il suffit de

déterminer %; par la condition
(146) DX — g+ (I'+ kD" )u2=o.

Il y a donc deux coniques qui répondent a la question, et,
puisque k subsiste comme seul paramétre, elles touchent I'une et
I'autre non pas seulement une des tangentes communes a o et a
@ + kd’, mais les quatre. Pour obtenir I’équation des deux coni-
ques ensemble, il suffit d’égaler a'zéro le résultant de (146) et de
Uyu= 0; ce qui donne, tous calculs faits,

(147) (D +1k + I'k*+ D'83)[w— Lws' + D(I'+ kD')s] = o.
Si k est égal a I'une des trois racines de I'équation

(148) Dk+T'kt+1k+D=o,

) \ . \ © . .
c'est-a-dire, a cause de k= — % et de la syzygie (83), si 7 s’an-

nule en méme temps que ¢ et ¢ + ko', c’est-a-dire enfin, si la
tangente choisie passe par I'un des sommets du triangle ¢, I'équa-
tion (146) a une racine commune avec Uy, = o, quels que soient
x,y, %; ce qui signifie que ’équation de 'une des coniques Uy,
s’évanouit identiquement. Si & a une valeur quelconque, les deux
coniques qui répondent a4 la question sont données par la for-
mule

(149) 2w — (I /I2—=41I'D— 44ADD')s'= o.

Comme vérification, cherchons quelle valeur il faut donner a &
pour que I'une de ces deux coniques dégénére en deux droites.
D’aprés la formule (115), le discriminant de (149) a pour valeur

— 4DD"2[1k+ oD kyIE=41'D — jDD'X]:
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si on l'égale & zéro, on retrouve la condition (148); et, en effet,
lorsque la droite choisie passe par un des sommets du triangle ¢,
il est clair qu’elle coupe en deux points coincidents la conique
dégénérée qui se compose des deux cordes d’intersection de w et
s’ passanl par le sommet considéré : ce couple de cordes d’inter-
seclion est donc une des deux coniques fournies par la formule

(149), quand on y prend pour & une des racines de (148).

19. A un autre point de vue, la syzygie (13g) montre qu’a un
point M quelconque, arbitrairement choisi (ou & une droite A
quelconque), sont associés trois autres points déterminés M,, M,,
M; (ou trois autres droites A, Ay, A;), tels que I’ensemble de ces
quatre points (ou de ces quatre droites) peut étre représenté en
coordonnées tangentielles (ou ponctuelles) par une relation entre
les seuls invariants et contrevariants (ou invariants et covariants
purs), avec des coefficients numériques ou littéraux dépendant
des valeurs numériques ou littérales assignées aux coordonnées
ponctuelles de M (ou tangentielles de A). Si donc le point M (ou
la droite A) est défini par une propriété projective, il y aura trois
autres points (ou drbites) jouissant de la méme propriété; I'équa-
tion des quatre ensemble s’obtiendra en posant

(150) Q2— 4PP' =o,

et particularisant les expressions P, P’, Q d’aprés la définition
donnée. Si les coordonnées ponctuelles de 'un des points sont
connues, on obtiendra I'équation tangentielle des trois autres en
introduisant ces coordonnées dans I’équation

(151) 8tt+2Rn+Exr3 =o,

dont le premier membre est toujours décomposable en trois fac-
teurs linéaires par rapport aux variables conservées.

Eufin la forme de ce premier membre, qui s’évanouit si 'on
suppose a la fois ©=o0, t ou t=o0, permet d’énoncer ce théoréme :

Lorsque quatre points (ou quatre droites) répondent & une
méme définition projective par rapport aw systéme des deux
conigues, et y répondent seuls, les six droites qui joignent ces
points passent deux par deux par les sommets du triangle t
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(ou les six points d’intersection des quatre droites sont situés
deux par deux sur les cétés du méme triangle).

Ainsi le théoréme s’applique aux quatre points d’interscction
de deux quelconques des coniques covariantes du systéme, a leurs
quatre tangentes communes, aux points de contact de ces tan-
gentes avec une des coniques, aux secondes tangentes (non com-
munes) que 'on peut mener de ces points de contact, aux points
de contact de ces secondes tangentes, et ainsi de suite.

Comme application, soit .demandé de former ’équation tangen-
tielle des points d’intersection de deux coniques covariantes dua
systéme

U=2iw+ps+vs, U=Nw+ps+v's.

Ces points satisfont aux deux équations U=0, U'=0. On

eut donc en tirer ces valeurs de s, s’
) bl

Ay — ' , A — A
sS'=w —

=W 7 7
= ' — 'y

Si on les porte dans les formules (136), il vient

(W' — V)P =w[D XNy — M)e' + (h' — N @) (Ie — Do) — (v —n'v)s ],
(@' — )P = w[D'(A'— XN p)o + (Mv— W )(I'e' — D'g) — (' — 'v)d’}],
(W' —p'v)Q = w[(My — M)(D'o—1d') 4+ (Ap' — X pn)(Do’ —Ta)+ (' — wv)e].

(152)

Et I'équation (150) donne, en supprimant les facteurs communs
(@' — w'v)2w2,
fo= (' — ') (e — fa3')
+ (Nv—2")? D262+ (I? —4I'D)c"2— 2ID"6s’ + {DD'c’ ¢
+ (A’ — N p)2[D2e'2 4 (I'*— 4ID')s? —2I'Dos’+ 4 DD oo |
4+ 2(wy'— @wv){Ny— M) [2Ds2+2l'66’"— Ia'o — D'ao]
A2(p' — w'v)(Ap' — N p)[2D'0?+ 2l0s' — ['eo —Dd'o]
—2(My— M)A’ — N 1)[2DD' g2+ I'D’' a2 + Do
~+ (Il'+ DD")as’—21'Da’0 — 2ID'0%].
Comme cas particulier, cette formule donne I’équation bien
connue des quatre points d’intersection de s el s',
(153) o?— o3’ =0;

celle des quatre points d’intersection de s et o,
| I ;

(174 D2g'2— (12— {ID" )82 — 2l D’ 4 DD 52 = o
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celle des quatre points-d’intersection de w el de s + As',

o= D2¢"24 (I’— 4ID")e2— 2I'Doc’+ 4 DD'o0

+2k[2DD'g2+ I'D'62 + ID "2+ (II' +DD") o5’ —21'Ds’0—2ID"a3 |

+ k2[D262+- (12— 41I'D)s'2— 2ID"es’ + § DD's’ 9],

et ainsi de suite.

Par un calcul analogue, ou en appliquant la loi de réciprocité
a la formule (152), on trouve, pour l'équation ponctuelle des
quatre tangentes communes 3 Ao + g+ va', Ne +uwo+vd,

0= (v’ — ') [w2— 4 DD’ss']
+ (M p—2u')?2[D2s'24 (12 — 41'D)s2 — 21Dss’ = {Dws ]
+ (W — w\)2[D2s24 (17— 4ID')s2— 2 1'D'ss' -+~ { D' ws']
! +2(v — ' ) (PN —Au')[2DD's? 42T Dss'— [ws — D ws' |
+2(vi' — ') (A — v )[2DD's2+ 21D ss'— U'wws'— D'ws|
— a2 () — )W — W) [2w2+ I'Ds2+ ID's?

+ (II' 4+ DD")ss’ — 21'ws — 2Lws'[.

Comme cas particulier de cette formule, on retrouve, pour les
quatre tangentes communes a s et s/, 'équation bien connue

(157) w?2— 4DD'ss'= o.

Proposons-nous une question un peu plus compliquée, telle
que celle-ci :

Par un des points de contact M de s avec les tangentes
communes a s et s', on méne la seconde tangente a s, qui
touche s' en un point N. Former U'équation tangentielle des
quatre points N.

Les points M étant & la fois sur s et sur les tangentes com-
munes a s et s, dont I'équation est (157), leurs coordonnées ponc-
tuelles annulent & la fois s et w2 — 4DD'ss’; c’est-a-dire s et w.
Faisant s =w = o dans (150), on obtient, pourl’équation tangen-
tielle des quatre points M, I'équation (154) déja écrite plus haut.
Les tangentes MN menées de ces points a s’ ont des coordonnées
qui satisfont a la fois a cetle équation et a 5’ = o, par conséquent
a celle-ci

2[(I2— §I1D")s -+ {DD'g| = o.
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Cette derniére équation se décompose en deux : ¢ = 0, qui cor-
respond aux langenles communes a s et s', dont nous n'avons pas

4 nous occuper, et
(I'— 41D')s + 4DD'o = o,

qui convient bien aux secondes tangentes MN. Faisant donc dans
c o {ID—T1
(150) o'=o, ?=—rpp

tuelle des quatre tangentes MN,

7, nous obtenons, pourl’équation ponc-

o= (I"—4ID")2w2+8DD"2(I'2?—4ID")ws +8DD'(2DD"2 — 4II'D'+ I'3) ws
+16D2D"%s2 4+ 4I'DD'(8DD"2+ 41I'D'— I'3) ss'.

Pour s'= o, cette équation se réduit, comme cela devait étre, &
un carré parfait, savoir

(I'*— 4ID")w + 4DD'2s]2 = o,
)

ce qui montre que les quatre points N sont déterminés par I'in-
tersection de s' avec la conique

(I'*— 4ID")w + 4DD"2s = o.

Pour avoir leur équation tangentielle, il suffit donc de faire
41D — 1"
4DD?

{ [4DD"20 + (I?— 4ID')(Is'— D'c)]?

dans (150) =0, s= w, ce qui donne

Si 12— 41D'= o, cette équation se réduit & ¢*— 4o’ =o0;
donc, lorsque cette condition invariante est satisfaite, la tan-
gente & s' en chacun des points communs a s et s' va couper s
en l'un des points ot cette conique est touchée par les tan-
gentes communes asets'.

On en conclut que, lorsque cette condition invariante est sa-
tisfaite, le nombre des tangentes communes réelles est égal au
nombre des points communs réels.

Soit maintenant M’ le point de contact de s’ avec une des tan-
gentes communes a s et 5. On peut joindre chacun des quatre
points N & chacun des quatre points M/, ce qui donnera seize
droites, dont les coordonnées satisferont a la fois & I’équation
(158) et a 'équation tangentielle des points.M/, laquelle se déduit

+4D[(I2—4ID") o'+ § D2 ][ D' (I'2—{ID' ) o — (I"— 4 II'D' + 4 DD') o’ | = 0.
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de (154) en intervertissant les accents. Si donc on résont ces deux
équations par rapport a 7, ¢, ©, et qu'on porte dans (150) un des
seize systemes de solulions, on aura quatre des seize droites. Si
donc enfin on élimine &, o/, 9 entre (150), (158) et 1'équation
tangentielle des points M, on obtiendra évidemment ’équation
ponctuelle des seize droites dont il s’agit.

Bornons-nous au cas particulier ot I'invariant I est nul. Les
trois équations & considérer sont alors

D252 — 4I'Da’2+ 4DD'd’¢ = o,
D?(4DD'o — I76)2+ 4D (¢’ + D25)[I2 Vo — (I3 4 4DD)a'] = o,
[D'es + (Do’ —TI'c)s'+ow|?
—4(Dd's —Dos'—aw)[D'ss’+ (I'e’—D'g)s —3'w] =o.
Si I'on porte dans la seconde la valeur de o Lirée de la premiére,
elle devient

o[D'%g3— 21t D'2625'— 81'DD"265"2— 8D (I3 + 8DD"2)5'3] =0

et se décompose en deux équations distinctes, dont 'une est
¢ = 0. Nous voyons alnsi que sur les seize droites considérées,
quatre sont tangentes a la conique o ou s, ce qui concorde avec le
résultat obtenu au n°® 11 pour la signification géométrique de I.
Nous pouvons ainsi obtenir isolément ’équalion de ces quatre
tangentes de s, qui sont les polaires par rapport a s des quatre
points de contact de s avec les tangentes communes & s et s'; 1l
I's'
g
dessus, ce qui donne, tous calculs faits,

suffit de faire ¢ =o0, ¢ = dans la troisiéme des équations ci-

(159) (I'w —DD's")2+ 4DD"2ws = o.

20. Dans I'’exemple que nous venons de traiter, la formule
(150) nous a permis d’obtenir, par la voie de I’élimination, I'équa-
tion d’'un ensemble de douze ou de seize droites homologues,
suivant que I est nul ou So. Lorsque, parmi les données d’une
question, figurent des éléments (points ou lignes) pris arbitraire-
ment, il est évident qu’en suivant la marche que nous avons indi-
quée on obtiendra une équation finale s’appliquant non seulement
au résultat des constructions faites en partant de cet élément arbi-
traire, mais au résultat des mémes constructions supposées faites



— 62 —
a la fois & partir des quatre points ou droites homologues compo-
sant le systéme covariant complet dont fait partie le point ou la
droite arbitraire.

Soit proposée, par exemple, cette question : D'un point A arbi-
traire, on méne les tangentes AB, AC a la conique s, AB', AC’ a
la conique s'. On demande I’équation des quatre droites BB', BC/,
CB', CC' qui joignent un point de contact de s a un point de
contact de s'.

Soient z,, 1, 5, les coordonnées ponctuelles de A ; sy, s,, w,,
=y, ... ce que deviennent s, s', w, w, ... quand on y introduit les
valeurs de ces coordonnées. Soit = I'une des quatre droites dont
nous voulons obtenir I'équation. Les deux tangentes aux points ol
m coupe s ont pour équation, comme il est facile de le vérifier,
os — D=2 = 0; et de méme les deux tangentes aux points ou elle
coupe §', ¢’s’ — D'w? = o. La condition donnée pour définir = est
que chacune des coniques dégénérées os — D=2, o's'— D'n?,
doit passer par A ; les coordonnées §, n, { de = satisferont donc
aux deux conditions

1N

2
T
) UISD’—%’

(;160) ¢s=D 5
1

v |3
s

Si lon tire de ces équations les valeurs &, 4, §,, on aura quatre
systémes de valeurs, et pour I'un de ces systémes les fonctions o,
o/, ¢, = prendront des valeurs parfaitement déterminées. P, P', Q
deviennent des lors

D's Is—w ,
P = Dﬂf(s—,. + —s——> — Ds'oy,
P'=D'n} (Ef_ + “_7“’) — D'sey,
5y s :

= 2 [D(D's —TIs") + D'(Ds'—1Is)

51 s ’|

]+ w.

Et, en portant ces valeurs dans la formule (150), on aura une
équation de la forme

(161) Ani+ Brie;+ Co} =o,
ou A, B, C représentent des courbes bien déterminées du qua-
trieme ordre. Cette équation représentera donc quatre droites,

comprenant une de celles que nous avions en vue ; et elle suppose
la résolution préalable du systéme de deux équations du second
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degré (160). Pour avoir une équation qui représente les quatre
. . , . . . N ©
droites, il faut évidemment faire disparaitre le rapport =; dont la
1

valeur dépend de celui des quatre systémes de solutions des équa-
tions (160) que 'on considére en particulier. Pour arriver  cette
élimination, il suffit de remarquer que la syzygie (142 ) reste vraie,
quelles que soient les valeurs assignées aux variables z, y, z, &,
7, &. Sinous'y donnons & z, y, 5 les valeurs z,, y,, 2, qui dé-
finissent le point A, et I'un des systémes de valeurs §,, 4, {, qui
satisfont aux conditions (160), cetle syzygie deviendra

Aiﬂf—i— B|‘ﬂf¥ @y —+ Cg?%‘—: T!l(811‘51—|— 2T Ry + E‘I‘Ei),

A, By, G, ... étant ce que deviennent A, B, C, ... quand on y
fait x = x,, y =y, 3= 5, s=s5,, .... Mais R, est une fonction
de P,, P, Q,, définie par (140), et par suite une fonction qua-
dratique de 7} et de ¢, ; on peut donc écrire cetie relation

(162) 8mitymy = Ajwi+ Binier+ Ciof,

A, B, C, étant des fonctions explicites des données. Sile point A
est quelconque, on pourra élever les deux termes au carré, ex-
. . . , .
primer <} en fonction de o, o, 9, au moyen de la syzygie (83)
et, par suite, en tenant compte de (160), en fonction de =} et ¢,.
On aura donc une relation homogéne du huitiéme degré par rap-
port & =} et o,, dont les coefficients seront des fonctions complé-

P! entre cette rela-

tement connues des données ; en éliminant X5
—
tion et (161), on aura une équation ou les coefficients de (161)
entreront au quatriéme degré, et, par suite, cette équation sera
du seizieme ordre par rapport aux variables ponctuelles z, y, z;
ce sera I'équation des seize droites que donne la construction indi-
quée, appliquée tant au point A qu’aux trois poinls associés a A.
Si le point A a été pris sur I'un des cotés du triangle ¢, on a
/y = 0; la relation (162) se réduit a

A\ wy+ B w}o1+ Cio} = o,

e . © . . .
et I’élimination de -:é entre cette relation et (161) conduit a une
T

équation du huitiéme ordre seulement : cette équation représen-
tera les quatre droites obtenues en partant du point A, plus les
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quatre aulres droites qu’on obtiendrait e¢n partant du point unique
associé a A dans ce cas spécial.

Examinons Je cas particulier ou C, = o. L’équation (162) se
décompose en deux, savoir 7, = o, el

(163) 81111:.&21‘5?4— B"ﬂ‘qil.

Le systéme des seize droites se décompose en un sysiéme de
quatre droites qui s'obtiendra en faisant =, = o dans (161), ce
qui donne C = o, et en un systéme de douze droites. Mais, si I'on
se reporte aux valeurs de P, P', Q données ci-dessus, on voit que
C = s?s}(w?— 4DD'ss’); par conséquent, lorsque le point A est
pris sur I'une des tangentes communes a s et ', on trouve comme
résultat du calcul, d’une part, le groupe de ces quatre tangentes
communes, comme cela devait étre, de l'autre, un groupe de
douze droites qui correspondent trois par trois aux quatre points
associé¢s dont A fait partie. Si A est en méme temps sur un des
cbtés du triangle ¢, ces douze droites se réduisent & quatre, parce
que =, = o est encore une racine de (163), ce qui donne une
seconde fois les quatre tangentes communes, et que I’autre racine,

1% =— %7:; portée dans (161), donne une équation du quatriéme
ordre seulement.

Si I'on demandait quelle doit étre la position du point A pour
que I'une des quatre droites fournies par la construction indiquée
soit tangente & la conique g, il suffirait d’égaler a zéro le coefficient

de = dans I'équation (162) élevée au carré, c'est-a-dire de poser
(164) 64DD'#2[ D2D's"3+( I'?—21ID")Dss?+ (I12—21'D) D' s2s'+ DD'2 s3]+ A2s35"3 = o,

cé qui donnerait, pour le lieu du point A, une courbe covariante

du douziéme ordre. A un point déterminé de cetle courbe corres-

pondent évidemment les quatre droiles représentées par I'équa-

tion A = o. Mais, si I'on calcule A, on trouve que les coefficients
/

n’y dépendent que du sgul paramétre %, lequel y figure au second

degré. On peut donc aisément former I'équation de I'enveloppe
des droites représentées par A = o, lorsque le paramétre prend
toutes les valeurs possibles, c¢’est-a-dire lorsque le point directeur
se déplace sur la courbe représentée par (164). On trouve ainsi
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I'équation
(w—Ts—1s)2 =o.

Le premier facteur n’est autre chose que I'équation ponctuelle
de la conique ¢, laquelle constitue donc bien une partie de I'en-
veloppe, comme nous le savions. Le second facteur est le lieu des
points d’intersection des droites variables, lieu qui doit étre fourni
également, comme on sait, par I'équation de I'enveloppe. Nous
avons vu, en effet, que les quatre droites comprises dans I’équa-
tion A = o, étant obtenues par une méme construction faite a

partir de quatre points associés, doivent se couper deux a deux
sur les ¢otés du triangle 1.

21. Examinons le cas particulier, déja touché dans I'exemple
précédent, ou le point (ou la droite) dont on demande I'équation
est situé sur le triangle ¢ (ou passe par un de ses sommets). On a
alors t = o (ou v =o0), ct la syzygie (142) devient

(163) Q2— 4 PP' = =2 (2R + Exn?).
Si donc on pose

(166) 02— 40P’ =0,

cette équation représentera le point (ou la droite) compté deux
fois, plus deux points (ou deux droites) associés. Mais je dis que
ces deux autres points (ou droites) seront eux-mémes coinci-
dents. En effet, d’aprés ce que nous avons vu dans le cas général,
les quatre poinls associés représentés par le second membre de
la syzygie (142) sont disposés de telle sorte que les trois som-
mets du triangle ¢ sont les faux sommets du quadrilatére complet
construit sur eux. D)’aprés les propriétés harmoniques du quadri-
latére complet, on obtiendra donc les trois points associés & un
point donné M en joignant M aux trois sommets, et prenant
sur chaque droite le conjugué harmonique de M par rapport au
sommet qu’elle renferme et au point de rencontre avec le coté
opposé du triangle ¢. On voit immédiatement que, si M est sur un
des cOtés de ¢, un des trois points associés vient se confondre avec
M, et que les deux autres vont se réunir en un seul, situé sur ce
méme coté du triangle 1.

D’aprés ces considérations, il est évident que la formule (166)
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fournira en pareil cas le carré de I’équation du point considéré et
de son associé, ou, s’il y a une élimination préalable a effectuer,
le carré de I’équation de tous les points (ou droites) qui répon-
dent a la question.

Proposons-nous, par exemple, de former I'équation des six
tangentes menées a s des trois sommets du triangle ¢. Les coor-
données de 'une quelconque de ces droites satisfont a la double
condition ¢ =0, 7= o0; c'est-a-dire, a cause de la syzygie (83),
aux deux conditions

5 =0, D(D'o3 —T'¢2s'+ log'2—D4s'3) =o.
Faisant s = o dans la formule (166), on aura donc a éliminer
? entre la seconde des équations précédentes ct celle-ci
7
[wo+(Ds'—1Is)s'2—4[D'sp 4+ (w —1's)d'|(Ds'eo — Dsd’) = o,

qui peut s’écrire

me?+ 2n<;a’+pc’5 = o,
en posanl, pour abréger,

m = w2— 4 DD'ss/,

—

n=12DD's2+ 2I'Dss'—- Dws' — Iws,

(167) < n
( p=(12—4I'D)s?+ D2s"2— 2IDss'+ 4 D ws.

Par une formule connue, on obtient comme résultat de I’élimi-
nation
8DD ' n3+ 4(I'Dm + ID'p)n2

+2[IDm2+ (II'—3DD"Yymp + I'D'p2]n

+D2md 4+ (I2—2I'D)m2p + (12— 2ID")mp2+ D"2p3 = o.

(168)

Si I'on se reporte a la syzygie (83), on voit que les premiers
membres ne différent qu’en ce que ¢, o/, & sont remplacés respec-
tivement par 2n, — m, — p. Le premier membre de (168) est
donc décomposable en trois facteurs linéaires par rapport a m,
n, p; chacun de ces facteurs est da quatriéme ordre en z, v, 3
et représente évidemment le carré du couple de tangentes a s issu
de 'un des sommels de (. Pour s = o, il se réduit, ¢omme cela
devail étre, & un carré parfait, savoir

(w3—1s'a24-I'Ds20 — D?D's'3)2,
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la parenthése étant ce que devient ¢* [syzygie (13)] quand on v
fait s = o : les points de contact de s avec les trois couples de
tangentes sont en cllet sur les cotés de ¢. Si enfin (4, A') est un
des trois systemes de coefficients qui rendent ¢ + Az + 4’5 un
carré. parfait, 'expression an — Ap — A" m représentera le carré
du couple de tangentes & s issu du sommet dont © + As + A's'
est I’équation tangentielle.
Si, en particulier, D = o, I'équation (168) se réduit a

(169) Bs2(ow2—Tws+ID's2)2 =0

¢t donne séparément les trois couples de tangentes, savoir s et
aw —s(I'== /T {ID).

D’ailleurs la syzygie (13) devient, dans la méme hypothése,

(170) 2= (w—Is")(w2— I'ws + ID's2),

Y

de telle sorte que les deux couples dc tangentes a s issues des
deux sommets de ¢ autres que le point double de s se réduisent,
comme cela devait étre, aux deux cotés de ¢ passant par ce point
double, le carré du troisiéme coté étant ¢ — 15,

22. Je vais maintenant examiner succinctement ce qui arrive
lorsque l'invariant E s’annule, c’est-a-dire lorsque s et s’ se tou-
chent ; en commencant par le cas du contact simple.

Posons

M = II'— ¢ DD,

( N=12—3ID,

(171)
| N =12 31D

Nous pourrons écrire les diverses relations suivantes :

M2 — 4NN'=3E = o,
| IN—I'M+3D'N=o0, I'N—IM-+3DN = o,

ID'N+ I'DN'—NN'—3DD'M =E =o,
4ID'N - 4I'DN'— (II' + 3DD)M = E = o,
(172) | DMN' & D'N:— INN' = IE =o,
D'MN + DN2 —I'NN'=T'E = o,

(IN'-~ D'N)t— MN'(Il' — DD') = ID'E = o,
| (I'N-- DN')2— MN(II'— DD') = I'DE = o,
2 (IN'« D'N)(I'N 4 DN')— (II'— DD')M2 = (II'— 3DD")E = o.
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Les seconds membres des syzygies (76), (13) et (83) admettent,
comme nous-l’avons vu, un facteur carré. On vérifie en outre

sans peine, par les formules (140), (137) et (76), que R devient
un carré parfait et divise ¢% ; de sorte qu’on a, dans ce cas,

2DD'n  D'a Da
(173) ”"R<_M_ 2N’ 2N)’

avec la valeur suivante de R

’/ _— l I_ ’ — ’ ! —_— ! 1 Iz
74)  R= yrp—ppy (M= DD — 2 (IN+ D'Nyz — 2(I'N -+ DN ]2,

La syzygie (138) devient, dés lors,
[M(II'—DD')r — 8D'Na — 8DN'2']

2 /e _——ﬂ
(175) Q—4PP'= r—ppym
> [M(I'— DD')m — 2 (IN'+ D'N)a— 2(I'N+ DN')a'J2.

Puisque le facteur carré du second membre divise ¢7, il repré-
sente le c6té double (ou le sommet double) du triangle ¢; et I'on a
ce théoréme :

Lorsque s et s' sont tangentes, si = est l'équation d’une
droite (ou d’un point) quelconque, Uéquation

(176)  M(II'— DD')m — 2(IN'+ D'N)a — 2(I'N + DN')’ = o

représente le cété double (ou le sommet double) du triangle t,
c’est-a-dire la tangente commune double (ou son point de con-
tact); U'équation

(177) MDD'= — D'Na — DN'a’'= o

représente le cdté simple (ou le sommet simple) du méme
triangle ; enfin les trois droites (ou les trois points) associées a
la droite (ou au point) w sont la tangente double (ou le point
de contact) comptée deux fois et une autre droite (ou point)
représentée par l’équation-
(178) M(II'— DD')r —8D'Na — 8DN'a’ = o.

Si, par exemple, = est une des deux tangentes simples com-

munes & s et s/, la seconde sera (178); de méme pour les deux
points d’intersection simples de s et de s/, etc.
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Pour décomposer en leurs facteurs les seconds membres des
syzygies (13) et (83), et obtenir 'expression, en fonction de s,
s', w et des invariants, du carré de la tangente double, ou, en
fonction de o, ¢/, ¢ et des invariants, du carré du point de con-
tact, il suffit d’appliquer les résultats obtenus aux n* 14 et 16.
Soit (=, a,, &,) un des systémes de valeurs de =, «, o qui annu-
lent & la fois deux des facteurs linéaires de ¢t : nous avons vu
que l'expression m,w — a|s — a,s’ représente le carré du coté
de ¢ correspondant, et 'expression DD'x¢ — D'ayo — Do o’ le
carré du sommet opposé. Or nous avons les équations en =, «, o
de deux c6tés distincts du triangle ¢, savoir (156) et (177); le
systéme de valeurs de =, a, o qui satisfait & la fois & ces deux
équations est m, =M, o, =2DN, «,=2D'N. On en déduit
immédiatement, pour I'équation du carré de la tangente double,
(179) Mw —2D'Ns—2DN's'= o,
et, pour I'équation du carré du point de contact,

(180) Mg —2N'¢c—aNd'=o.

11 suffit maintenant de diviser respectivement les seconds mem-

bres des syzygies (13) et (83) par les carrés des deux expressions

(179) et (180), pour obtenir I’équation du carré du c6té simple du
triangle ¢

(181) NN'w — DN'2s — D'N2s'= o,
et 'équation du carré du sommet simple du méme triangle
(182) DD'NN'9 — D'2N2g — D2N'2¢’' = o.

En appliquant encore les résultats des n°® 14 et 15, nous pou-
vons obtenir les équations générales des systémes de coniques
dégénérées en deux droites ou en deux points passant par I'un ou
I'autre des deux sommets distincts du triangle ¢, ou situés sur’un
ou l'autre des deux cotés distincts de ce triangle. Ainsi I’équation
du sommet simple étant (177), il suffit de prendre
"y = D'Nay+ DN'a)

MDD’

’

de porter cette valeur de =, dans les expressions

mw—a;s—xs, DD'mg9—Das—Da\d
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a . . o, . ¢
et dC rem laccr =t par une mdetermlncc /n'. our obtemr l,t‘, ua-
a ' 1
1

tion générale des coniques covariantes dégénérées en deux droites
dont le point de concours est au sommet simple

(183) (Mw —4DN's') +k(Mw —4D'Ns) = o,

et Péquation générale des coniques contrevariantes dégénérées en
deux points situés sur le coté simple

(184) (Mo —4N'6)+ k'(M¢ — 4Nd') =o.

D’ailleurs, I'équation (183) étant satisfaite pour s=s'=w = o,
toutes les coniques dégénérées qu’elle représente passent par le
point de contact de s et s/, et comprennent, par conséquent, la
droite qui joint ce point au sommet simple, c’est-a-dire la tan-
gente commune double. L’équation (183) représente donc, quel
que soit k, la tangente double avec une autre droite passant par
le sommet simple de ¢. Si I'on veut que cette seconde droite soit
celle qui passe par les deux points d’intersection simples de s
et s/, il suffit évidemment de prendre A = — 1, ce qui donne

(183) D'Ns —DN's'=o

pour 'équation de la tangente double et de la corde d’intersection
ne passant pas par le point de contact. De méme

Mw — 4DN's'= o,

(186)
Mw —4D'Ns=o0

représentent évidemment, avec la tangente double, les droites
joignant les deux points de contact de s’ (ou de s) avec les tan-
gentes communes simples. En prenant A =--1, on retrouve
Péquation (179) ; ce qui permet d’énoncer ce théoréme :

Lorsque deux coniques s, s' sont tangentes, leur tangente
commune au point de contact, celle de leurs cordes d’intersec-
tion qui ne passe pas par ce point, et les deux cordes de con-
tact de s et de s' avec leurs tangentes communes simples for-
ment un faisceau harmonique.

On verrait de la méme maniére que (184) représente deux
points dont I'un est toujours le point dé contlact de s et ¢, et
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'autre varie avec la valeur de A’. Pour A'=1, on retrouve (180);
pour A'=—1, ce qui donne

(187) Ne¢— Ndo' = o,

le second point représenté est le point de concours des deux tan-
gentes communes simples. Pour les équations

(188) Mg —4N's=o, Mg — 4Nd'=o,

le second point est le point de concours des tangentes & s (ou a )
aux deux points d’intersection simples; et ces deux points de
concours, réunis a celui de I’équation (187) et au point de contact
de s et s', forment sur le c6té simple du triangle ¢ une division
harmonique : c’est le théoréme réciproque de celui qui a été
énoncé plus haut.

En opérant sur I'équation (176) du sommet double de ¢ comme
nous venons de le faire sur 1'équation (177) du sommet simple,
on obtient les résultats suivants :

2(IN'+D'N)w — M(II'— DD') s’

8
(189) 4= k[2(I'N 4 DN')ow — M(II'— DD')s] = o,

ou k est une arbitraire, est 1’équation des coniques covariantes
dégénérées en deux droites passant par le point de contact de s et
de s'. Cette équation peut encore s’écrire

(190) (M+2iN)w — (IN+D'N)(s+ks') =o0;

comme cas particulier, elle donne : 1° I'équation des deux cordes
d’intersection de s et s’ passant par leur point de contact

(191) Ms'—2N's=o0 ou 2Ns'— Ms =o,

ce qui revient au méme, a cause des relations (172) ; 2° I'équation
des droites joignant le point de contact de s et s" aux deux points
de contact de s avec les tangenles communes simples

(192) Mw — (IN+D'N)s = o,
ou aux deux points de contact de s’ avec ces mémes tangenles
(193) Mo —(I'N -+ DN')s' = o.

L’équation des coniques contrevariantes dégénérées en deux
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points situés sur la tangente commune double sera de méme
(194) DD’(M-—J—sz)-qa—(l'N+DN'.)(D'a+ch’)=o

et donnera, comme cas particuliers, I'’équation

(195) 2D'Ne—DMe'= o

des deux points ot la tangente commune double est rencontrée
par les deux tangentes communes simples ; I'équation

(196) DMo¢ — (I'N +DN')o = o

des deux points ou elle est rencontrée par les tangentes a s aux
points d’intersection simples de s et s; et ainsi de suite.

23. Je passe au cas ol les deux coniques s, s’ sont bitangentes,
c’est-a-dire se touchent en deux points distincts.

Dans ce cas, les deux droites (192) du numéro précédent doi-
vent évidemment se confondre, ainsi que les deux points (195).
Si donc on calcule, par les formules (113) et (134), I'équation
tangentielle de la conique (192) et I'équation ponctuelle de la
conique (193), ces équations doivent étre satisfaites identique-
ment. On obtient ainsi les deux relations suivantes entre les inva-
riants, covariants et contrevariants,

(197) ’ Mo —aNe —aNo =o.
(198) Mw—2D'Ns —2DN's'= o.

Mais, si I'on compare ces relations avec les équations (180) et
(179) du numéro précédent, on s’apercoit qu’elles expriment que
la tangente double et son point de contact cessent ici d’exister :
ce qui devait étre, puisqu’il y a, dans le cas qui nous occupe, deux
tangentes communes doubles et deux points de contact distincts.

Les premiers membres de (197) et de (198) étant respective-
ment, lorsque E = o, facteurs des expressions de <2 et de ¢2, on
en conclut que le covariant ¢ et le contrevariant t s’annulent iden-
tiquement : ce qui devait étre, puisqu’il existe ici, non plus un
seul triangle autopolaire commun a s et s, mais une infinité, ayant
tous un sommet commun et leurs deux autres sommets sur une
droite fixe, savoir la corde de contact des deux coniques.

L’équation du carré de ce sommet fixe, qui-est ici le point de



— 73 —
concours des deux tangentes communes, continue d’ailleurs a

étre donnée par la formule (182); en y introduisant la valeur de ¢
fournie par (197), on trouve pour cette équation

(199) D'(I'N—3DN')s + D(IN'—3D'N)a’'=o.

De méme I'équation (181) donne, en tenant compte de (198),
pour le carré de la corde de contact des deux coniques,

(200) (IN—3D'N)s + (I'N—3DN')s' = o.

Puisque ¢ et t sont identiquement nuls, il en est de méme de
t7 et, par suite, de I'un des facteurs du second membre de la sy-
zygie (76); ce ne peut d’ailleurs étre que celui qui représentait,
dans le numéro précédent, le coté double de ¢ ou le sommet
double opposé. On a donc encore cette relation entre covariants
mixtes _

(201)  M(II'—DD')x — 2(IN'+ D’'N)2 — 2(I'N + DN') o’ = o.

En I'introduisant dans les formules (177) et (178), on obtient,
pour l’équation de la corde de contact (ou de son pole),

(202) D'Na — DN'a'= o,

et pour celle de la droite (ou du point)associée a une droite don-
née (ou & un point donné) =,

(203) (IN—3D'N)a+ (I'N—3DN')a’'=o0.

Les systémes de coniques dégénérées covariantes (183) et con-
trevariantes (184) se réduisent respectivement & la seule conique

(204) D'Ns — DN's'= o,

qui représente les deux tangentes communes, comme on peut le
vérifier en introduisant I'expression (198) de w dans I'équation
w? — 4DD'ss’, qui se réduit alors au carré du premier membre de
(204); et a la conique

(205) N'e¢—Nd' =o,

qui représente les deux points de contact et se déduirait directe-
ment de 9*— 4od’, en tenant compte de (197).

De méme, les systémes de coniques covariantes (189g) et contre-
variantes (194) se réduisent respectivement a la conique (191).



qui représente le carré de la corde de contact, et a la conique
(193), qui représente le carré du point de concours des deux tan-
gentes communes.

La situation de deux coniques bitangentes est ainsi caractérisée
par 'évanouissement de I'invariant E, du covariant (198), du con-
trevariant (197) et du covariant mixte (201).

24. Examinons le cas ou les deux coniques s, s' sont oscula-
trices, c’est-d-dire ont trois de leurs points d’intersection réunis
en un seul, le quatriéme restant séparé.

Ce cas ne différe de celui du contact simple, examiné ci-dessus
au n® 22, qu’en ce que le c6té simple du triangle ¢, représenté par
(177), vient se confondre avec le coté double représenté par (156).
Si I'on exprime que dans ces deux équations les coefficients de =,
@, o' sont proportionnels, on obtient les deux relations inva-
riantes

I'—DD' _ 2(IN+D'N) _ o(I'N+ DN')
DD D'N = DN’ ’

lesquelles, en vertu de E = o, se réduisent a une seule, savoir
(206) IDN2—I'D'N2=o.

Mais il faut aussi que les équations (159) et (181) représentent
le carré de la méme droite; il doit donc en étre de méme de leur
combinaison

(M2— 4NN')w + 2(2 DN'2— D’MN)s + 2(2D'N2— DMN')s' = o,
c’est-a-dire, & cause des relations (172), de I'équation
(2DN"2— D'MN)s + (2D'N2— DMN')s' = o.

Or cette équation représente une conique passant par tous les
points communs 4 s et s, et ne peut, par suile, représenter le
carré de la tangente d’osculation, laquelle ne passe pas par le qua-
tritme point d’intersection de s et s'. On doil donc avoir sépa-
rément

2DN2— D'MN = o, 2D'N2—DMN' =o.

Ces deux conditions sont satisfaites si N=N'= o, ce qui en-
traine M = o. Je dis, de plus, qu’elles ne peuvent éire satisfaites



que de cette maniére; car 'une des relations (152) donne
D'MN = N'(I'N — DN’).
On devrait donc avoir, si N et N’ n’étaient pas nuls
’ P ’
I'N =3DN/, IN=3D'N;
d’ott, multipliant membre & membre,
MNN'= o,

ce qui entraine encore M = o, d’ot N = N'= o. La situation spé-
ciale de deux coniques osculatrices est donc caractérisée par deux
conditions invariantes, que 'on peut écrire a volonté

(207) E=M=0; E=N=o0; E=N=0; M=N=o0, M=N=o,
et qui entrainent les quatre relations simultanées
(208) E=o, M=o, N =o, N'=o.

Il convient de remarquer que le systéme de conditions
N=N=o0 ne serait pas suffisant; il entrainerait seulement
II'M = o, c’est-a-dire I=1'=o0, et les deux coniques auraient
une situation relative spéciale, mais tout autre que celle que nous
discutons.

L’existence des relations (208) rend illusoires toutes les for-
mules du n° 22; il convient donc de se reporter aux syzygies
elles-mémes. Il est d’ailleurs facile de vérifier que les syzygies
(76), (13) et (83) deviennent respectivement, en vertu des rela-
tions (208),

/ 27DD'tr =(6DD'm —1'a — [2')3,
(209) ‘ 2782 = (3w —I's —Is')3,
'\ 27D2D"272 = (3DD'¢ — ID'o — I'Do’)3.

Par suite, I'équation
(210) 6DD'r—1l'a—Ia'=o0

représente la tangentc d’osculation (ou son point de contacl);
I'équation

(211) 3w —1s—=Is=0
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représente le carré de la tangente d’osculation, et I'équation
(212) 3DD'¢ —ID's —I'Da’ =0,
le carré du point d’osculation.
La syzygie (142 ) devient, puisque R et E sont nuls,

87 (6DD'w —I'a —Ia')3

2 - g =
(213) Q2— 4PP'= 8nitx 7DD’

On en conclut qu’a chaque point (ou droite), arbitrairement
choisi, est associé le point d’osculation (ou la tangente d’oscula-
tion) compté trois fois, et remplacant, par conséquent, les trois
points associés qui étaient distincts dans le cas général, se rédui-
saient au point de contact compté deux fois et & un autre point
lorsque les deux coniques étaient simplement tangentes, et dispa-
raissaient complétement quand elles devenaient bitangentes.

Si I'on prend =, a,, &, satisfaisant & (210), on sait que
mw —a, s —as et DD'nyo—D'ayc —Da|s’ représenteront
respectivement une conique dégénérée en deux droites se coupant
au point d’osculation, et une conique dégénérée en deux points
situés en ligne droite avec ce point. Mais, comme ces deux droites
(ou ces deux points) forment un ensemble covariant (ou contre-
variant) et sont, par suite, associées, I'une des droites (ou I'un des
points) devra toujours étre la tangente d’osculation (ou le point
d’osculation).

Les deux équations ainsi obtenues sont d’ailleurs

(214) 1w —6DD's 4+ k(I'w — 6DD's’) = o,
(213) I'o—6D's +k'(I¢ —6Ds’) =o,
oit k, k' sont deux arbitraires.

Si 'on veut que la seconde des droites représentées par (214)
soit I'unique corde d’intersection de s et s/, il suffit de prendre

k=— TI;, ce qui donne
(216) I's—Is'=.0.

Si I'on veut qu’elle se confonde avec la premiére,on doit annu-
ler les coefficients de ¢, o, ¢’ dans I’équation tangentielle corres-
pondante calculée par la formule (113), ce qui conduit & prendre
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k= 7> et fait retomber, comme cela devait étre, sur I'équation
(210). D’ailleurs,

(217) Iw—6DD's =o, I'v —6DD's'=0

représentent évidemment, jointes & la langente d’osculation, les
droites qui joignent le point d’osculation aux points de contact
de s et de 5’ avec leur seconde tangente commune; on en conclut
que ces deux droiles forment, avec la tangente d’osculation et la
corde d’intersection, un faisceau harmonique.

On verrait de méme que les équations

(218) ' —6D'c =0, Ie —6Ds'=0

représentent, joints au point d’osculation, les points od la tangente
d’osculation est coupée par les tangentes a s et & s’ en leur point
d’intersection simple ; que '

(219) ID'c —I'Dd’'=0o

représente, joint au point d’osculation, le point d’intersection des
deux tangentes communes a s et s'; enfin que ces deux points,
avec ceux des équations (218), forment, sur la tangente d'oscula-
tion, une division harmonique.

25. Nous arrivons enfin au cas ou les deux coniques sont sur-
osculatrices, c’est-a-dire ont leurs quatre points d’intersection
réunis en un seul.

Il est évident que les conditions invariantes E=M=N=N'=o
continuent i étre satisfaites. De plus, la conique (216) du numéro
précédent doit se réduire a la tangente d’osculation comptée
double ; I'équation tangentielle correspondante, calculée par la
formule (113), doit donc étre satisfaite identiquement, ce qui

donne la relation
II'e —I'*c — I2d'=o,

que l'on peut encore écrire
(220) 3DD'¢9 — ID'c —I'De'=o0.

L’équation (212), qui représentait le carré du point d’oscula-
tion dans le cas des deux coniques osculatrices, disparait donc ici,
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et le carré du point de suroscalation est représenté par
(221) ID'c —I'Ds'=o.
De méme, I'équation ponctuelle correspondant a (221) doit
étre satisfaite identiquement, ce qui donne la relation
(222) Jw—TI's—Is'=o.

Cette équation représentait, dans le cas du numéro précédent,
le carré de la tangente d’osculation; ici elle disparait, et le carré
de la tangente de surosculation a pour équation

(223) I's—-Is'=o.

Les relations (220), (222) entrainent t*=o0, t*=o0; par
suite, on a aussi £7 = o, et I'on peut écrire la relation identique
entre covariants mixtes,

(224) 6DD'n—Tl'a—Ia'=o0.

La situation spéciale de deux coniques surosculatrices est donc
caractérisée par I'évanouissement simultané des invariants M, N,
N’y E, des covariants ¢ et (222), des contrevariants T et (220) et
du covariant mixte (224).

26. Je mentionnerai, pour terminer, le cas ol les invariants I,
I’ sont nuls a la fois. Alors les syzygies (13), (76), (83) deviennent
respectivement

z =(«v~se/ﬁﬁ’2—s’:/m)

x (w—0syDD%— 025’ Y DD’ ) (w — 025 y/DD'2— 05'{/D2D’),
tr=—(=yDD2+a{y/D'+a'{/D)
(225) { > (m{/D2D2+ 00D + 02’ YD) (n{/D2D 2+ 020/D'+ 0a' /D),

, 3 ‘DI ’3 E
r-:DD(Q—c\/—‘ﬁ—c“/—D—)
Y, 3 D> ST ,3/D
'. x(e.;a——Oc\/T)———ﬂ%'\/%' o —02¢ l—)-—()o' o)

en désignant par § une des racines cubiques imaginaires de

I'unité. Les trois cOtés et les trois sommets du triangle ¢ sont ainsi
séparés : deux des trois éléments étant toujours imaginaires, et le
troisieme réel (en supposant, bien entendu, que s et s" aient leurs
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coefficients réels). L'intervention dans ces formules des rvacines
cubiques imaginaires de I'unité correspond a ce fait bien connu,
que le rapport anharmonique du faisceau joignant les quatre
points d’intersection de s el s’ 4 un autre point quelconque soit
de s, soit de §', est équianharmonique, c’est-a-dire précisément
égal 4 I'une de ces racines imaginaires.

Par suite de la décomposition en facteurs des expressions de ¢2,
tz, 7%, il devient possible d’exprimer séparément, comme dans
les cas oul E = o, certains couples d’éléments covariants ou con-
trevariants. Ainsi le systéme des coniques dégénérées en deux
droites qui se coupent au sommet réel de ¢ aura pour équation

(226) w + sy DD+ k(w + s’ {/D2D’) = o,

k étant une indéterminée. Si 'on veut avoir les deux cordes d’in-
tersection réelles, il suffit évidemment de prendre kA =—1, ce
qui donne

(227) syYD'—s'YD =o,

et ainsi de suite.

27. Comme résumé de ce travail, on peut dire que le point
central, a proprement parler, de la théorie du systéme de deux
coniques est la syzygie (76), qui fournit a la fois les cotés et les
sommets du triangle polaire commun (n* 11), et qui conduit di-
rectement (0 14 et 15) & la connaissance des trois systémes sim-
plement infinis de coniques covariantes dégénérées en couples de
droites, et des trois systémes de coniques contrevariantes dégéné-
vées en couples de points; les couples communs & deux systémes
se réduisant a deux droites coincidentes ou a deux points coinci-
dents et étant fournis par les syzygies (13) et (83). Immédiate-
ment aprés, au point de vue de I'importance, il convient de placer
les syzygies qui permettent de représenter toutes les formations,
a4 une puissance prés de ¢ ou de 7, en fonction de trois covariants
mixtes linéaires par rapport aux deux séries de variables; de la,
notamment pour s, s, &, ¢/, des formes canoniques nouvelles
(n* 12, 13 et 16), éminemment propres au calcal méthodique
des invariants, covariants et contrevariants composés qui corres-
pondent & une condition géométrique donnée. Enfin vient la syzy-
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gie (142), dont I'étude fait 'objet des n° 17 & 20, et qui fournit
notamment un moyen régulier de former I'équation de tout groupe
de points ou de droites définis par une méme condition projec-
tive, d’ailleurs quelconque; elle synthétise ainsi la solution d’un
trés grand nombre de problémes dont chacun exigeait jusqu'ici
une méthode particuliére. Je laisse a des recherches ultérieures la
réponse a une question intéressante que I’on peut se poser a ce
sujet : existe-t-il des formules générales analogues pour les en-
sembles covariants ou contrevariants dont I’élément donné serait,
par exemple, au lieu d’un point ou d’une droite, une conique ou
méme une courbe de degré plus élevé?

Le Mans, 12 décembre 1888.



