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Recherches de géométrie à n dimensions, par M. HALPHEN.
(Séance du 25 juin 1873)

1. Si une surface contient un point multiple (Tordre inférieur d'une unité
à son degré, les droites issues de ce point la rencontrent en un seul autre
point. A cause de cette propriété, M. Cayley a donné à une telle surface le
nom de monoïde. Ce géomètre a montré que la considération des monoïdes
pouvait être très-utile pour la classification des courbes gauches; il en a
déduit la classification des courbes du 5e, 4e et 5e degré (Comptes rendus
de l'Académie des sciences, t. LIV, p. 55, 596, 672 et t. LV1II, p. 994). M. Ed.
VVeyr en a déduit la classification des courbes du 6e degré (ibid., t. LXV1).
J'ai fait auâsi usage de ces surfaces dans un mémoire sur la théorie des
courbes gauches, présenté à l'Académie en 1870.

En supposant le point multiple à l'infini sur l'axe (b, on obtient Péqua-
tion d'une surface monoïde de degré p, sous la forme vz—u= 0, où u et
v sont des polynômes en x et y, de degrés p et p — 1. Je me propose ici de
développer quelques considérations au sujet d'équations analogues entre
des variables en nombre supérieur à 5, Pour faciliter le langage, je deman-
derai qu'il me soit permis d'employer une expression que je vais indiquer.
Le nombre des variables étant n, ou, si l'on veut, dans un espace à n di-
mensions, je nommerai complexe d'ordre i l'ensemble des systèmes de va-
leurs des variables, ou l'ensemble des points, qui satisfont à i conditions ;
et intersection de deux complexes d'ordres i et i', le complexe d'ordre
i+i' défini par la simultanéité des conditions qui définissent les premiers
complexes. Si i+i' est égal à n, l'intersection se réduit à un nombre fini
de points. Le degré d'un complexe du 1er ordre est le degré de l'équation
qui le définit. Le degré d'un complexe d'ordre i est le nombre de ses inter-
sections avec le complexe défini par n— i équations du'!®' degré, qui, d'a-
près cette définition même, est un complexe d'ordre n—i, du 1er degré.
On peut conserver l'expression de degré d'un complexe d'ordre i quand i
est égal au nombre n des variables» C'est alors le nombre de points que
ce complexe représente.

De même que l'intersection complète de deux .surfaces peut se décom-
poser en plusieurs courbes distinctes, de même aussi l'intersection complète
de deux complexes peut se décomposer en plusieurs complexes distincts.
En sorte qu'un complexe d'ordre i peut ne pas être représenté seul par i
équations quelconques entre les n variables. Mais s'il s'agit d'un complexe»
intersection complète de i complexes du 1er ordre, il est clair que son de-
gré est égal au produit des degrés de ceux-ci. Dans cet ordre d'idées, les
variables étant x^x^ ..^ d?», l'équation vx^—u==0,où u et v sont des po-
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lynomes de degrés p et p— 1 ne contenant pas a?», représente un complexe
de 1er ordre, de degré p, que Fon peut appeler monoïde.

Ces définitions établies, je vais étendre à un espace à» dimensions un théo-
rème que j'ai démontré dans un autre travail (Même Bulletin, 1.1, p. 15S),
et relatif aux intersections des courbes planes. Voici ce théorème :

THÉORÈME I. — Le nombre des intersections de deux courbes reunies en
un point 0 est égal à la somme des ordres des segments infiniment petits in-
terceptés par les deux courbes sur une sécante arbitraire dont la distance au
point 0 est infiniment petite du premier ordre.

Je vais d'abord donner à ce théorème une autre forme. Soit/'(.c,y)=-0
l'équation d'une courbe, et Ç, 13, Ç^ ^ les coordonnées de deux points M,M
du plan, par où l'on mène deux sécantes parallèles, rencontrant respective
ment la courbe aux points w, m',... et m^m\,.... On sait qu'on a

Mm.Mm\. . __ f{^)
M^t.MtW'i . . . ""' f[^y

en sorte que si l'on suppose fixé le point Mi et la direction de la sécante, le
produit Mm.Mw'..., pour un point arbitraire M, est proportionnel à f(^).

Soit maintenant une autre courbe y===0, rencontrant la courbe f en un
point 0, où les deux courbes peuvent avoir des branches multiples quelcon-
ques, ayant entre elles des contacts quelconques. Plaçons le point M sur une
des branches de y, à distance infiniment petite du 1er ordre de 0. La quantité
f(^ ïî) est infiniment petite, et son ordre est égal à la somme des ordres des
segments interceptés à partir de M, sur une sécante arbitraire, par la
courbe /'. Si F on place successivement le point M, de la même manière, sur
les différentes branches de la courbe y, la somme des ordres des quantités
f(^nî} sera celle des ordres des segments interceptés par les deux courbes
sur une sécante à distance infiniment petite du premier ordre de 0. Donc :

THÉORÈME II. — Le nombre des intersections des deux courbes f(x,y) === 0,
y(.r,y) == 0, confondues en un point 0, est égal à la somme des ordres des
quantités f[x,y), quand le point (x^y} est placé successivement sur les diffé"
rentes branches de la courbe y ===: 0, à distance infiniment petite du 1er ordre
du point 0.

Soit maintenant un complexe du 1el? ordre à n variables f(x^Xy ...,a;,)== 0,
et cherchons la signification de Impression /{Si, S»,...,?»), quand Ç^,Ç,, ...,Ç^
sont les coordonnées d*un point quelconque. Par ce point, menons arbitrai-
rement n — 2 complexes du 1er ordre et du 1er degré, qu'on peut réduire
à ne contenir chacun que 5 coordonnées :

(1)

^ - ç, === k^ - y + Bs(a;, - y.
^ - ?4 == A^i ~ y -h B^ - Ç,),

^^A^-y+B^-y.
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En substituant les valeurs de Xy.^.x^ tirées de ces formules, dans
/^p...,^) ==0, on obtient une relation entre x^ et a-g : F(^,.y,) =0. Mais,
si l'on fait*^==Çi et a?,==Ç,, les équations (1) montrent que l'on a aussi
x^=^..., ̂ ==Ç». Donc F(Çi, Ç,) n'est autre chose que f(^, ç,, ..., Çj.

Soit maintenant un autre complexe du 1er ordre ̂ {x^Xy ...,^)==0. Sup-
posons que l'intersection de f=Q et de y ==^0 se décompose en plusieurs
complexes distincts du 2e ordre. Si l'on coupe les deux complexes f= 0 et
y==0 par n — 2 complexes simultanés du 1er ordre et du 1er degré, on
détermine comme ci-dessus, dans c&acun de ces deux complexes, une
courbe plane. Les intersections de ces deux courbes F^,.z*,)==0, ̂ (x^x^)== 0
sont les intersections du complexe (/'==0, y==0) avec lesn—2 complexes
simultanés du 1er degré. Si le complexe f=0, y=0 se décompose, ces in-
tersections se décomposent en plusieurs groupes qu'on obtiendra par des
équations distinctes. Soit m le nombre des points contenus dans un de ces
groupes, supposé irréductible. Prenons un de ces points 0. Le nombre des
intersections qu'il absorbe est égal, diaprés le th. II, à la somme des ordres
deF(^,^,), quand on place successivement le point (x^x^) sur les différentes
branches de $, à distance infiniment petite du 1er ordre de 0. Les m points
tels que 0 absorberont ensemble m fois ce nombre d'intersections. Comme
F(^i» ^î) n'est autre chose que f(x^x^ ...,.^), on en conclut aisément :

THÉORÈME III. — Si l'intersection de deux complexes du 1er ordre,
f(x^ Xy ..., x^ = 0, yC^i^a» ..., ̂ ) == 0, se décompose en plusieurs com-
plexes distincts du 2e ordre, soit 0 un point pris arbitrairement sur l'un de
ces derniers complexes. On place le point (x^ ...,̂ ), o distance infiniment
petite du 1er ordre du point^O, successivement sur les différentes nappes de
y==0, et Von fait la somme des ordres des quantités f(x^ x^ ..., a^). Cette
somme, multipliée par le degré du complexe du 2e ordre considéré, marque le
nombre des unités pour lequel ce, complexe compte dans le degré total de
l'intersection complète de f= 0 et de y == 0.

Soit /i(^i, x^..., x^ ==0 l'équation d'un autre complexe passant par ce
f

même complexe du 2e ordre A, et supposons que le rapport L reste fini
h

quand le point (x^Xy ..., x^ se place sur A, quelle que soit la nappe de y
qu'il parcoure pour y parvenir. Il en résulte que f et f^ sont du même
ordre quand ce point est à une distance infiniment petite du 1er ordre de A
sur une quelconque des nappes de y. Donc le complexe A compte pour
le même nombre d'unités dans le degré de l'intersection de f^ et de y, que
dans celui de f et de y.

Je vais m'occuper maintenant de la représentation d'un complexe d'or-
dre supérieur à l'unité. Dans un complexe d'ordre i, pour les points situés
à l'infini» les rapports des cordonnées x^ x^ ..., x^ à l'une d'elles sont liés



— 57 —

par i relations. Si l'on considère ces rapports -J» — î , . . .» -î^1 comme de
^ ^ ^n

nouvelles variables Çt,Ç,,...,6»-i, ces {relations définissent un complexe
d'ordre i à n—1 dimensions. Ce complexe peut être décomposât) le. 11
peut aussi arriver que dans ce complexe, ou dans une de ses parties, quel-
ques-unes des coordonnées Ci, S,,... soient constamment nulles ou constam-
ment infimes. Mais, par un simple changement des coordonnées ̂ ,;r,,...,̂
on peut faire disparaître ce cas particulier. Pour ce changement de coordon-
nées, on emploiera les formules

x[ == a1^ -+- a\x^ -4- a\x^ + • • • 4- o?^» -+• o?-1-1,
^===a^+aî^+a^-i-...4-aî^+flS+*,

^=oi^+oî»a4-a^+ •••+a;îB,,4-a;4"1-

Si l'on suppose tous les coefficients a\ quelconques, toutes les nouvelles
coordonnées ̂ i,.̂ ,,... sont infinies et du même ordre, dès qu'une des ancien-
nes coordonnées .r .̂r,, ... est infinie. Par suite, les i relations qui lient les
rapports —, .î, ..., XJL=-^ ne sont pas telles que quelques-uns de ces

w» x n x n
rapports soient constamment nuls ou constamment infinis.

Soient C==0,Ci==0 deux complexes du 1er ordre. L'élimination de x^
entre ces deux équations conduit à D == 0. On peut aussi, d'une infinité de
manières, tirer des deux équations données une équation de la forme
vx^—u=0, oùveix ne contiennent pas x^ Le complexe du 2e ordre
(G == 0, Ci == 0) se décompose ou ne se décompose pas, suivant que D est ou
n'est pas décomposable en facteurs. Soit y(a*i,^i,...,^i»-i) un facteur irré-
ductible de D ; les équations

(i) y==0, ^-«===0

définissent un complexe du 2e ordre irréductible, attendu que la seconde de
ces équations donne une seule valeur de a?» pour chaque système de va-
leurs x^Xy ..., x^t satisfaisant à y == 0. Ce n'est pas à dire pour cela que
le complexe considéré soit l'intersection complète des deux complexes (1).
On va voir, en effet, que cette intersection se compose, en outre, du com-
plexe (y =0, v=0).

Supposons que, pour les valeurs infinies des coordonnées des points du
complexe, aucun des rapports x!, d2,... ne soit constamment nul ni in-1 x» Xii -i
fini, ce qui ne restreint pas la généralité du raisonnement, ainsi qu'on vient
de le montrer. Supposons, en outre-, que le complexe des points dont les
coordonnées sont ces rapports mêmes, soit indécomposable. (Dans le cas
où il n'y a que 5 coordonnées x^Xy ces rapports sont au nombre de
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2, et le complexe du 2" ordre formé par les points dont les coordonnées

X 3Csont -î. -8 se compose d'un nombre fini de points. L'hypothèse dont il•TI x^
s'agit ici revient à supposer irréductible l'équation à une inconnue qui les
détermine.) Dans cette hypothèse, on obtient, en égalant à zéro la somme
des termes de degré le plus élevé dans y, une relation entre les rapports
v x se-i» -?» ...,-î^» qui est indécomposable. Soit ï la somme de ces termes, en
î x! •r!

sorte qu'on ait y==^4-yi, yi étant de degré inférieur à y. Si les termes
du degré le plus élevé dans v contiennent le facteur 4», en sorte qu'on ait
v = V$ +1^, i^ étant de degré inférieur à v, on pourra remplacer, pour la re-
présentation du complexe considéré, v par v — Vy =v^ — Vy^. Si i^ —Vy^ con-
tient encore, dans ses termes de degré le plus élevé, le facteur $, on pourra
faire la même transformation sur cette nouvelle expression. Comme cette
transformation en abaisse le degré, on est assuré de parvenir, en la répétant
un nombre fini de fois, à une expression pouvant remplacer v, et dans laquelle
les termes de degré le plus élevé ne contiennent pas le facteur 4». Le même
raisonnement est appliquable à u. On peut donc supposer que ni u, ni v ne
renferment le facteur ^ dans leurs termes de degré le plus élevé. Donc,
quand les coordonnées ̂ ,^,...,^-1 acquièrent les valeurs infinies qui an-
nullent $, u et v sont infinis d'un ordre marqué par leurs degrés respectifs.
D'ailleurs x^ doit être du même ordre que les autres coordonnées. Donc, le
degré de u étant p, celui de v est p—1. Ainsi l'équation tw, — u== 0 re-
présente un monoïde de degré p.

En second lieu, x^ ne peut devenir infini, d'après l'hypothèse, pour l'en-
semble des valeurs des autres coordonnées qui annulent à la fois vêt y, puis-
que le complexe des points à l'infini est irréductible. Donc, pour ces valeurs,
le rapport - est fini, c'est-à-dire que le complexe u==0 passe par l'inter-
section de v== 0 et y ===0, et que u est infiniment petit du même ordre que
v quand le point (x^Xy ..., Xn^i) est infiniment voisin de cette intersection
sur une nappe quelconque de y. Donc, d'après la remarque faite à la suite
du théorème III, l'intersection de v et de y, qui appartient tout entière à u,
compte pour autant d'unités dans le degré de l'intersection de u et de y,
que dans celle dev et de y. C'est-à dire que, si m est le degré de y» elle
compte pour (p—i)m unités. Le restant de l'intersection de M et de y est
de degré pm— (p— l)m==m. On a supposé que le complexe du 5e ordre
des points à l'infini du complexe considéré était irréductible. Il est facile de
montrer qu'on parvient aux mêmes conséquences quand cette hypothèse
n'est pas réalisée. Le complexe étant indécomposable, on peut, sans nuire
à la généralité, supposer que son intersection avec a?i==0 est indécompo-
sable. Il suffit, pour réaliser cette hypothèse, de supposer que les coordon-
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nées np. sont point particularisées. Effectuons maintenant la transforma-
tion

^^ ̂ ï •••• ̂ t-
Dans le nouveau complexe, l'intersection avec l'infini est indécomposa-

ble. Ce complexe est donc représenté par des équations v'a/^—u'=0,
y' = 0, où, u' étant de degré de p, i/ est de degré p — 1. Revenons aux an-
ciennes coordonnées» et nous aurons, ainsi qu'on le voit aisément, pour
l'ancien complexe, une représentation : y == 0, w^—u= 0, où les degrés
de ueidev sont ceux de u' et de i/. Donc, dans ce cas comme dans le pré-
cédent, l'intersection de u et de 9 se compose de celle dev et de y, dont le
degré compte pour (p — l)m unités et d'un complexe de degré m. Ces con-
clusions s'appliquent même à un complexe décomposable ; car soient y = 0,
vx^—u===0 et y'===0, v'x^—n'==0 deux complexes irréductibles : on
pourra représenter leur ensemble par yy'==0, (y'v+yv').r,—(y'u •+- yu')==0,
et l'on voit que cette représentation satisfait aux mêmes conditions que
ci-dessus.

Puisque u passe par toute l'intersection de v et de y, et que cette in-
tersection compte pour autant d'unités dans le degré de (u == 0, y==0) que
dans celui de (v = 0, y == 0), il en résulte que, si aucune portion de cette
intersection n'est multiple dans y, u est de la forme Av -+- By, où A est du
1er degré. Le monoïde vx^—u=0 se réduit alors àa*,==A. Le complexe
du 2e ordre considéré est alors tracé sur un complexe du 1er ordre et du
1er degré.

Par des raisonnements analogues, on "voit facilement que tout complexe du
^èœe ordre est représenté par une équation y== 0,-entre n—i+l coordon-

nées ̂ ,.r,, ...,a?».<-n, et t—lmonoïdes.r»-<+i=^, .r»-<+5 ===^ » • • • ,
satisfaisant aux mêmes conditions que ci-dessus. On peut réduire ces mo-
noïdes au même dénominateur V, et on aura alors

Mn-j+l „ M»~<+» -. _«»a?»—<+»==—y—y a^—<+s==—y—9 ..., a;»—-y-«

De même que ci-dessus, chaque complexe t^-<+î,...,^ est d'un degré
supérieur d'une unité à celui de V, et passe par l'intersection de V et de y.
Je vais montrer que le degré d'un tel complexe est précisément celui de y.

Coupons ce complexe C par le complexe du 1er ordre et du 1er degré

P=V»+An-i^-i4-...+A,a;,+A^+B==0.
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La substitution, dans P, des valeurs de x^..., .r».̂ .,, donne lieu à

4»=A»t(»-hA»-iM«-i+ • • • 4-An-(4-itt»-<4.»
4-V(A,^<^ia?»«(+i4- ... +A^ 4-B)===0.

Les deux complexes du 1er ordre, an —14-1 dimensions, y et ^, ont en
commun le complexe (V= 0, y== 0), et l'on voit immédiatement, par l'ap-
plication du théorème III, que, si m est le degré de y, et p — 1 celui deV,
ce complexe compte pour (p— i)m unités dans le degré de l'intersection
de 9 et de ^. Le reste de cette intersection est donc de degré m, puisque ^
est de degré p. Or le degré de cette portion de l'intersection de y et de ^
n'est autre que le degré de G. Donc le degré du complexe G est égal à celui
def.

Par la même méthode, on démontrera bien facilement que le degré de
l'intersection de G et d'un complexe du 1er ordre est égal au produit des
degrés de ces complexes. Pour y parvenir, on substituera, dans l'équation
du dernier complexe, à Xn-^^..., x^ leurs valeurs. On formera ainsi un
nouveau complexe du 1er ordre ^, analogue à ^. Si le degré du complexe
donné est n, le degré de ^ sera np, et l'on verra aisément que le com-
plexe (V ==0, y==0) compte pour (p—i)mn unités dans le degré de l'in-
tersection de ^ et de 9. Le reste de cette intersection est de degré mn, et
c'est précisément le degré de l'intersection des deux complexes proposés.
Donc :

THÉORÈME IV. — Le degré de l'intersection de deux complexes, dontYun est
du 1er ordre, est égal au produit des degrés de ces complexes.

Quand on n'a à considérer que 5 dimensions, le théorème IV exprime que
le nombre des intersections d'une courbe et d'une surface est égale au pro-
duit des degrés de cette courbe et de cette surface^ principe que l'on paraît
avoir jusqu'à présent admis sans démonstration (Voy. SALMON, Géométrie
analytique à trois dimensions, ch. II, Classification des courbes).

Plus généralement, je vais démontrer que :
THÉORÈME V. — Le degré de l'intersection de deux complexes, dont la somme

désordres n'excède pas le nombre des dimensions, est égal au produit des de-
grés de ces complexes.

La démonstration que je vais donner de ce théorème s'applique aussi au
théorème IV.

Soit un complexe CÇ du i6"® ordre à n dimensions, et de degré w, repré-
senté par les équations

(1) 9(^,a-»,...,;rn-(+i)==0, Xn^i+ï== ^l——t2, ..., .r,, =-tftt.
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Introduisons i — 1 nouvelles dimensions j^,y,,...» y<.i, en remplaçant

x, par ̂  4- fl̂ i + o?^ 4-... + ̂ \ - i,
^ par a;, + a,̂  + aj^ + ... + ̂ ""^ - i.

(i) (i) (<—i)
a^—<+i par ««—{4.1 + o»—<-nyi4-ûn-<4-iya+ ••• •+-ûn-<-»-iy<—i.

En faisant ces substitutions dans les équations (1), on obtient évidem-
ment les équations d'un complexe C^""4 du i^6 ordre à n -+- i — 1 di-
mensionS) du même degré m. Par des éliminations, on peut représenter le
même complexe au moyen d'équations telles que

î,a;», ...,^)ï==o, yi===^» y»==^» • • • » yi-i^-^1^

où ^, qui ne contient que les anciennes dimensions ^p ... ,^n, est de degré
w, et ou l^,..., U<. i et W ne contiennent que ces mêmes dimensions. Le
complexe Ç4'*"'1 est coupé suivant un complexe d'ordre 2i — l à
n+i—{ dimensions, et de degré m, par un complexe du 1er degré et
d'ordre i—1. C'est le cas de son intersection avec le complexe yi==0,
y»==o,...,y<-i==o.

Soit maintenant un second complexe CÇ d'ordre i', à n dimensions
x^Xy ..., Xy On le transformera de la même manière en un complexe d'or-
dre V à » 4- Ï— 1 dimensions en remplaçant

x, par ^==^+^+ ... 4-^-^-1,
• • • * - • * • • • • • • • • • • • • • • >

fl;n-f-n pa^a?»,^,-^^lL^.+^2l + ̂ f+î ^ + •.. + rô'-~<S.,<f-r

Ce nouveau complexe C '̂ ~4 est du même degré w' que C?, et sera re-
présenté par des équations telles que

TJ» ïj/

,̂a;,,...,a;»)==0, «i=^» ..,, ^-i==- î.

Les deux complexes C^'^etC^/'"1 peuvent être tous deux considé-
rés comme des complexes d'ordres i et f à n+i-4-i'—2 dimensions
(a^,..., x^ y^ ..., yi _ i ,^,..., zy « i). Pour obtenir la représentation de l'in-
tersection de ces deux complexes, il suffira d'éliminer une des premières
coordonnées, x^ entre les équations ^== 0 et ^ = 0, ce qui donnera lieu à
une équation $=0, de degré mw', entre (a^,..., .r»-i); de déduire de ces
mêmes équations une relation telle que va?,—u==0, et de joindre à ces
deux relations *=0,v^—u==0 les expressions de y^ ...,y(-i, et de
^i> •.. » ̂  -1 fournies par la représentation des deux complexes C^+ i " * et
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C^ +f""4, et où l'on remplace x^ par sa valeur en ^, .r,,..., .r,.,̂  On voit
donc que l'on obtient ainsi la représentation d'un complexe d'ordre i-^-f
àn+i+i '—2 dimensions, de degré mm'. L'intersection de ce dernier
complexe avec

yi==0, ..., y<-i==0, ^==0, ...,«-.<=== 0

est un complexe du même degré mm'. Or cette intersection n'est autre
chose que celle des deux complexes proposés G», G1'. Le théorème V est
donc entièrement démontré.

II. L'application la plus simple de la représentation d'un complexe d'or-
dre supérieur à l'unité est la représentation d'une courbe dans l'espace. D'a-
près les principes qui viennent d'être exposés, toute courbe G est repré-
sentée par les équations à 5 dimensions

<p(.r, y) == 0, vz - u = 0,

où y == 0 est une courbe plane, d'un degré égal à celui de la courbe repré-
sentée, et où u et v ne contiennent que x et y. Le degré de u étant p, celui
de v est p—1, la courbe u=Q passe en tous les points communs à v === 0
et à y == 0, et ces points comptent pour (p — 1 )m intersection de u = 0 et de
y== 0, m étant le degré de y. Les m autres intersections de M et de y sont
les points où la courbe G rencontre le plan z == 0. Si, parmi les points
(v==0, y==0), il n'y en a pas qui soient multiples sur y, la courbe est plane.
Les points multiples de y, qui sont communs à M et à v sont des points
multiples apparents de la courbe G. Comme le lieu des points de l'espace,
d'où l'on peut mener des droites s'appuyant plus de deux fois sur une
courbe, est une surface, on peut toujours supposer que le point à l'infini
sur l'axe des z n'est pas sur cette surface. Par suite, les points multiples
apparents dont il s'agit sont simplement des points doubles. Si la courbe
y = 0 a d'autres points multiples où ne passent pas les courbes u=Q et
v==0, ce sont les projections des points multiples de la courbe G. Nous
n'aurons pas lieu de nous en occuper ici, et nous ne parlerons que des
points doubles de y, où passent les lignes u = 0 et v ;= 0. Soit s le nombre
de ces points; à cause des degrés m et p—i de y et de v, on doit avoir
s <^ ~ * En dehors de ces points doubles, y et v se coupent enJ
(p — \ )m — 2s autres points. Donc u et v ont (p — 1 )m — s points communs
sur y. On doit donc avoir (p—1 )«<?(?—1). Ces deux inégalités

donnent ~ ~ > s >(p — l)(m — p). D*où l'on conclut p ̂ -9-
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Parmi tous les monoïdes vz — u= 0 équivalents pour la représentation de
la courbe C, il en est dont le degré p est minimum. Toute courbe v' == 0 qui
passe aux s points doubles de y peut servir à former un monoïde équiva-
lent. Car il est facile de voir que le produit v'u est de la forme u'v+ay.
u' étant un polynôme dont le degré surpasse celui de i/ d'une unité. Par
suite, quand le point (x,y) parcourt la ligne y==0, on a" === u. Donc

v v
U 91

le monoïde z= _r est équivalent à z = - pour la représentation de
la courbe G. Le nombre des points doubles de y étant inférieur à

^ " ~ \ si y est une courbe propre de degré m, et à m(w~1\
si y est une courbe déôomposable, on pourra, dans tous les cas, faire pas'
ser par les points doubles une courbe de degré m—1. Donc, tout d'abord,
on peut supposer que p ne dépasse pas w. Cela étant, pour que p soit le
degré minimum du monoïde, il faut que, par les s points doubles de y, on
ne puisse mener une courbe de degré inférieur à p—1, ce qui exige qu'on
ait s > " 71. Cette inégalité donne pour chaque valeur de s une li-
mite du minimum de p. On peut facilement trouver une autre limite plus
rapprochée. Les éléments (t^),(M',î/) de deux monoïdes équivalents sont
liés par la relation in/—tw'==ay. u et v étant connus, et u'y indéter-
minés, a est assujetti simplement à cette condition que la courbe a = 0 passe
aux points d'intersection Aeuei de v extérieurs à y. Ces points sont au
nombre de s—(p—l)(m—p). Pour qu'on ne puisse déterminer u' et v'
de telle sorte que le degré de v' soit inférieur à p — 1, il faut que le degré
de a ne puisse descendre au-dessous de 2p—m —1 ; ce qui exige que
Fonait

..(p-^_p)^-^)(2p-"»)

OU
. m(m—1) , ,

<>——j——-P(w-p).

Cette limite de s est constamment supérieure à ^ " ' ^ , dès que p est
inférieur à m — l. Elle décroît constamment avec p jusqu'à la valeur de
p qui la rend minima, et qui est précisément la limite absolue dep trouvée

. »
plus haut, c'est-à-dire le plus grand entier contenu dans —^— Donc s ne1
peut, en aucun cas, descendre au-dessous du minimum obtenu en faisant
dans l'expression ci-dessusp == ( w—— | (f-z'] = le plus grand entier con-
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fm—i>
tenu dans x\. Ce minimum est [ a ) • ^ exlste Ĵ0111^» ^^ q^

soit m, des courbes de degré w ayant (—a—) | points doubles appa-
rents, et il n'en existe qn'une espèce. Ces courbes résultent de l'intersec-
tion d'une surface du î"6 ordre et d'une surface de degré w—— qui ont,
en outre, une droite commune lorsque m est impair. On peut donc dire,
ainsi que je l'ai déjà énoncé ailleurs {Comptes rendus, t. LXX) :

tes courbes gauches de degré w, qui ont le moindre nombre de points dou-

bles apparents possible, en ont (—o—) •

Occupons-nous maintenant des complexes du (n—1)® .ordre à n dimen-
sions. On tel complexe G est représenté par les équations

?(^i»^)===0, ^^^ ^4===^» • • • » ^»

où chaque groupe (y==0, .r<===^) représente une courbe dans l'espace.
On peut donc dire que le complexe est représenté par n—2 courbes tra-
cées sur un même cylindre. Chaque point multiple de y, où passe v, est un
point multiple apparent pour toutes ces courbes. Elles ont donc les mêmes
points multiples apparents. En général, par un complexe G, du S^ ordre et
du 1er degré, on peut mener un nombre fini de complexes C, du à»6 ordre
et du 1er degré rencontrant deux fois le complexe G du (n— 1)® ordre. Sup-
posons que le complexe C, soit celui des points à l'infini du complexe du
^me ̂ pdre (^==0, Xy=0}. Alors ̂ ^ étant les coordonnées d'un point multiple
de y, qui ne soit qu'apparent sur les courbes ( y === 0, Vi = y ) > le complexe
(x^=^ .r,= Ç») est un des complexes G, passant par C, et rencontrant plu-
sieurs fois le complexe C. On voit donc que, si les coordonnées ne sont pas
particularisées, les points multiples apparents des courbes ^=0,Xi=-^j
seront des points doubles. Leur nombre ne change pas si l'on change les
coordonnées.

Si l'on considère trois coordonnées Xi,x^ d'un point du complexe C
comme les coordonnées rectilignes d'un point de l'espace à 5 dimensions,
ces coordonnées définissent une courbe de l'espace, que je désigne par
(ij,k). Le complexe C est représenté par le groupe des courbes (tj,l),
(tj,2),..., (ij,n), que j'appelle le groupe (ij). Le passage de la repré-
sentation du complexe G par un groupe (ij) à la représentation par un



— 45 -

groupe (t'j') revient à un changement de coordonnées. Par suite, toutes
les courbes (i,j,k) ont le même nombre de points doubles apparents.

Voici maintenant une application géométrique importante de ces com-
plexes. Considérons une courbe plane définie par l'équation

S=:a^^+o^^~ly4• ... +ûQ-ia;+ a^y — 1 = 0,

où (a^a,,..., oç) sont des coefficients dont le nombre Q marque le nombre
des conditions nécessaires pour déterminer la courbe. Supposons que l'on
donne simplement Q — l conditions. La courbe S engendre alors un sys-
tème (S), qui est défini par un complexe du (Q— l)*"8 ordre à Q dimensions
(ûi,a,,... ,OQ) .Les valeurs infinies des variables a correspondent aux courbes S
qui passent à l'origine des coordonnées (a?,y). Si toutes ces variables ne de-
viennent pas infinies ensemble, l'équation de quelques-unes des courbes S,
passant à l'origine, manque de quelques termes. Or on peut choisir les axes
de coordonnées de manière que ce fait ne se produise pas. Supposons, en
effet, que, dans l'équation d'une de ces courbes S passant à l'origine, le coef-
ficient d'un terme tel que x^' soit nul : en changeant arbitrairement les di-
rections des axes sans changer l'origine, on fera apparaître ce terme dans
l'équation de la courbe, à moins que tous les termes de degré r + r '
n'aient des coefficients nuls. Mais cette dernière hypothèse est impossible si
l'origine des coordonnées n'est pas particularisée. Car, si l'on suppose qu'en
plaçant l'origine en un point arbitraire, il y ait toujours une courbe du sys-
tème passant en ce point dont l'équation manque des termes de degré
r-+-r', il en résulte que chaque courbe du système jouit de cette propriété
relativement à chaque point situé sur elle. Il y a donc lieu de se demander
quelles sont les courbes telles qu'en plaçant l'origine des coordonnées sur
la courbe, l'équation qui les représente manque des termes d'un degré
donné. Or il est bien facile de voir que ces courbes ne sauraient être des
courbes propres, et qu'il faut et il suffit que leur équation contienne un
facteur élevé à une puissance égale au degré des termes qui doivent dispa-
raître. Cette hypothèse est donc impossible dans le cas d'un système de
courbes propres.

Il résulte de cette discussion que, dans le complexe du (Q—1)® ordre, à
Q.dimensions, qui représente le système (S), les Q coordonnées deviennent
infinies toutes ensembles. Par suite, ce complexée est représenté par Q—2
courbes (ij,l),(î,y,2), ...,(ij,Q) tracées sur le même cylindre, rapportées à
des axes quelconques. Le degré de ces courbes marque le nombre des cour-
bes du système qui passent en un point, ou la première caractéristique y. du
système, attendu que la condition pour la courbe S de passer en un point
est linéaire en (a^g, ...,00).

Si l'on change les axes des coordonnées (^,y), ou si l'on applique à ces
coordonnées une transformation homographiqae, ces transformations ont



— 4 0 -

pour effet de remplacer les coefficients a par des expressions linéaires en
fonction de ces coefficients. Klles reviennent donc à desimpies changements
de coordonnées pour Je complexe C. Par suite, toutes les propriétés de G indé-
pendantes des coordonnées donnent dans le système (S) des propriétés sub-
sistant lorsqu'on lui applique une transformation homographique. Considé-
rons, par exemple, les points doubles apparents des courbes représentatives
de G. Soit aq+i le coefficient de ̂  dans S. Quelle est la signification des
points doubles apparents des courbes du groupe (l,ç+l)? Pour un tel
point, on aura deux valeurs de chacun des coefficients a, autres que a^ et
ûg-n, répondant à une seule valeur de chacun de ces derniers. On aura donc
deux courbes S et S', telles que la courbe S—S'==0, qui passe à l'origine
des coordonnées, aura dans ces termes de degré le plus élevé, le facteur xy.
Cette courbe passe donc par les deux points à l'infini des deux axes de coor-
données. Le nombre des points doubles apparents des courbes du groupe
(1,^-t-l) marque donc le nombre des couples de courbes du système,
telles que par leurs intersections et par trois points donnés, dont deux à
l'infini sur les axes et un à l'origine, on peut mener une courbe du même
degré. Le nombre des points doubles apparents des courbes du groupe
(l,ç+l) ne changeant pas, si l'on transforme homographiquement le
système (S), on peut dire que ce nombre marque le nombre des couples de
courbes du système, telles que, par leur intersection et 5 points arbitraires,
on peut mener une courbe du même degré. D'après cette interprétation, on
voit que les points multiples apparents des courbes du groupe (1,^+1)
et, par suite, des autres groupes, sont des points doubles, si les axes des
coordonnées, x,y^ sont quelconques.

Si, par les intersections de chaque couple de courbes du système (S), on
mène les courbes du même degré, ces dernières contiennent 3 arbitraires.
Elles forment un complexe de courbes, qui est d'ordre Q—5. Le nombre
de ces courbes qu'on peut mener par 3 points s'appellera la 1" caractéris-
tique de ce complexe. Ce complexe sera dit dérivé du système (S). Si le

nombre des couples de courbes S ci-dessus est moindre que ( /^——) »

toutes les courbes (i,j,k) sont planes, le nombre de leurs points doubles
apparents est nul. De plus, chaque coefficient a» s*exprimant alors linéaire-
ment en fonction de deux coefficients a<,aj, l'équation de la courbe S est
comprise dans la forme S' -+• a^S" + ûjS"' = 0, qui représente un réseau.
Donc :

THÉORÈME VI. — Si la {^caractéristique du complexe dérivé d'un système

est inférieur à {v——) , y. étant celle du système, elle est nulle. Quand

la {re caractéristique du complexe dérivé est nulle, le système fait partie
d'un réseau.



- 47 -
On pourrait donner différentes autres interprétations des points doubles

apparents des courbes [ij,k), relativement au système (S), et obtenir ainsi
des théorèmes sur des couples de courbes de ce système. Je ne m'y arrête
pas, attendu que ces théorèmes découlent des propriétés générales des
complexes de courbes, d'ordre Q — 5, tels qae le complexe dérivé. Je ferai
seulement remarquer que, dans le cas d'un système de coniques, la 1'® ca-
ractéristique du complexe dérivé marque le nombre des couples de coni-
ques du système qui ont une corde commune donnée.

Toutes les considérations précédentes s'appliquent, sans modification,
aux systèmes de surfaces et aux systèmes de complexes du 1er ordre à n
dimensions, et donnent lieu, pour ces cas, à des théorèmes^identiques au
théorème VI.

Si l'on veut astreindre les courbes d'un système (S) à une condition nou-
velle, on définira cette condition par une équation entre les coefficients a.
Soit m le degré de cette équation. D'après le théorème IV, le nombre des
systèmes de valeurs des coefficients a qui satisfont à cette condition et à
celles du système (S), est mpi, puisque ces dernières sont exprimées par un
complexe de degré ^. Ce qui distingue tout particulièrement les beaux
théorèmes découverts par M. Chasies à l'occasion de cette recherche, c'est
qu'il donnent le nombre des courbes propres d'un système qui satisfont à une
condition. Pour parvenir à ces théorèmes, il faut donc retrancher du nom-
bre m/A le nombre afférent aux courbes non propres. C'est ce que nous
allons faire pour le cas d'un système de coniques sur le plan. Il est facile
devoir que, dans ce cas, il n'y a lieu de considérer, parmi les courbes non
propres du système, que les coniques réduites à une droite (*).

Soit
S ==: ax9 4- ïbxy + cy* + ïdx + 2ey -+- 1 ==. 0

l'équation d'une conique appartenant à un système défini par les relations

»(ri,.)==0, »=;. a=2i, c^.

Les conditions, pour les coniques S, de se réduire à une droite, sont
a = = M — a i = = 0 , 04== a—d^O, 04 == c^— s2 = 0.

On peut remplacer les cinq coefficients a,fr,c,d,e par a,oc^a,,d,e, de la
manière suivante : on a

a==^+c4, cr^+a,, ^^^-h^r^^+g^+a^.

(*) Voir Mémoire sur la détermination des coniques et des surfaces du 2^ ordre, 5* par-
tie. détermination des surfaces du 2* ordre.
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Étant donnée une condition, représentée par une équation entre les coef-
ficients a,è,c,d,e, on y substituera ces valeurs de a,c,fr. Si l'équation ainsi
transformée ne contient pas de terme indépendant de 0,04,0^, la condition
est telle qu'elle est satisfaite par toute droite considérée comme une conique.
Prenons, par exemple, la condition 04 ===.0, sur laquelle la transformation est
toute faite. Cherchons maintenant le nombre des coniques S qui satisfont à
cette condition. Pour cela, mettons dans l'équation 04=0—^==0, à la

place de a, sa valeur -i ; nous obtenons l'équation u^ — cPv == 0. d et c

étant censées des coordonnées rectilignes, cette équation représente une
courbe ^, qui coupe y ==0 de degré y. en (\es points dont, si p est le degré
de M, 2(p—l)fA sont sur u et sur v. Les^ autres conviennent à la ques-
tion.

Supposons maintenant que le système (S) contienne des coniques réduites
à une droite. Soit Ole point de y répondant à l'une d'elles, ce point pouvant
être multiple sur y. En ce point, c'est-à-dire lorsque d et s sont égaux aux
coordonnées de ce point, a,^,^ sont nuls. Donc la courbe ̂  passe au point 0.
D'après le théorème II, le nombre des intersections des deux courbes y et
ip, confondues en 0, est marqué par la somme des ordres des quantités ^ ou
a^, quand le point (d,s) est placé successivement à distance infiniment pe-
tite du 1er ordre deO, sur les différentes branches de y. Soit <u cette somme;
nous voyons que la conique réduite à une droite, ou droite conique, consi-
dérée réduit de u unités le nombre des coniques du système satifaisant à la
condition 04 ==0. Mais cette condition est celle de toucher l'axe des x. Si
les axes sont quelconques, le nombre u devra être le même si l'on prend
pour axe des x une droite quelconque du plan. On en conclut tout d'abord
qu'il est le même, si, à la condition a^=0, on substitue la condition
a(===0. La condition de toucher la droite de l'infini est b*—'ac==0. On en
conclut donc encore que la somme des ordres de V—ac est co, quand le
point (d,e) se place successivement sur les différentes branches de y, à dis-
tance infiniment petite du 1er ordre de 0. Or on a

y.{bd 4- as) = <W — a9^ = d^b9 — ac} 4- a2^ — ac%i.

Par suite, la somme des ordres de a est également &).
Prenons maintenant, au lieu des précédentes, une condition qui soit

telle que l'équation en d, e, a, oq, ag qui la représente soit satisfaite pour
a=i=a^^=a.2==O.Soitn le moindre degré de cette équation en a,^,^. Si, dans
cette équation, on exprime a,<^,ag en d,s, par les conditions du système (S),
on obtient une équation qui représente une courbe ^, de degré mp,m étant
le de^ré de la condition. Cette courbe rencontre y en mpy. points dont
^ i ^ — i ) y . appartiennent à l'intersection de r et de ç. 11 reste donc my.
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points. La courbe ^ passe, en outre, au point 0, et la somme des ordres
de ^, quand le point (d,e) est placé successivement sur les différentes
branches de y, à distance du 1er ordre de 0, est nu. Donc le point 0 compte
pour nw intersections de y et de %. J)onc la droite conique considérée ré-
duit de n&) le nombre des coniques du système satisfaisant à la condition
donnée. Donc si û est la somme des nombres &» analogues pour toutes les
droites coniques du système (S), le nombre des coniques propres satisfaisant
à la condition donnée est N=w^.— nu. En appelant v le nombre des coni-
ques qui touchent une droite, on a v=îy.—û. Donc, en général, on a
N===(m—2n)/A+nv, équation qui exprime un théorème célèbre, dû à
M. Ghasies.

Pour le cas d'un système de surfaces du S"16 ordre, on parviendra au ré-
sultat connu en suivant une marche analogue. Les surfaces non propres à
éliminer sont les surfaces réduites à un plan, et les surfaces réduites à deux
plans. On considérera d'abord les premières relativement à la condition de
contact avec une droite, et on obtiendra la relation v==2|x—û, ^ étant la
S"*0 caractéristique du système. En désignant par p le nombre des surfaces
du système qui touchent un plan, on reconnaîtra que ce nombre est égal à
S/A—2û, moins le nombre afférent aux surfaces réduites à deux plans,
ou p==3/A—2û—û'. Enfin, pour une autre condition, on obtiendra

N==W(A — nn— rfï = (m— 2n + r) y. •+• (n — 2r) v + rp,

équation qui exprime un autre théorème de M. Ghasies.
Enfin, de la même manière, on démontrera aisément que le nombre des

complexes indécomposables du 1er ordre, à n dimensions du S"1® de^ré d'un
système, qui satisfont à une condition, s'exprime par la même formule à
5 termes, attendu qu'il n'y a encore que deux espèces de complexes non
propres à éliminer.

Il n'est pas sans utilité de remarquer que les mêmes raisonnements per-
mettent de prévoir les résultats qu'on obtiendrait si l'on voulait éliminer
certaines familles de courbes propres, d'un système (S), du nombre des so-
lutions du problème proposé. Admettons, par exemple, qu'un système (S) dé
coniques dans le plan contienne des cercles. Cherchons maintenant les co-
niques du système qui coupent une droite donnée sous des angles supplé-
mentaires. Tous les cercles du système satisfont à cette condition. Le nom-
bre des coniques, différentes des cercles, qui y satisfont, est donc moindre
que dans le cas général. On reconnaîtra aisément qu'il est généralement
égal à ^. Dans le cas actuel, il sera \ === a ~- û". Ici le nombre û" désigne
non pas le nomure des cercles du système, mais un nombre qui dépend de
la manière dont les cercles existent dans le système, et qui est, de tout point
analogue aax nombre a et û' ci-dessus. f

" 4
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Si, maintenant, on considère une autre condition qui soit satisfaite par
tous les cercles, on trouvera que le nombre des coniques, autres que les
cercles appartenant au système (S), et qui y satisfont, est

N == a(A 4" ̂  — q^" = fa — Ç)(A + pv + çX.

On aura donc à considérer une caractéristique \ de plus. Et, en général,
chaque famille que l'on voudra éliminer donnera lieu à une caractéristique
de plus.

Les mêmes problèmes relatifs à des systèmes de degré plus élevé peu-
vent être traités par la même méthode. Mais ce sujet exige des développe-
ments que j'espère pouvoir présenter en une autre occasion.

Les complexes à Q dimensions d'ordre inférieur à Q— 1 s'appliquent,
comme ceux d'ordre Q — 1, à la représentation des conditions qui existent
entre les coefficients d'une courbe plane variable. Si, entré les Q coefficients
de la courbe

S==ala;ç+ûyB^-ly -+-... 4-ûQ-ia;+ûQy—i=-0,

il y a seulement Q—i relations, la courbe S engendre un complexe de
courbes, (S)Q«<. Ce complexe de courbes sera représenté par un complexe
d'ordre Q—i, CQ-<, à Q dimensions, a^,a,, ..., OQ, dans lequel les points
à l'infini forment un complexe irréductible d'ordre Q—i-+-l. Car l'ori-
gine des coordonnées (x^y) étant quelconque, et le complexe (S)Q-< étant
censé indécomposable, il en est de même du complexe, d'ordre supérieur
d'une unité, formé par les courbes S qui passent à l'origine des coordon-
nées. Le degré du complexe CQ-( marque le nombre des courbes S qu'on
peut mener par i points. C'est la 1'® caractéristique de (S)Q_i. On voit que
si l'on astreint les courbes S à faire partie de deux complexes (S)o^<et
(8)0-1. donnés, leur ensemble constituera un complexe d'ordre 2Q—i—f,
représenté par l'intersection de CQ«< etCo.^. La 1'® caractéristique de
ce complexe est donc le produit de celles des complexes considérés. Dans le
cas où la somme des ordres des deux complexes est égale à Q, le produit
est le nombre des courbes communes aux deux complexes. Ces résultats
doivent être modifiés si les complexes contiennent des courbes non propres.
Mais on peut, dès à présent, énoncer ce théorème :

THÉORÈME VII. —Q étant le nombre des conditions nécessaires pour détermi-
ner des courbes S sur le plan, si l'on considère deîix complexes de ces courbes
assujetties respectivement à i et à i' conditions^ et dont Vun ne contienne au-
cune courbe non propre, le produit des ires caractéristiques de ces deux com-
plexes marque : 1° si î'4-i' est égal à Q. le nombre des courbes qui leur sont
communes; 2° si i+i' est inférieur à Q, la 1'® caractéristique du système
ou du complexe fourni par ces courbes.
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Tout complexe de courbes, de l" caractéristique égale à l'unité, est re-
présenté par un complexe du 1er degré, dans lequel, son ordre étant j,
j coordonnées s'expriment linéairement en fonction des Q —j autres. Par
suite, ce complexe de courbes, qu'on peut appeler complexe linéaire, est re-
présenté par une équation de la forme

S=^S/-^-a^Slr-^-... 4-aQ-^+iSQ-^l==0,

dans laquelle Oi,a,, ..., Oç_^+i sont des arbitraires. La courbe S == 0 est
une courbe quelconque du complexe.

Soit maintenant un complexe de 1̂  caractéristique égale à 2, il esi
représenté par un complexe

dont le degré est 2. Par suite, le degré 9 est 2. Or il est aisé de voir que le
complexe du 1er ordre et du S"8 degré à Q—j+1 dimensions, y ==0 ne
peut contenir un complexe double d'ordre 2 sans se décomposer. Donc les
coordonnées de ce complexe, autres que a^o,,..., oç-^i, s'expriment li-
néairement en fonctions de ces dernières. Par suite, l'équation générale des
courbes du complexe est

S^S'+a^-h ... +aç^4.lSQ-^i=0»

dans laquelle les Q—j+i arbitraires a sont liées par la relation y==0.
Donc :

THÉORÈMIÎ VIII, — Tout fîomplexe de courbée, dont la l" caractéristique
est 2, est contenu dans un complexe linéaire d'ordre inférieur d'une unité.

Dans le cas d'un complexe d'ordre Q—2, c'est-à-dire formé par des
courbes contenant 2 arbitraires, la fonction y ne contient que 5 dimen-
sions. Égalée à zéro, elle représente une surface. Toutes les fois que cette
surface ne contient pas de ligne double, le complexe est contenu dans un
complexe linéaire d'ordre Q—5. Si cette surface est réglée, c'est-à-dire
engendrée par une série de droites, le complexe peut être engendré par une
série de faisceaux S'-4-oS^==0. Donc, si la 1̂  caractéristique est 2,
c'est-à-dire si la surface 9 est du 2me degré, on a :

THÉORÈME IX. — Tout complexe de courbes d'ordre Q — 2 et de lre carac-
téristique 2, peut être engendré de deux manières différentes par une série
de faisceaux,

Si la 1̂  caractéristique du complexe d'ordre Q—2 est égale à 5, la
surface y est du S01' degré. Suivant qu'elle a ou qu'elle n'a pas de droite
double, elle est ou n'est pas réglée. Donc :

THÉOBÈMB X. — Les complexes de courbes d'ordre Q—2 et de 1^ car acte-
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nstique égale à 3 sont de deux espèces : les uns sont contenus dans un com-
plexe linéaire d'ordre Q — 5, et contiennent^ en général, 27 faisceaux ; les
autres sont engendrés par une suite de faisceaux.

Je me bornerai, pour le moment) à ces quelques conséquences si faciles
de la théorie ébauchée au début de ce travail. Il est entendu que ces der-
niers théorèmes s'appliquent aussi aux complexes de surfaces, et aux com-
plexes de complexes du 1®' ordre à n dimensions. On voit, par les applica-
tions ci-dessus, que la considération des complexes de courbes donne une
interprétation très-nette de la géométrie à n dimensions.


