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Sur certaines surfaces dont les rayons de courbure sont liés
par une relation; par M. L. Rarry.
1. L’hélicoide le plus général est représenté par les formules
xr = p cosw, y=p¢sinw, s=o0(p)+ huw,

d’odt ’on déduit, en appelant R, et R, les rayons de courbure
principaux, les deux relations

LI L e e
RyRy ~ [p2(1+0o2) + A2 ]2’
1 1 p(p2+ A?)o"+ [p2(1 +¢'2) + 2 A2 ]0’
_— 4 = = L $ .
Ry R,

[20+ g%) + h2)?

On voit que les deux rayons de courbure principaux sont fonc-
tions 'un de I’autre. On sait, d’autre part, que tous les hélicoides
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sont applicables sur des surfaces de révolution et que ces deux
mémes propriétés appartiennent aussi aux surfaces a courbure
totale constante. Nous allons montrer que, réciproquement,
toute surface applicable sur une surface de révolution, et
dont les rayons de courbure principaux sont fonctions {’un

de U'autre, est un hélicoide ou une surface & courbure totale
constante, sauf dans un cas particulier qui sera spécifié (n° 7).

2. Pour exprimer que les deux rayons R, et R, sont fonctions
I'un de 'autre, on peut écrire qu’il existe une relation entre leur
somme et leur produit, ou encore entre la courbure moyenne et
la courbure totale. Si cette relation ne contient pas la courbure
moyenne, la courbure totale est constante. Ce cas signalé et
écarté, nous pourrons dire que R, + R, est une fonction de R, R,.
Or I’élément linéaire de toute surface applicable sur une surface
de révolution peut toujours étre ramené a la forme

ds? = W2(du?+ dv?),

ot W désigne une fonction de ¢ seulement; la courbure totale ne
dépend alors que de ¢. Nous devons donc supposer qu'il en est
de méme de la courbure moyenne.

Rappelons maintenant les formules de Codazzi. L’élément li-

néaire étant
ds? = A?2du?+ C2dv?,

les rotations du triédre formé par la normale a la surface et les
tangentes aux courbes coordonnées satisfont aux six équations

_ 9w _9pr _
Ag1+Cp=o, T on = I ey
‘ 1 0A 9 0
O) T T S Tl Th o8 )
. o ory ‘
=g ogn do T om T P11 qph:

on a de plus

1
3) R T
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3. Introduisons dans les relations (1) et (3) la double hypo-
thése A = C = W; il viendra

WV
(xy g1+p=o, rE— v ry=o,
(4) -+ =221

RITER ™ w

Ainsi, la différence p,— ¢ est une fonction de ¢ seulement;
appelons-la 2V, et posons

(5) pi=p+Vy, g=p—V,

en désignant par p une fonction inconnue de « et de ¢. Nous avons
maintenant a intégrer les équations (2), qui peuvent s’écrire

op 0
5{; - _S =pr,
op | 9
(6) -*‘ 51-’ = pr—+ Vor+Vj,
dr
2 2 — 2 .
| PP+ Vi— 2

On est donc conduit a faire un dernier changement de fonction

(7) p=Vjcosr, @ = Vysinr,

en posant, pour abréger,

dl \/Vﬁ\V*—W’”—kW‘V"
={/Vi— 0 .
(8) \/ W

Avec ces notations, le systéme (6), dont la derniére équation est
vérifiée, se réduit aux deux suivantes

cost I ~+sint 93 ViV cosT
ou o V, ’
sm'cgf—-—cos 0_-:__V,——V1rsm +V°r
Ju e Vv, . V,

si 'on écarte provisoirement I'hypothése particuliére V, = 0. On
déduit de 1a

ot Vy+Ver ne— Vi—V,r
( ) ()lt _\v1 sin < Vl ’
? z ox _ Vo+Vor

W = ———V'l—-—- COST;
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Jdod, égalant les deux expressions de <), on conclut
VAT V.,l') d Vi—=Vr
\ ({(’ ‘1

V'_n., Vi—Vir d Vy+Vor] . _
‘{ v, P2 P

1o)

Nous avons ici deux cas a distinguer saivant que P'équation (10)
délermine sinz ou se réduit a une identité.

4. Purxurn cas. — L'équation (xo) détermine sinz. Alors =
est une fonction de la senle variable ¢; em vertu des formules (7),
(3) et (1), les six rotations p, q, r, p, ¢, 1y ne dépendent éga-
lement que de ¢. Nous allons prouver que :

87 une surface a pour élément linéaire
ds? = W2 (du?+ dvo?),

W désignant une fonction de v, et si les rotations du triédre
dont deux arétes sont les tangentes aux courbes u=— const.,
v = const. ne dépendent que de v, cette surface est un kélicoide.

En effet, les rotations ne dépendant que de ¢, les formules de
Codazzi (second groupe) deviennent

1/
d—c =qri-o g
o (/
“).) < .:7:{ =Py = pry-
dr

e =PI A0
On en déduit (1)

i g ri=const. = /2,

el les trois angles d’Euler peuvent s’exprimer comme suit :

——<inl ¢ 08 = l c0s0 =

r
1 3 -1'~ J—-\ ‘]ll,

—sinfsing =

I
.

V représentant l'intégrale

-—l/ Pl)l_‘—qql ds.

(") Darnoux, Theorie des surfaces, t. 1, p. 52,
XIX. 12
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Les neuf cosinus des trois arétes du triédre sont donc connus
par les formules d'Euler. Les coordonnées X, Y, Z des points de
la surface s’expriment au moyen de ces neuf cosinus et des trans-

lations par les formules

oX ) , i ,
gu =@t rbn G =ataln g =ate
oX ) ¢ , , A " .

o =a§1+b’fn, b;::a&,—é—b'r,,, Je :aE,—!—b 1.

Mais, d’'apres les hypothéses faites sur I'élément linéaire et sur le

triédre, on a
E =W, El= n =0, 7;1::“';

en sorte qu'il vient

oX . oY L
é;i_.a“, 61—‘-—(1‘\’, 5;-—»{& \\/,
oX Y G A
(—);_b\\, W_b\\, E__b\\.

Enfin rappelons que, en vertu de nos hypotheses, les formules

de Codazzi (premier groupe) deviennent

(1) 1+ p =0, ,-=_‘l‘i, S ry=o;
: Q1+p W

par suite, la premiére des relations (2) donne

Wp = const. = hl2.

5. Cela posé, reportons-nous aux formules d’Euler

= cosBsino siny + coso cost,
= cosf cosg siny — sino cosd,
= sin 0 sind,

’

QS > Q

= cos0sin ¢ cosy — cosg siny,
b' = cosb coso cosy + sino siny,
¢' = sin 0 cos,
-—a"=sinBsing.

— b" = sinfl cosy,

¢" = cos0,

et remplacons-y les angles 6, o, b par leurs expressions

données



plus haut. Nous trouvons

a = V,coslu—\Vy sinlu, b =V;coslu—V,sinlu,

a' = Vycoslu~+Vysinlu, b'=V,coslu+ Vysinlu,

” P b — 9_

a = —l- > l’
en posant, pour abréger,
T , .
v, = prsinV 47 cosV , Vy= preosV — gsinV ,
I/pr+ q° Vpr+qt 1‘/1,2_;_ q? ¢P2+qz
Vo= 27 sinV. pcosV , V.= qrcosV “+ psinV_
I/pi+ ¢t /pz+qz Wpr+q2 Vpi+ q?

Nous connaissons maintenant les différentielles totales des trois

coordonnées

dX =W (V,coslu —Vysinlu)du +W(V;zcoslu —V, sinlu)dv,
adY = W(Vycoslu +V,sinlu) du +~W(V, coslu +Vysinlu) dv,

(IZ=11Y(pdu+qdv)=hl(lu+-‘ll(! do.

I’intégration donne, en négligeant des constantes additives,

X= _\_‘7‘_‘ sinlu + \VZVZ cos lu,
Y = ‘—V[L’ sinlu — 1\‘;—' coslu,

Z=hu~+} [Wqds.
Ces formules peuvent s’écrire, en désignant par W,, W,, W,
trois fonctions de ¢,
X =Wocos(Wy~+1lu), Y=W,sin(Wy+1u), Z=h(W;+ lu)+ W,;

elles représentent des hélicoides, qui dépendent de deux para-
métres & et /, conformément au théoréme de Bour.

6. Remarque. — Nous avons négligé (n° 3) '’hypothése
d.
(11) Vi= 2{-;,
qui, en vertu des équations (6), entraine
P = P, = 0'
(12) Vo+Ver =o.
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Comme r, d’aprés les formules (1), est égal i la dérivée loga-
rithmique, changée de signe, de W, cette derniére relation montre
que V, est proportionnel 4 W, ou, 4 cause de I'équation (4), que

I . .
la courbure moyenne est une constante 5+ La fonction W est d’ail-
leurs déterminée par I'équation du second ordre

wrodw
k2 de W — 7

qui résulte des équations (11) et (12), et qu'il serait facile d’inté-
grer. Mais celte équation exprime que la courbure totale est con-

stante et égale & Ainsi les deux rayons principaux sont égaux.

1
k2
L’hypothése négligée ne donnerait donc que des sphéres.

yp ghg q p

7. Secono cas. — L'équation (10) est une identité. — Nous

supposons nuls le premier membre et le coefficient de sin 7. Les
deux équations ainsi obtenues

N Vi+Vor\t d Vi—Vyr

(3 ) I e
Vot Vor Vi=Vir  d Vi+Vor _

() v, v &V, —%

déterminent a la fois les fonctions V, et W el, par suite, 'élément
linéaire proposé. Les surfaces de révolution qui admettent cet
élément linéaire ne sont plus, comme dans le premier cas, engen-
drées par une méridienne arbitraire. Néanmoins il convient de
faire voir que les surfaces qui résultent de leur délormation et
dont les rayons de courbure sont fonctions I'une de l'autre ne
sont pas toutes des hélicoides. A cet effet, nous discuterons les
équations (13) et (14) et le systéme (9), en supposant la quantité
V, + V,r d’abord différente de zéro, puis égale a zéro.

8. Hypothése 1. — La quantité V| 4 V,r n’est pas nulle. —

Si nous faisons

Vi+V
(15) J—WL’ =,

nous pourrons remplacer le systeme (13) et (14) par celui-ci :

V,—Vyr

c/
(16) v, =3 50" — 9’2 = g,
1
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La seconde équation s’intégre aisément; on trouve d’abord

ds

dv = ———)
gyoi+a

a étant une arbitraire; puis, avec une nouvelle arbitrairve ¢,

2y/a

— ‘
e—Valv—vy) __ ¢ Valv—v,)

(17)

e—Va(v-vy)  eValv—v,)

::V.J_‘——r——?t=‘/t;

aja

———
Q
i

e-Vaiv—v,) _ gValv—v,) ’
si la constante @ n’est pas nulle; si @ = o, il vient

LI 4] 1
(ls) g = — ~ 9 -—= — .
v — 0y 3 v — v

Revenons aux équations (g), maintenant compatibles et qui

s’écriront

o< . 4

— —~ =gsinT— —)
o Ju 3
9) ‘
( o=
— = gcos%.
o ‘

En y substituant successivement les expressions (17) et (18)
de s, puis intégrant, nous obtenons, abstraction faite d’'une con-
stante qui s’ajouterait a w,

Va Va
N IR ) -
tang (T + T e 2 +e? tan u;/a.
g5 % v 7a g3

(¢=—vq) — (0 —vy)
e 2
et, dans le cas ot a = o,
tan z -+ d od
g3 4] 7 v—v

De ces formules, on déduit facilement les expressions de p et
de p, ayant
p =Vjcosr, p = Vysinz,

puis les autres rotations, ainsi définies,

qr=—p, pr= 1+ Vy, q=un—Vy, ry=o, r= -
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Pour déterminer les fonctions Vo et W, il faudrait intégrer le
systéme formé par ’équation (13) et la premiére des équations (61)
Vo Vor aVoVy—r" o

gl

o Wisr " avi=r) T

dont les seconds membres sont maintenant connus. Les fonctions
Vo-et r une fois obtenues, on aurait W par une quadrature, r
étant sa dérivée logarithmique changée de signe.

Mais il n'est pas nécessaire d’effectuer cette intégration pour
voir que les quatre rotations p, ¢, p, ¢, dépendent a la fois de «
et de ¢. Or on peut établir que pour tout hélicoide & courbure
totale variable, dont I'élément linéaire a éié ramené i la forme
W2(¢)(du?+ dv*), les rotations du triédre considéré sont des
fonclions de ¢ seulement.

D’autre part, on ne péut pas supposer que la courbure totale
soit constante; car I'équation

r
Wi = const,

qui exprime cetle propriété, est contradictoire avec le systéme (1)
ot ¢ revél 'une des formes (17) ou (18). Clest ce qu’on vérifierait
sans difficulté. En conséquence, les surfaces dont nous venons de
nous occuper ne sont pas des hélicoides.

9. Hypothése II. — La quantité V| + V7 est nulle. Nous avons
vu (n° 6) que cette hypothése revient a supposer constante la
courbure moyenne

Vo 1

Wk

Alors I'équation (14) devient une identité; I'équation (13) donne

3) Vi ’ il W const 2
i —t — = 2 - — = const. = a.
(13) v, Vi W
Nous trouvons ainsi les surfaces a courbure moyenne constante
applicables sur des surfaces de révolution dont I'élément lincaire

sera déterminé par I'équation (13)". On en déduit d’abord

)

Py = exv el (¢g == consl.),
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puis, en remplacant V, par son expression actuelle,

(20)

W 4w
2 —_— -
w (m Ta W

>= e v—v,)

Telle est I'équation qui détermine la fonction W.
Dans I’hypothése présente, les équations (g) donnent

ot « ot o

- a
On voit que, si a n’est pas nul, on peut prendre == au, et sup-
poser ¢ == 0. Ayant ainsi

W exw . .
V0=T, V,=W, p=VY,cosau, = V;sinau,
nous connaitrons, grace aux formules (1)’ et (5), les six rotations
P> Piy @y Gu, Ty Iy, dont les quatre premiéres dépendront de u en

méme temps que de ¢. Les translations étant connues aussi,
E=m=W, HL=n=o

a chaque expression de W vérifiant 'équation
79 rr
w2 (W2 4 W _ e

k2 de W

\ 1 .
correspondra une surface & courbure moyenne constante 7’ qui ne
sera pas un hélicoide et qui sera applicable sur des surfaces de
révolution a courbure moyenne variable, d'élément linéaire

ds? =W?2(dut+ dv?).

Il convient de remarquer que notre analyse donne toutes les sur-

\ I . .
faces 4 courbure moyenne 7 qu sont applicables sur des surfaces

de révolution.

10. En supposant a 3£ 0, nous avons écarté seulement les héli-
coides, puisqu’ils sont caractérisés par des rotations indépen-
dantes de «. Soit donc maintenant « — o; cette supposilion ne
donne que des hélicoides & courbure moyenne constante, puisque
les rotations sont [onctions de ¢ seulement, la fonction < se rédui-
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Py

sant & une constante, et elle les donne tous. L'élément linéaire de
ces hélicoides dépend de I'équation

(20)

W 4w
72 —_—
W ( Tt de W

> = const.,

(ui s’intégre par une quadrature elliptique. Connaissant I’élément
linéaire, on peut déterminer les surfaces elles-mémes. On trouve
ainsi pour le profil qui les engendre 'équation

_ (P r)(p2+C)dp
oV (g h?)[k?p?— (92 + C)?]

dz =

ot C désigne une constante arbitraire, et 2 le pas, arbitraire aussi,
du mouvement hélicoidal; k& est toujours Vinverse de la courbure
moyenne donnée. Nous ne développerons pas ces résultats. Nous
allons les retrouver en résolvant un probleme plus général.

11. Proposons-nous de déterminer tous les hélicoides dont la
courbure totale et la courbure moyenne sont lices par une rela-
tion linéaire. Les surfaces pavalléles & un hélicoide élant elles-
mémes des hélicoides, il résulte d’'une remarque importante due
a M. O. Bonnet (Nouvelles Annales de Mathématiques, an-
née 1853; p. 433) que les hélicoides dont la courbure totale et la
courbure moyenne sont liées par une relation linéaive se dédui-
sent de; hélicoides a courbure totale constante, auxquels ils sont
paralleles. 1l faudrait donc déterminer ceux-ci; mais on peut
donner une solution directe du probléme. Soient M, N, P trois
constanles données et soit

M 1 r
e 4 N+ )+P=0
R, Ry (n, n,) -

la relation proposée. D’apres les formules indiquées au n° 1, la
fonction ¢(p) qui définit le profil générateur des hélicoides sera
déterminée par I'équation différenticlle

M 3o’ 0" — h? o( 2= AV 0" - [a2(1 w2y - i o
h ! -

e NS

-0 =o,

’

dont Pimttgeale wapparait pas immédiatement. Mais on peul rve-
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marquer que les coefficients de M el de N onl respectivement pour
expressions

1 d p? 1 d p20’
2p dp *(1+ )+ AT o dp \[oi(1 o)+ A2
Par suite, en intégrant et désignant par Q une constante arbi-
traire, on aura
Mp? -+ 2Np20o
PPr+92) Rt (T o) - 2

+Pp?4+-Q=o.

Celte équation détermine ¢’ en fonction de p. On est donc ra-
mené a une quadrature. On pourra trouver, en particulier, tous
les hélicoides a courbure moyenne constante ou a courbure tolale
constante. Ces deux derniers probléemes dépendent des intégrales
elliptiques. La remarque de M. O. Bonnet prouve qu’il en est de
méme du probléme général et détermine le changement de va-
riable et de fonction qui permettrait de le vérifier.



