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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Egalités & deux et & trois degrés; par M. Michel Frovov.

Le but unique de la science, c'est 'honncur
de Pesprit humain, et, sous ce titre une
question des nombres vaut autant qu'une
question du systéme du monde.

JACOBI & LEGENDRE.

{. Dans notre Mémoire Sur les égalités a deux degrés,
en 1889, dans le Bulletin de la Société mathématique de
France, nous avons démontré que les égalités a plusieurs degrés,
consécutifs el entiers, sont susceptibles de différentes transfor-
mations. Ainsi, on peut augmenter ou diminuer de la méme quan-
Lité tous les termes d’une égalité; les multiplier ou diviser par la
méme quantilé; retrancher tous ces termes d'une méme qnantih'-.
additionner les égalités les unes aux autres, etc.



Dans ce second Mémoire, nous voulons compléter ces études
relativement aux égalités & deux et & trois degrés.

2. Appelons S,, S, et S; les sommes des premiéres, deuxiémes
et troisiémes puissances des nombres d’un groupe, et conservons
les signes ] et A pour désigner les égalités a deux et a trois de-
grés, que nous avons adoptés dans le premier Mémoire.

Prenons I'égalité a trois degrés composée des plus pelitls
nombres

1, 5, 8, 1242, 3, 10, 11 (Sy1= 26; S;= 234; S.= 2366).
Augmentons tous les termes de 2,
3, 7, 10, 1444, 5, 12, 13,
et additionnons les deux égalités, en supprimant les nombres
communs & deux groupes,
1, 7,8, 1442, 4, 11, 13 (S;30; S:=310; S3=3600).
Cette égalité se déduit aussi directement de I'identité
1, 4, 2, 502, 1, 5, 4,

en ajoutant a ses termes la suite additionnelle o, 1, 2, 3, jusqu’a
ce que tous les termes prennent des valeurs différentes, comme
nous I’avons fait dans le n° 9.du premier Mémoire, pour former
les égalités a deux degrés. En continuant 'addition de cette suite,
on obtient

, 13, 16(36: 454; 6426),

, 15, 19(42; 6265 10458),

17, 22(48; 826; 15912),

1, 8, 10, 172,

D O

1, 9, 12, 2042,
1, 10, 14, 2342, 7

1, 11, 16, 26A 2, 8, 19, 25(54; 1054; 23004%),
1, 12, 18, 29A2, 9, 21, 28(68; 1310; 31950),
1, 13, 20, 3242, 10, 23, 31(66; 1594; 42966),

et ainsi de suite.

On peut déduire de ces égalités une grande quantité d’autres
au moyen des transformations indiquées plus haut. Par exemple,
en additionnant les termes des deux derniéres et en les diminuant
de 'unilé, on trouve

1, 24, 37, 6013, 18, 43, 58(122; 5546; 280{78).
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Voici encore quelques égalilés de cinq, six cl sepl lermes :

1, 4, 8, 12. 1742, 3, 7, 14, 16, ( 425 d147  7218).

1, 6, 10, 14, 1742, 4, 11, 15, 16 (485 O22: 8874),

1, 4, 6, 9, 11, 14A2, 3, 5, 10, 12, 13 ( 455 451;  5083),

1, 5, 6, 12,13, 1702, 3, 7 11, 15, 16 ( 54; 664; 9180),

1, 10, 33, 27, 31, 44, 69A 3, 11, 20, 21, 34, 49, 67(203; go17; 476333),
1, 14, 24, 28, 32, 45, 70A 4, '12, 21, 25, 34, 5o, 68(214; 9306; 505414).

o

Ces exemples suffisent pour montrer avec quelle facilité se for-
ment les égalités a trois degrés.

3. S’il y a égalité des sommes des premiéres et des troisi¢mes
puissances des termes de deux ou de plusieurs groupes, il n’en
résulte pas qu’il existe aussil’égalité des sommes de leurs deuxiémes
puissances, comme le font voir les exemples suivants :

On a

) (1 +8+13 +14 =2+7+12+15= 36,
1
} 134 83+ 133+ 143 =23+ 73+ 123+ 133=5454.
Mais
124 82+ 132+ 142= 430,
et
224 7241224 152=§22.
On a
(2) I +5410+14§+19 =2 +4 +9 +16 +18 = 49,
2
13+ 53+ 103+ 143+ 193= 23+ 43+ 93+ 163+ 183=10729.
Mais
12452+ 102+ 1424 192=683,
et

224 424 g%+ 162+ 182=681.

On peut aussi avoir égalité des sommes dés troisiémes puis-
sances, sans égalité des sommes ni des premiéres, ni des deuxiémes
puissances. Par exemple, on a

134334534 1184 133 =234 63+ 93+ 103+ 123= 3681,
tandis que
124334524 112+ 132= 325 et 22+ 62+ 92+ 102+ 122= 363,
1 +3+5+11+14 = 33 et 2 +6 +9 —+10+12 = 39.

Remarquons encore que I'égalité des sommes des puissances de
degrés entiers n’est jamais suivie de celle des sommes des puis-
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sances de degrés fractionnaires, ce qui est évident, car les radi-
caux aux indices fractionnaires sont des nombres irrationnels.

Voici un exemple qui fera voir comment balancent les sommes
pour les degrés fractionnaires en devenant plus grandes, tantot
pour I'un, tantdt pour I'autre groupe :

104149 4+290 =330 = 90+ 110+ 250+340= 4,

1 1 1 E 1 1 1 1

1241429224+ 352== 15,25, 22411242524 342= 15,76,
gl onl4 35 =l il 251-341 = 7y,

3 3 a 3 3 3 2 3

124 142+222+352= 363,03, 224 112-+2524-312= 302,56,
12 14242224 3)2= 22+ 1122524 342= 1906,

12 1424922+ 352 = 10271,00, 221124252+ 342=10273,00,

134 132234353 = 93— 1 134233+ 3 {3 = 56268.

4. La méthode employée dans le premier Mémoire pour la ré-
partition en plusieurs groupes é¢gaux a deaux degrés d’une progres-
sion arithmétique peut aussi étre appliquée a la répartition des
nombres en groupes égaux a trois et 4 plus de degrés.

Soit une progression des nombres naturels,

2,3 ... (m—2), (m—y), m, (m-+1), (m-42), (m=+3)...2m.

Nommons R la somme des cubes de deux nombres du milieu m
et (m -~ 1) et « laquantité (12m + 6). Alors les sommes des cubes
(m—1p3+(m-+2)3 (m-—2B+(m=-3P, (m—3P+(m-+ 4)3,
seront respectivement égales a

R+u, R+3u, R+6u, R-+iou,

ey

c'est-d-dire qu'il faut multiplier la quantité u par les nombres figu-
rés du premier ordre ou nombres triangulaires

m(m—+1)
—_
2

1. 3.6, 10, 15, 21, 28. 36, ...

Il s'ensuit que pour répartir 2m nombres conséculifs en m
groupes égaux a trois degrés, il suffit de répartir en m groupes

1} N

égaux a un degré les (m — 1) premiers nombres triangulaires, en
y ajoutant o, dont la somme est égale au nombre tiguré du second

. m—iym(m -1
ordre ou nombre pyramidal (—————‘——6--—-——“-)-
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5. 1l est possible de répartir en deux groupes les huit premiers
nombres triangulaires

o, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28,
dont la somme est égale a 84, car on a
0-+-064+1)+21=1-+3 410+ 28 = 42.

Dans ce cas m = 8. En remplacant les nombres triangulaires par
des couples de nombres correspondants, on aura I’égalité A trois
degrés

1, 4, 6, 7, 10, 11, 13, 16A2, 3, 5, 8, g, 12, 14, 13,

donnant les sommes
S, = 68, S, =748, S; = 9248.

La somme des premiers dix-huit nombres triangulaires, y com-
pris o, étant égale a 969, on peut les répartir en Lrois groupes
de 323, des deux maniéres suivantes :

0+ 15+284554105+120=1 + 10+ 36+ {5+ 78+ 153
3-+ 6+214+66+91+136.

I

2.

0+15+36+35+91+ 136 =1+ 10+ 21+ 66+ 105+ 120
=3+ 6+28+55+78+153,

qui donnent deux systémes de répartition des trente-six nombres

1, 6, 9, 10, 14, 17, 20, 23, 27, 28, 31, 363,
, 12, 13, 16, 21, 22, 25, 30, 32, 353,

13, 18, 19, 24. 26, 29, 33, 3{.

et
-
N
-

o
[o <]
S
o

5, 21, 22. 26, 29, 31, 364,

10, 13, 18. 19, 24, 27, 28, 32, 354,

s O
@

12, 14, 17, 20, 23, 25, 30, 33, 34,

N

pour lesquels

S| = a2,

N
"
il

5 o2, Sz= 1785,
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La somme des vingt-cinq premiers nombres triangulaires, y

compris o, élant égale a 2600, on peut répartir ces nombres en
cinq groupes de 520 :

0+ 45+ 535+ 120 + 300,

1+ 28 4+ 91 + 190 + 210,
3+ 154+ 78+ 171 + 253,

6 +36 + 66—+ 136 + 276,
10 + 21 + 105 + 153 + 231.

En remplacant les nombres triangulaires par les couples de
nombres correspondants, on aura I'égalité a trois degrés :

1, 1o, 15, 16, 25, 26, 35, 36, 41, 504,
2, 9, 14, 17, 22, 29, 34, 37, 42, 494,
3. 7, 13, 20, 23, 28, 31, 38, 44, 484,
4, 8, 11, 19, 21, 30, 32, 40, 43, 474,
5, 6, 12, 18, 24, 27, 33, 39, 45, 46,
qui donne

S| = 255, S, = 8585, Sz = 325125.

6. Dans notre premier Mémoire, nous n’avons donné qu’une
méthode pour la répartition de 272 nombres en n groupes égaux
a deux degrés. Mais, comme ces égalités furent derniérement ap-
pliquées a des figures plus ou moins intéressantes, il ne sera pas
de trop de revenir a ces égalités pour en dire quelques mots.

On commencga par disposer des nombres appartenant a des

Fig. 1.

groupes égaux a deux degrés sur les périmétres des triangles et
des carrés, comme le montrent les fig. 1, 2, 3.

L’égalité représentée par la fig. 1 s’obtient de la maniére sui-
vante :



A

On prend deux égalités données dans le premier Mémoire

561237 6842 49
in remarquant que les premiers groupes de ces, égalités ne diffe-
renl entre enx que par les nombres 3 et 8, on ajoute a la premiére
le 4° terme 8 et a la seconde 5, et 'on obtient trois groupes
égaux
1,56 842, 3, 7,812 4,5 9 (S;=20, S; =126).

Voici les égalités de ces figures :

Fig. 2.

1, 3, 9, 10, 11, 15, 16 L 1, 5, 7, 8, 13, 14, 17 L 2, 4, 6, 10, 12, 13, 18
(S1=65, S, = 793).
Fig. 3.
N 8 9 13 15 25 27 3 35 3

36 1
30 7
26 n
20 17
19 8
16 21
] 31
4 133

237729 28 24 22 12 w0 3 2 32

1, 7, 11, 14, 17, 18, 21, 31, 32, 33 L

2, 3, 10, 12, 22, 23, 24, 28, 29, 32 L

i, 5, 6, 16, 19, 20, 23, 26, 30, 36 L

5. 8, 9, 13, 14, 15, 25, 27, 34, 35
(S1= 1835, S =4495).
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On pourrait aussi disposer ces groupes sur les circonférences
des cercles tangents entre eux, en placant les nombres qui se ré-

pétent dans deux groupes et se trouvent aux angles, aux points de
P P ’ 1T O Yhoalité
contact, comme le montre la fig. 4, qui représente I’égalité

1, 5,6,9, 11,15 16 L 2,3, 7,9, 12, 13, 17 L 3, 4, 6, 8, 10, 14, 18
(S; =63, Sy=145).

Si les groupes onl deux nombres communs entre eux, ils peu-
vent étre représentés par des cercles qui se coupent, comme le
montrent les fig. 5, 6 et 5.

Voici leurs égalités :

1, 4, 5, 8, 10, 11 L1 4,6,7, 9 1212, 3, 5 8 9. 12
(S;=39, S,=323).



1, 6, 7, 12, o4, 17, 21, 22 L 1, 6, 8, 11, 15, 16, 19, 24 L
2, 5, 9, 10, 13, 18, 19, 24 L 3, 4, 7, 12, 13, 18, 20, 23 L

(Si=100, S,=16j0).

Fig. 5.

1, 6, 8, 11, 15, 16 L 1,6, 9, 10, 1§, 17 L 2, 5, 7, 12, 15, 16 1
2, 5,9, 10, 13, 18 L. 3, 4, 7, 12, 14, 17 L 3, 4, 8, 11, 13, 18
(S1=57, S;=703).

Les plus intéressantes des figures numériques de cette espéce



-8 —
sont les carrés m:giques & deux degrés qui, sous le rapport de la
difficulté, surpassent de beaucoup les carrés magiques ordinaires,
ou & un degré, donl des mathématiciens se sont occupés jusqu’ici.

Clest M: G. Pleffermann qui le premier publia des carrés a deux
degrés dans les Tablettes du Chercheur.

Nous donnons & la page en regard deux carrés de 8 et de ¢, a
deux degrés.

Dans le premier, les rangées hovizontales et verticales, et les
deux diagonales donnent S, = 260 et Su=11180; el dans le second
S, = 369 et S, = 20049.

7. Les carrés dont les rangées sont idenliques étant composés
des mémes nombres, et qui ne difféerent entre eux que par 'arvan-
gement et la disposition de ces rangées, ne forment que des va-
riantes d’'un méme type. 1l est évident que les carrés & deux et a
plusieurs degrés sont susceptibles des mémes transformations que
les carrés ordinaires.

1l y a trois espéces de transformations générales des carrés que
nous avons signalées dans une Note présentée, en 1886, au Con-
grés de Nancy de I’Association frangaise pour I'avancement des
Sciences : 1° larupture des carrés en deux parties, avec leur inter-
version; 2° la transposition des cadres composés chacun de quatre
rangées, deux horizontales et deux verticales, également éloignées
du centre, en éloignant les uns et en rapprochant les autres
cadres du centre; et 3° le retournement des cadres, avec la transpo-
sition simultanée des quatre rangées de chaque cadre, de sorte que
larangée supérieure passe en bas, la 1angée gauche passe a droite
et réciproquement la rangée inférieure en haut et celle de droite a
gauche.

Le nombre des variantes déterminé par les deux derniéres trans-
formations est égal pour r pair a

n—2

n—2
2 2 XIX2X3IX...x¥

2
et pour n impair a

n—3

= n—3
2 2 XIX2X3X...X

La rupture des carrés magiques donne deux variantes, le carré
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primordial y compris; pour les carrés semi-diaboliques, elle pro-
duit quatre variantes et pour les carrés diaboliques n? variantes.

Le total des variantes d’un carré semi-magique, dans lequel
I'une ou les deux diagonales donnent les sommes autres que S, et
S., est égal a

(P =(1x2x3>...Xn)p.

8. Outre cela, tout carré dont les rangées ne sont ni complé-
mentaires les unes des autres, ni composées de nombres complé-
mentaires, fournit un carré complémentaire, en y remplacant tous
les nombres par leurs compléments, ce qui ne trouble pas 1'égalité
a plusieurs degrés, comme le montre le théoréme 1[I du premier
Mémoire.

On peut encore madifier les carrés el les autres figures a plu-
sieurs degrés, en remplacant les nombres naturels par des nombres
correspondants de toule autre progression arithmétique. On peut
aussi, en partageant la série des nombres naturels en m sections
de p nombres, augmenter les termes des sections de quantités dif-
férentes pour toutes les sections, el puis remplacer les nombres
naturels par des nombres ainsi modifiés, si les groupes sont com-
posés des nombres pris dans toutes les sections. Par exemple, en
partageant la série de 18 nombres naturels en 6 sections

1. I1. L. Iv. V. VI.

1, 2,3 4, 5 6 7, 8, 9 10, 11, 12 13, 14, 15 16, 17, 18
on peut, en laissant les nombres de la premiére section sans aug-
mentation, augmenter cenx des autres seclions respectivement de
1,2, 3, 4 et5, et en remplacant par les nombres modifiés de cette
fagon les nombres naturels de I'égalité

1, 6, 9. 10, 14, 1712, 5, 7, 12, 15, 16 1 3. 4. 8, 11, 13, 18
(Slzﬁj, ..17703),

en déduire 'égalité suivante.:

1, 7, 11, 13, 18, 2212, 6, 9, 15, 19, 2113, 5, 10, 14, 17, 23
(Sy =72, S;=1148).

Mais toutes les modifications de ce genre ne eonstituent pas de
solutions particuliéres.
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Y. Etablissons I'impossibilité des carrés magiques a deux degrés
pour des valeurs de la racine n inférieures a 8.
Les formules générales

a(n?+1) ndi+n n(n2+0(2n241)
= et SQ = e e s

Sy =
' 2 2 6

donnent pour
n=3: Sy = 15; Se= 95
n=x¢: Sy = 34; S, = 374,
n=>5: S, = 065; Sy = 1105,
n==06: S;i=1113 S = 2701

n=17: S| =175; Se = 5775.

On remarque que S, et S, ont la méme terminaison ou chiflre
final pour toutes les valeurs de n. Cela provient de ce que la cin-
quiéme puissance de tout nombre a la méme terminaison que le
nombre lui-méme. Par exemple 23 =32; 35 =243 ; 75 =168075; ....

. 5 n
Et comme la différence S, — S, = 2

et le diviseur 3 est pre-

mier avec 10, il en résulte que celte différence est un multiple
de 10, et par conséquent S, et S, ont nécessairement la méme
terminaison.

Remarquons encore que les carrés de tous les nombres impairs
sonl toujours de la forme (4/ +1). Donc, sila somme S, est de
la forme (4/ + 1), les groupes de nombres doivent contenir 1,
5,9, ... impairs et n’en peuvent pas contenir 3, 7, 11, .... Au
contraire, si S, est de la forme (44 + 3) les groupes ne pourront
conlenir 1,5, g, ... Impairs.

L’'impossibilité des carrés magiques a deux degrés se voit im-
médiatement pour n =23 et 4, car parmi les 8 groupes de trois
nombres donnant S; =15 :

1, 5, 9; 1, 6, 8 2, 4, 9: 2,5, 87 2,6, 7; 3,4, 8; 3,5, 7; 4,5, 6;

aucun ne donne S, = 95, et pour n = 4, de 86 groupes donnant
S, = 34, il n’y a que deux:

2, 8,9, 15 et 3,5 12, 14
qui donnent S, = 374.

Pour n =15, S, = 1103 étant de la forme (4% + 1), on ne peut

disposer dans le carré les 13 impairs qu’en prenant deux rangées
XX. 6
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de 5 impairs et trois de 1 impair et de 4 pairs. Or, parmi les 1394
groupes donnant S; = 65, pas un seul composé de 5 impairs ne
donne S, = 1105.

Pour n=©6, on trouve deux systémes de répartition en 6 groupes
égaux a deux degrés :

I. II.
1, 8, 22, 24, 26, 30 1, 10, 18, 24, 26, 32
2, 12, 17, 18, 28, 24 2, 12, 14, 22, 28, 33
3, 9, 19, 20, 25, 35 3, 7, 20, 21, 29, 31
4, 5, 21, 23, 27, 31 4, 9, 15, 23, 25, 35
6, 10, 14, 16, 32, 33 5, 11, 13, 19, 27, 36
7, 11, 13, 15, 29, 36 6, 8, 16, 17, 30, 34

Mais ces deux systémes ne se prétent pas a la formation d’un
carré magique, ce qui est d'ailleurs impossible, & cause de I'im-
possibilité de disposer dans le carré les 18 impairs de telle ma-
niére qu'il y ait trois rangées horizontales et verticales & 5 impairs
et trois & 1 impair.

Enfin pour n=17, S, = 5775 étant de la forme (44 + 3), les
25 impairs doivent étre distribués dans six rangées & 3 impairs et
une rangée & 7 impairs. Or aucun des groupes de 7 impairs don-
nant S; =175 ne donne S, = 5775.

10. Ainsi la construction des carrés magiques a deux degrés ne
devient possible que pour n =8 et au-dessus de 8.

Sans entrer ici dans les détails de la construction de ces carrés,
nous nous bornerons & donner deux procédés de transformation
des groupes de nombres qui permettront de déduire rapidement
d’un seul groupe beaucoup d’autres égaux a deux degrés. On
pourra ainsi dresser en peu de temps des Tables de tous les
groupes de » nombres, si n n’est pas trop grand, qui serviront a
la formation de tous les systémes de répartition de n2? nombres,
ainsi qu’a la construction des figures numériques & deux degrés.

Le premier procédé consiste 4 prendre dans le groupe donné
quatre nombres a, b, ¢, d, tous pairs ou impairs, ou deux pairs
et deux impairs, tels que la différence de la somme des extrémes
(a+d) et de celle des moyens (b + c) soit un nombre pair 2r.
Si la premiére est plus grande, on diminue chacun des extrémes
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de 7 et 'on augmente de la méme quantité chacun des moyens,
et vice versa. Par exemple, en prenant quatre nombres
5, 12, 18, 31 (S;=66; S; = 1454),
on a
5+31=236; 12+18=230; 36—30=6; $=3.
Donc on peut remplacer ces nombres par
5—3; 12+3; 184+3; 31—3

ou
2, 15, 21, 28 (S; =066; Sy = 1454).

Soit donné le groupe
1, 6, 26, 35, 44, 48, 49, 51 (S; = 260; S; = 11180).

Nous conviendrons d’écrire en chiffres gras dans les groupes
les quatre nombres que nous nous proposerons de remplacer, et
nous obtiendrons la série des groupes suivante :

1, 6, 26, 35, 44, 48, 49, 51;
1, 6, 26, 35, 45, 47, 48, 52;
1, 6,26, 38, 42, 45, 47, 55,
1, 6, 26, 39, 41, 44, 48, 55;
1, 6, 26, 38, 41, 45, 49, 54;
1, 6, 26, 37, 42, 45, 50, 53,

et ainsi de suite.

Voici une seconde série

14, 15, 16, 17, 35, 45, 58, 60;
14, 15, 46, 17, 39, 41, 54, 64;
14, 15, A7, 21, 34, 36, 59, 64;
14, 15, 18, 20, 33, 37, 59, 64,

et ainsi de suite.

11. Dans le second procédé on prend trois nombres a, b, c
tous de formes différentes, 3%; (3h~+1); (32 +2), ou tous
de I'une de ces formes. C’est avec des nombres pareils que sont
composées les égalités 1, 5, 6 ] 2, 3,75 1, 8,911 3, 4, 11;
1, 11,12 ] 4,5, 15, ..., dont les termes peuvent étre augmentés
respectivement des nombres additionnels o, 1, 2, comme c’est
expliqué dans le premier Mémoire. La différence de la somme des
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extrémes (« + ¢) et du double du moyen 24 sera nécessairement
divisible par 3. Nommons-la 3¢.

Si @+ ¢ > 2b, on augmente le terme moyen b de 2¢ et 'on di-
minue @ et ¢ de ¢, et vice versa.

Par exemple, dans le dernier groupe

14, 15, 18, 20, 33, 37, 59, 64 (S; =260; S; = 11180),

on.a trois nombres, 15, 18, 33, de la forme 3%; deux nombres,
37 et 64, de la forme (34 +1), et trois, 14, 20, 59, de la forme
(37 +2), Si nous prencns trois nombres, tous de formes diffé-

rentes,
20, 33, 37 (S; =90; S, = 2858),
on a

20+37="57; 2x33=66; 66—57=9; $=3; 2x3=6.
Comme (@ + ¢) << 2b, on fait
20+ 3; 33—6; 37+ 3,
ce qui donne
23) 27, 40 (Sl = g0, S’=2858),
et 'on aura un nouveau groupe
14, 15, 18, 23, 27, 4o, 59, 64 (S; = 260; S; =11180).

Ces deux procédés, étanl peu compliqués, suffiront pour dres-
ser rapidement les Tables de tous les groupes égaux a deux
degrés.



