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Sur les fonctions rationnelles des racines d’une équation
entiére; par M. BrutEL.

Tutorkme I. — Toute fonction entiére f(z,, 3, ..., xn) des
racines d’une équation
.Z‘m—*l—Pi.Z'”l—‘ +P2zm—2+_ et Pm=0,

& coefficients quelconques, peut se mettre sous forme d’une
Sonction entiére par rapport aux coefficients de cette équation,
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et par rapport & m — \ racines Ty, &, ..., m 1, cetic nouvelle
Jonction étant de degré p par rapport & x,_p. Cette transfor-
mation n’est possible que d’une seule facon.

Démontrons d’abord la premiére partie du théoréme pour une
fonction entiére f(z,, x,) des racines d’une équation du second
degré

T2+ p1x + pe= 0.

Sil'on tient compte de la relation 2 -+ 23 + p, = o0, on obtient

S (1, ®2) = f(z1, — p1—21).

Cette derniére fonction, out ’on remplacerait #? autant de fois
que possible par — (p, 2z, + p2), prendrait finalement la forme
a—+ z,b, ou a et b sont des fonctions entiéres de p, et p,.

Supposons donc la propriété démontrée pour une équation de
degré m — 1 et cherchons a I'étendre & une équation de degré m.
Soit une fonction entiére f(z, &, ..., Tn) desracines d'une équa-
tion entiére

XM A= Pyl 4= poxM—2 4. ..+ py=o0.

On peut la regarder simplement comme une fonction entiére de
Ty, L3y +.., Tm qui sont les racines de I’équation

am—1 4 (2 + py)axm=2+ (2} + P11+ p2)xm—3 4, ..
G+ Pl praP i+ 4+ pu—r=o0.

Comme telle, elle se mettra sous forme d’une fonction entiére
des coefficients de cette équation et, par suite, de x,, py, pa, « ..,
Pm-, fonction entiére aussi par rapport & Z,, Z3, +.., Zm_s et de
degré m — 2 par rapport & x,, de degré m — 3 par rapport
a xz3, etc.

Soit’

fi(z‘h oy oovy Tm—1y P1y P2y o0y P/u—i)
cette nouvelle fonction; en tenant compte de la relation

P+ preft4+.. ..+ pm =o,

on la raménera & ne contenir z; qu’au degré m —1, et I’on aura
alors la forme énoncée. Nous verrons plus loin que cette forme ne
peut s’obtenir que d’une seale fagon.



— 94 —

1l résulte immédiatement de la que toute fonction rationnelle

_/'(1‘1, Ty ooy Tm)
F(.’Z'“ Ty ooy .Z‘m)

peut se mettre sous la forme

,f1($1’ Loy ooy T—1, Pty P2y « .oy Pm)
)
Fi(-z'ly'z'i’ ooy Tm—1y P1y P2y - -,Pm)

ou les fonctions f, et F, possédent les propriétés énoncées dans le
théoréme précédent.

Tatorime 1. — Si la fonction rationnelle

R__ f(xh Tay ouny ‘Tm)
F(‘Z’hzh ceey fl"m)

est une fonction symétrique, les deux polyndmes f, et F, de
la remarque précédente regardés comme fonctions entiéres
de z,, %3, ..., Zm_1, dont les coefficients sont des polyndmes
par rapport & py, ps, - .-, Pm,y ont leurs coefficients proportion-
nels et la valeur de la fonction symétrique est égale au rap-
port de deux coefficients correspondants.

Dans le cas de deux racines, on a

R = J(21, @2) _ a(py, p2)+ &1 6(p1, p2)
F(z1, #3)  A(py, p2)+ 21 B(p1, p2)

Cette fonction rationnelle du premier degré par rapport a z,
conserve la méme valeur si I’on remplace z, par z,, & cause de la
symétrie de R; cet échange n’altére d’ailleurs pas les valeurs de p,
et p, ni, par suite, les coefficients a, b, A, B.

On en conclut qu’elle est indépendante de z, et, par suite, que

a(py, p2) _ b(p1s p2) —R.
A(py; p2) B(p1, p2)

Dans le cas général, on a

R — f(‘z‘ly T2y ooy xm) — fl(xh Loy ooy ‘Tm—i)
F(Z", Lgy ooy Z‘m) Fl(-l'j, Loy o0ey Z'm_.‘)
_ a(xy, Tay oy Tm—g)+ Tm—16(21, Zgy ooy, Tm—y)
- A(zy, T3y ooy Tin—2)+ Zm—1B(21, @3, ..., IL',,,A:_;)’
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a, b, A, B étant aussi des fonctions entiéres de py, pa, ..., Pm-

Puisque R est une fonction symétrique, elle ne change pas si
I'on y remplace z,_, par z,, échange qui ne modifie pas p,,
P2y + -+, Pm D, par suite, les fonctions a, b, A, B. On en conclut,
comme plus haut, que I'on a

R = a(xy, T3y ooy Tm—s) _ b(x1, 75, ..., w,,,._,).
A(zh oy ooy Tm—g) B(-Z'h Loy vvey Tin—g)

Chacun de ces nouveaux rapports est de la forme

W(Zyy Zoy ooy Bip—3 )+ -9V (X1, Tay «ovy Tip—3)+ Th_ow (X1, Tay ooy Tip—3) .
U(xy, X3y o ooy Zim—3)+ Tm—a V(Z1, Tay ovoy Tm—y)+Th_s W(Z1, Tay «o oy Tm—4)

Leur valeur ne change pas, si l’on y remplace x,,_, successive-
ment par ,_, et par Z,, 4 cause de la symétrie de R; comme ils
sont du second degré seulement par rapport & £,,_,, on en conclut
qu’ils n’en dépendent pas, c’est-a-dire que I'on a

R =

u [ w
U V™ W
et trois autres égalités semblables.

La méme démonstration peut évidemment se répéter de proche
en proche, et 'on aura finalement pour R une suite de rapports
dont les termes ne dépendent plus, en dehors de py, ps, ..., pPm,
que de la seule racine z, qu'ils renferment au degré m — 1; comme
ils conservent la méme valeur lorsqu’on y remplace x, successive-
ment par les m — t autres racines, on conclut qu’ils ne renferment

pas z,, ce qui démontre le théoréme.

Constquences. — 1° Toute fonction rationnelle symétrique peut
se mettre sous la forme

w(PlyPh ey Fm)
Q(Pi) P2y oo Pm)

’

o et Q désignant deux polynémes; elle peut donc étre regardée
comme un quotient de deux polynémes symétriques par rapport
auX Tacines Ly, Lay ««+y L.
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2* On peul remarquer aussi que si une fonction entiére
f(xi, Loy o .y xlll)

est symétrique et si on la met sous la forme réduite indiquée dans
le théoréme I, elle se réduira & son terme indépendant de z,,
Zay vy Zm_1- En effet, on peut la regarder comme une fonction
rationnelle symétrique dont le dénominateur est 1; appliquant le
théoréme II, on voit que les coefficients des divers termes renfer-
mant Z,, s, ..., Zm_y au numérateur de la forme réduite sont
tous nuls.

On déduit de la un perfectionnement important & la mé-
thode de Cauchy pour le calcul des fonctions symétriques
entiéres.

On commencera par faire disparaitre dans la fonction symé-
trique une racine quelconque z, par exemple, puis on raménera
la fonction & ne plus conlenir une autre racine z,_, qu'au premier
degré; ce résultat obtenu, on négligera tous les termes renfermant

Zm_y. On raménera la fonction restante a ne plus contenir unc
nouvelle racine z,_, qu’au second degré, puis on négligera tous
les termes renfermant encore x,._s, etc.

3° La réduction d'une fonction enti¢re quelconque

f(xiv Loy voey Tm)

n’est possible que d’une seule facon.
Si I'on avait en effet de deux fagons différentes

f('z'h T3y ovey Tim) =f1(.xl, X2y ooy Tin—1y P1y Pay o« -117;11)-
f(.z'|,.'l'2, .- -»-Z'm):f;(z'h oy v o0y Tm—1y P1y P2y ---)Pln)a
on aurait

R=1= fl(xl,x'h ---axm—-l)])hpis ---1[—7/;1)
=1= Y .
fl(xh‘z"b oy Zin—ty Ply P2y ooy Pim)

L’application du théoréme I1 & cette fonction symélrique montre
qu'il y a bien égalité entre les coefficients des deux fonclions f,
ct f, regardées comme polyndmes par rapportd 2y, Zs, ..., Zm_ .



