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MEMOTRES ET COMMUNICATIONS.

SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE LA THEORIE
DE LA PROPAGATION DE L’ELECTRICITE;

Par M. EumiLe Picarp.

Les variations du potentiel éleetrique dans un fil qui transmet
une perturbation électrique ont été, comme I’on sait, représentées
par I'équation
o 2V
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V est le potentiel, et A, B, C sont trois constantes positives.
En choisissant convenablement les unités, on peut réduire

Iéquation-a la forme

eV 9V _ otV

orr T ot T oxr’
et enfin, en posant

V="Ue¢
on a 'équation
2U_PU_
otr  omr

M. Poincaré a fait récemment, dans les Comptes rendus ('),
une discussion des intégrales de cette équation, fort intéressante
au point de vue physique; j’ai montré ensuite (2) comment 1'équa-

(*) H. PoINCARE [ Sur la propagation de l’¢lectricité { Comptes rendus, 26 dé-
cembre 1893)].

(*) Em. Picsrp [ Sur Uéquation aux derivées partielles qui se présente dans
la théorie de la propagation de l’électriciié (Comptes rendus, 2 janvier 1894)].
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tion précédente pouvait étre discutée de la maniére la plus simple
et la plus rigoureuse a I'aide de la méthode générale de Riemann,
méthode fondamentale dans la théorie des ¢quations aux dérivées
particlles du second ordre a caractéristiques réelles : ¢'est ce que
je me propose de développer ici.

1. Je rappellerai d’abord les résultats de Riemann, cn me re-
portant a la remarquable exposition faite par M. Darhoux, dans
le tome II de ses Lecons sur la théorie générale des surfaces
(p- 75). Prenons I'équation

02z 03 03

W+a a7 +[)5}—’ -+ ¢35 0,

et soit considérée en méme temps son adjointe

?u a%—b(—)ﬁ—k c_da Jb _
oxdy ~ oz ay or Ay =

et posons

N =busz+ (ucﬁ -—z();/)-

SoientB'C/(fig. 1) une courbe tracée arbitrairement dans le plan

N =

et Aun point quelconque de ce plan.

Fig.* 1.
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En désignant par z,, y, les coordonnées de A, supposons que
I'on ait déterminé la solution

u(r,y; & yo)
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de I'équation adjointe, se réduisantal’unité pour x = z,, y = y,,
et prenant la valeur

jt.l"’d‘x‘
e
pour y = y,, tandis q.u’elle prend la valeur

fy ady

R0
pour £ = x,. Dans ces conditions, on aura

. B
(uz)a= (l_t_f_)gi(_lt_ic_f (Nduwe — Mdy),
C

2
I'intégrale curviligne étant prise le long de C'B'.

Cette formule permet de déterminer la solution z de I'équation
aux dérivées partielles proposée, qui prend des valeurs données
ainsi que 'une de ses deux dérivées pour les points de la courbe
B'C'. L'équation

03 03
dz—-—;)}dx—'—*oyd‘y,
appliquée a un déplacement suivant cette courbe, détermine évi-
demment celle des deux dérivées premiéres qui n'est pas donnée
a priort.

2. Cecirappelé, revenons a I’équation

025 023

) 9tz ox?

= g,

en remplacant U par 5. Transformons-la en posant
2X =+ ¢, 2Y =2 —1(.

On obtient de suite

023 L
(2) mY -+ 35 = 0.
L’équation adjointe est ici :
Nu _
aXoY TU=0

c’est la méme équation.
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Supposons qu’une intégrale de I'équation (1) soit déterminée
.. .. . 0z

par les conditions initiales suivantes : on se donne 3 et —; pour

t = o, ces valeurs étant seulement différentes de zéro pour x
compris entre a et b (a > D).

On voit alors que, pour I’équation (2), on peut considérer la
fonction 3 ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre comme
données sur la bissectrice de 'angle des axes; les valeurs don-
nées sont seulement différentes de zéro sur un segment fini de

cette bissectrice, a savoir le segment déterminé par les équa-
tions

X=Y=2
2

’

x variant de b a a.

3. Pour appliquer la méthode de Riemann, nous avons seule-
ment & voir si nous pouvons déterminerl'intégrale « de ’équation
adjointe

N?u

xgy TU=0
qui pour X = X, prend la valeur un quel que soit Y, et qui pour
Y =Y, prend la valeur un quel que soit X. Or cette recherche
est immédiate, car, en posant

X =(X—X,) (Y —Y,),

on trouvera une fonction « = o (A) salisfaisant 4 I’équation pré-
cédente; en effet, on obtient ainsi I’équation de Bessel
d?o do

4+ o 4+ o=0

1m dh

etla fonction cherchée est la série de Bessel

_ A v 22 —_)\3 N
ztwl——l—.z%-(———l‘z)a—-(l.‘l-.—ﬁ o

4. Figurons (fig. 2) le plan (X, Y).
L’intégrale z est nulle ainsi que 93 (et par suite dz> sur la bis-

oX oY
sectrice des axes, sauf sur la partie 32; on a sur cette partie des
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successions de valeurs données pour z et 5o (d’ox‘x résulte la va-

leur de %;i) Nous avons donc la formule
_ (uz)p—+ (u 3 1 B 9z . Ju 03 Ju
O (- S P P P

ce que I'on peut écrire :
b (BB (sl 'f" (."i_i’i (_ (Xo—Yo) [P do
A= 2 2 ¢ ?\EIX T oY dX— 9 ‘/(; ”ﬁdx'

. . . 03 0z
T v Q ) . -
On peut regarder sous les signes d’intégration X — gy € 3.

comme des fonctions arbitrairement données de X, différentes de

Fig. 2.
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zéro entre — etg et nulles pour toute autre valeur de X; dési-

gnons-les par ¢ (X) et v (X). Nous aurons donc

(us)p + (u3) I v o .
, oo LR Satadks RO A X)dX — X)o' W) dX
5 (2o, @o) > )[ e(My(X)d fo.[ LX) e'(A)

2 Xy = &y + &g, 2Y, = x4 — &y,

en désignant par C’ et B les projections de C et B sur OX, et en
posant

A= (x Tt [y i"’_'_t">

A 2 2

Telle est la forme de l'intégrale générale de 'équation (1).
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5. Discutons la valeur de 5(¢,, 2,), quand, z, élant arbitraire
mais fixe, ¢, varie de o & 4 0.
Supposons z, en dehors de U'intervalle ba. Les relations

2Xy= &y + &, 2Y, =2y — ¢,

montrent que le point A de coordonnées X,, Y, se déplace sur
une droite perpendiculaire & a3, comme l'indique la fig. 3 qui
correspond a z, > a.

Tant que ¢, est trop petit pour que le point B soitsitué dans l'in-

Fig. 3.

tecvalle «3, tous les termes figurant dans expression de z(¢o, 2,)
sont nuls. C’est seulement quand B arrive en a que 5 devient dif-
férent de zéro; ceci se produit quand

20 — to
2

a
-
2

3

c’est-a-dire 4 !'instant z, — @, et la partie ne contenant pas de
. ., . . 4. (usz o
signe d’intégration dans 5(¢,, x,), c’est-a-dire (—T)E, sera diffé-

rente de zéro depuis le temps x, — @ jusqu’au temps x, — b. On
peut dire que cette partie correspond & une onde réguliére.
Une fois le temps 2z, — b dépassé, la valeurde z se réduita

a a
.2

2
;(to,xo):—g/ g(xw(xm.\’_tof 4 (X)o'(1)dX.
b b
2 2
On voit donc ainsi bien nettement une sorte de résidu laissé

, N , . uz)
parlonderégulicre que représentait le terme (uz)n :n
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Quant a la valeur asymplotique de z(¢,, x,) ou plutdt de
V(ty, @y) = e~'o 5(1y, 20)

pour ¢, trés grand, elle serait facile a obtenir a 'aide de l'expre‘s—
sion asymptotique bien connue de ¢(A) pour A infini, mais je ne
m’y arréterai pas; ce que nous venons de dire suffit pour montrer
la nature des intégrales de l’équation des télégraphistes.



