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NOTE SUR DES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES:
Par M. E. Gexvy.

Dans une Communication récente, M. Caronnet (') s'est pro-

(') Bulletin de la Sociéte mathemalique, t. NX1. p. 134,
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posé de rechercher les couples de surfaces applicables ine sur
autre et telles que la distance des points correspondants soil
constante. Il a trouvé deux groupes de telles surfaces; dans le
premier groupe, les coordonnées d’un point quelconque dé-
pendent de deux fonctions arbitraires de deux paramétres dif-
férents; les surfaces du second groupe sont réglées; elles dé-
pendent de deux fonctions arbitraives d’'un méme paramdétre el
sont applicables 'une sur 'autre avec parallélisme des génératrices
correspondantes.

Le regretté Ribaucour a ¢tudié depuis longtemps les surfaces
du premier groupe. Dans son Mémoire (couronné par I'Académic
de Bruxelles) sur les élassoides ou surfaces a courbure moyenne
nulle, il a établi le lien étroit qui rattache cette théorie avec celle
de la correspondance avee la sphére par orthogonalité des élé-
ments, ct il a démontré la proposition remarquable dont voici

Y. .
I’énoncé :

St les extrémités d’une drodte de longueur constante sont
les points correspondants de dewx surfaces applicables Uune
sur Uautre, le plan mené normalement « la corde par son
point milicu enveloppe une surface minime.

Nous allons reprendre cetle question et moutrer avec quelle
facilité on peut obtenir les résultats de MM. Ribaucour et Caronnet
par les procédés de la Géométrie vectorielle.

" Soient o et w les vecteurs de deux points correspondants M et P
de deux surlaces (S) et (I1). Le point O étant Porigine, on peut
construire deux nouvelles surfaces (5;) et (S.) en menant par le
point M une parallele & OP eten portant sur cette droite, de part
et d’autre du point M. deux longueurs égales a OP.

Les surfaces (8)) et (S2) auront pour équation vectorielle

™= -,

™y == o T,

ety st l'onveut qu’elles soientapplicables Fune sur lautre, on devra
salisfaire & la condition
T2ds +dm)="T(dy — dm)

ou
Sdodm = o,
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on voit done que la surfuce (S) et la surfuce (1 decront se
correspondre par orthogonalité des éléments.

Si Fon suppose que (1) soit une sphere avant son centre a Pori-
gine, la distance M, M, de deux points correspondants des surfaces
(Sy) et (Sy) sera constante: ¢’est le résultat obtenu par M. Ca-
ronnel.

La recherche de ce groupe de surfaces revient donce a celle des
surfaces qui correspondent A la sphére par orthogonalité des
éléments. Soit alors

iy = vydu 4+ sy

Féquation différenticlle de la sphére unitaive rapportée aux para-

metres de ses lignes de longueur nulle; v étant un orienteur, on

aura
T2o =0, T2u,= o. Sopu, = I, Vopus= (b,
(s oy Lgs dlog I . ,)l”gl.‘
Vo, u,=1/F. DT ———— U}, = — I Dyy TE ———— g,
on s
d'—’ln;_{'F .
() — = ol
du oy

en désignant par les indices 1 el o, respectivement, les opérations
] J . .
— et — ellectuées sur des vecleurs,
Ju de
. L, . . B . , .
Ceci posé, je dis que le vecteur ‘IT’I est indépendant de s il faut
démontrer qu'on a

) o >
—_— — -0
du ' Sy,

on

TR0y — 0 (S Uy == N Uy )= o,

et Fon voit tout de suite que cette équation est vériliée.

. N . Y . .
On reconnaitrait de méme que le vecteur r,’_csl indépendant

de ¢
Soit alors 3 le vecteur d’une surface correspondant a la sphére

par ovthogonalité des éléments: on aura identiquement

Sdads — o.
d’on
NPI')I = 0, \lj

Sopy Ny = o
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Les deux premicres ¢quations peuvent s’éerire

'

1

S?] 'F;: 0. Sp‘l:l; = 0,

et donnent immédiatement

v, vV,

=F
vy = FU.

-

S
(3) g S

U el V étant des fonctions de « et de ¢, respectivement.
La troisieéme peut s’écrire

o

dSpu,  9Spu, LN
o T Toe =250,

ou, en tenant compte des équations (1) et (3),

(4) s.j‘;:__'_‘[‘)(FU)_‘_O_(FV)J.
2K _ ou Y

Les équations (3) et (4) donnent la solution du probléme: si
on les résout par rapport a g, il vient

. FU )(FV
9 == ’0‘,_,_[]-,'__._[_‘ .‘.’.(_._['.'2 a ) 9,
‘ : aF | du Je
el alors les surfaces
o = P —+ /').'

m:p——-l'),

ou { est unc constante, sont deux surfaces applicables N'unc sur
I’autre de telle sorte que la distance My, M, de deux points covres-
pondants soit constante.

Si dans I'équation
=0+

on regarde / comme un paramétre variable, elle veprésentera la
congrucnce des droites M,, M,. Je dis que celle congruence cst
isotrope et que le point p est un point de sa surface moyenne.

Il faut, pour cela, qu’on ail identiquement

Sdads = o;
ce qui donne les trois conditions
(3) Sopvy=o, S

(6) So1va+ Spauy=o,
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Or, si 'on différentic pav vapport & « la premiére des équa-
tions (3). il vient
F o logF oF

1
Sgyuvy=— 85 V— =— —"-83 V-— =o;
vl #on du o Fort

on verrait de méme qu’on a
Spavs=o.

Si enlin on différentie les équations (3) par rapport & ¢ ct par
rapport & « respectivement, il vient

o(FV) LN 0(FV) o

Sujps = —5 — Spuge= — + FSug,
) j N 0(FU

Uy = 2(FU) — SPujy= AFU) ~+ FSug.
Jdu on

et Péquation (6) est aussi vérifiée en vertn de I'équation (4).

Je dis maintenant (ue le plan moyen de la congruence, c’esl-
a-dire le plan mené par le point M normalcment a ¢, enveloppe
une surface minima.

De la valeur trouvée pour le vecteur g du point M de la surface
moyenne, on déduait trés simplement

| o= mFu 4 lu,
{7 !
7) | fg=n Fu — /v,
ot F'ona posé
) " . op
IF= £ —FV, ‘= - ——FU:
m u FV, nl 3 FU
U [O(FU) _ a(FV)
T aF ou o ’

el enfin

o e

1 [9(FU) | (FV)]
P==5%F '

Or I'équation du plan moyen est
S(wm—p)o=o.
Si Fon prend les dérivées par rapport & w et par rapport & ¢. il
vient

S(w— )y =mF,

S(m—2)o=nF.
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En résolvant les trois équations qui précedent, il vient pour le
vecteur du point N de I'enveloppée moyenne

™ = I.’;—‘— Mmoy—+ nJy.

Le veeteur my, + nyuy, qui est évidemment tangent & l'enve-
loppée moyvenne, touche aussi la surface moyenne; on a, en
effet,

S(moy+no))(mFo+ Lo )(nFo—{v)=o0.

Donc la droite qui joint le point central d’un rayon d’une
congruence isotrope au point de contact du plan moyen avec
I'enceloppée moyenne engendre une congruence dont les focales
sont la surface moyenne et U enveloppée moyenne.

Si I'on écrit maintenant que les valeurs de 5, et de p, tirées des
équations (=) sont égales, on obtient sans difficulté les relations
suivantes

o(mF)

M = 0. ¥ —_ =0,

’ [F -
~ du o ’

ol Jl .
' :)Z—k—ml“:o, J;-rzl.

On a d'ailleurs, en tenant compte des relations (1) et (8),

o] om on N JdlogF am

— =Y =Yy — 9 N——=— 9y == —— Uy
ot ' ou PIT w7 ou
lZiod on

— = —Uy;

N op

donc les lignes de longueur nulle de I'enveloppée moyenne ont
pour image sphérique les lignes de longueur nulle de la sphere,
ce qui caractérise les surfaces minima.

L’enveloppée moyenne est donc une surface minima; on aurait
pu le démontrer encore en vérifiant directement la relation

02 p

daos —PY =0

qu exprime que le plan Sus = p enveloppe une surface minima,
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lorsque « et ¢ sont les paramétres des lignes de longueur nulle
de la spheére.

L’équation des lignes asymptotiques de 'enveloppée moyenne
est

Sdwds =o
ou
. [om an
S (5; V2t == ul> (vydie 4+ vydv)= o,
ou enfin
Jdm on
o dur+ L der = o.
(9) S du? + 5 dv2=o0

De méme, si v est un vecteur quelconque paralléle a la normale
de la surface moyenne, I'équation des lignes asymptotiques de
cette surface sera

Sdsdv = o.

Orona

viIV(mEo 4 Lo (nFo— lay)]] moy— noy— lo,

et si 'on prend

v o= may— noy— I,

on trouve immédiatement, cn tenant compte des relations (8),

;N om 1o}
ou ow T o’
o Jon 0]
=T a ST

de sorte que I’équation des lignes asymptotiques de la surface
moyenne est

S <‘% vydu — 3—§uld('> [(mFy+lo)du +(nFo—lw)de]=o.
En développant le premier membre, on retrouve I'équation (g) :
donc les lignes asymptotiques se correspondent sur la surface
moyenne et sur l'enveloppée moyenne d’une congruence iso-
trope
On obtient les directions principales et les rayons principaux
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de courbure de 'enveloppée moyenne en résolvant ’équation veclo-
Y

rielle
dw = Rdy,
ou
J on
om vy du + o vyde = R(vydu + vydv);
du Je
ce qui donne
dm Jn

0 du = Rdp, s dv = Rdu.

Si l'on élimine R entre ces équations, il vient, pour I'équation

des lignes de courbure,

dm an
——du?— —dv?=o.
Ju Je

Si, au contraire, on élimine du, dv, il vieni

om dn

2. =77
R ou o’

ce qui montre de nouveau que 'enveloppée moyenne est bien une
surface minima.
Si R et R’ sont les rayons principaux de courbure de cette sur-
face, on a
am on

RR =— S %%

Pour la surface moyenne, I'équation a résoudre prend la forme

dr = Rd(z)
' t

ou
. . )1 f
(10) (mFo+b))du-(nk u—/u,)([«‘::l—{ (ﬂu“/u—— ﬂu,([v -—Mv.
t\ Jdu Jdy t?

ot 'on a posé

=9y =moy—no— lo=y/B—omnk.

Si on projette I'équation (10) avee les vecteurs m¥ v+ (v,
et nk v — (v,, il vient

. . (R om
2 du + = 12y de = — —
m2ldu ~+(mn yels T du
(tmnk —02)ydu +— n2lFde = /—13 ?ﬁ dy,

t oe
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En éliminant du, dv, on obtient pour ’équation aux rayons de
courbure principaux

I2R2 om on IRF ) om e on e —
2 Jdu oo "M oy =0

Si Ry et R} sont les racines de cette équation, on a

Ry R, =&
YT om o’
du ov
d’otr
D>
RR'R}jR| = ——
P ey
en désignant par V 'angle des normales a la surface moyenne cl
a Penveloppée moyenne et par D la distance entre les points
correspondants de ces deux surfaces.

Remarquons enﬁn qu’on a
Sdwmdy = o,

ce qui montre que I'enveloppée moyenne et la surface ayant pour
vecteur v se correspondent par orthogonalité des éléments; on
reconnait d’ailleurs trés simplement que la surface ayant pour
vecteur — v n’est autre que la surface adjointe de I'enveloppée
moyenne; on a, en eflet,

—idv = Vdw.

ce qui met en évidence la proposition.



