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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

RECHERCHES SUR LES SURFACES HARMONIQUES (RESUME)

(Suite et fin):
Par M. L. Rixey.

Nous ne nous occupons dans ces ftecherches que de détermi-

ner des éléments lindaires jourssant de cerlaines propriéiés assi-



gnées a I'avance. Ainsi nous trouvons, entre autres, lous ceux qui
conviennent d des surfaces harmoniques en méme lemps qu’a des
surfaces réglées ou a des spirales, et tous ceux qui sont double-
ment harmoniques. Il y aurait intérét assurément a connaitré les
surfaces qui correspondent & ces ¢léments linéaires. Mais de pa-
ceils problémes sont, en général, comme Ossian Bonnet I'a dit,
au-dessus des forces de I'analyse actuelle. Plus d’un, d’ailleurs,
parmi ceux que nous résolvons, présentait déja des difficultés
considérables, qu’'on pourra mesurer aux ressources mises en
w@uvre pour les surmonter. Nous allons passer en revue les trois
Parties de notre travail.

Premicre Partie ('). — Nous commencons (Chap. 1) par
rappeler le théoréme fondamental de M. Massieu et nous le met-
tons sous une forme particuliére qui permet d’en faire deux ap-
plications importantes :

Pour qu’un élément linéaire donné
ds? = du2+ G de?

soit réductible & la forme harmonique, il faut et il suffit qu’on
puisse, en choisissant convenablement les deux fonctions A et
W de la seule variable ¢, satisfaire aux deux équations

‘L’* _G<V\ +A/d“>
9 [1 /o ) 9 a’u
o [u <ou‘ - 3-“)J GVE W [‘/ G <W - ‘f )]

Comme premiére conséquence nous en déduisons (Chap. 1I)
que toute surface harmonique a lignes d’égale courbure pa-
ralléles est applicable sur une surface de révolution (*). Ce
théoréme permet de classer (deuxiéme Partie) les éléments li-
néaires harmoniques et intervient aussi (troisi¢cme partie) dans
la recherche de ceux qui conviennent a des spirales.

(') Publiée dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
année 1894.

(*) L. RarFY, Sur unc classe de surfaces harmoniques (Comples rendus
des seéances de I’Academie des Sciences, t. CXII, p. j2/; 18g1).
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La seconde application (Chap. 1) est la détermination com-
plete des surfaces réglées harmoniques. Ecartant celles de ces
surfaces qui résultent de la déformation de la sphére, nous prou-
vons que toutes les autres sont applicables sur des surfaces
du second degré, réelles ou imaginaires, a moins qu’elles ne
soient applicables sur des surfaces de révolution (*). Ce théo-
réeme les définit suffisamment, puisque I’on connait toutes les dé-
formations dans lesquelles les génératrices des surfaces véglées
restent rectilignes. Au cours de la démonstration, nous donnons,
sans les établir, des formules qui paraissent indispensables a
I’étude des quadriques considérées comme surfaces réglées.

Le Chapitre IV est consacré aux intégrales linéaires et qua-
dratiques de I’équation aux cercles géodésiques, telle que I'a pré-
sentée M. Darboux (2). Nous montrons d’abord que I'intégrale
linéaire n’existe que pour les surfaces de révolution : c’est la ré-
ciproque d’une proposition de M. Darboux et la généralisation
du premier théoréme de M. Massieu. Nous étendons ensuite le
second théoréme de M. Massieu en prouvant que, s’il existe une
intégrale quadratique, la surface est généralement harmonique;
mais nous avons bien soin de discuter un cas particulier qui con-
duit a certaines surfaces représentables géodésiquement sur
d’autres surfaces avec conservation d'une seule famille de lignes
de longueur nulle. Il va sans dire que I'intégrale quadratique
n'existe pas pour loutes les surfaces harmoniques. Nous for-
mons |’équation fonctionnelle dont dépendent les éléments li-
néaires a intégrale quadratique et nous en indiquons diverses so-
lutions.

Deuzxié.ne Partie (*). — La deuxiéme Partie a pour objet la
détermination des éléments linéaires doublement harmo-
niques. 11 s’agit de trouver toutes les fonctions ¢ (x 4+ )) el
f(x —y) qui vérifient, conjointement avec deux autres fonc-

(*) L. Ravry, Détermination des surfaces harmoniques réglées (Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. CX, p. 223; 18¢0).

(2) Legons sur la théorie des surfaces, t. 11, Livre VI, Chap. VIL

(*) Publiée¢ dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, i série,
tome XN @ 18¢4. :
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tions inconnues X () ¢t Y (), 'équation différenticlle indéter-
minée

X Y (g — f) e 3(X = Y)
| —3(X' =+ Y ) f 4+ 2N —Y)(e"— f")= o,

Pour en faciliter la résolytion, nous commencons (Chap. I') par
classer les éléments linéaires harmoniques en appliquant, avec des
simplifications appropriées, la méthode des différentiations réité-
rées, dont Abel a donné le principe. Cette analyse conduit a dis-
tinguer successivement les développables, puis les surfaces a
courbure totale constante, puis les surfaces de révolution dou-
blement harmoniques. Elle montre que, s¢ un élément linéaire
donné sous la forme harmonique (o — [)dxdy nappartient
& aucune de ces trois catégories de surfaces, la différence
X — Y est déterminée & un facteur constant pres, ses deux dé-
rivées logarithmiques pouvant étre tirées de I'équation précé-
dente. On arrive ainsi aux conditions nécessaires et suffisanles
pour qu’un tel élément linc¢aire soit doublement harmonique.

Le Chapitre se termine par I'exposé de deux lois intuitives (')
qui, bien qu’essenticllement distinctes, concourent a faire con-
naitre des exemples nouveaux d’éléments linéaires doublement
harmoniques; Pune est la loi de passage, I'autre la loi de réci-
procité. La premiére détermine, dans tous les cas qui exigent des
intégrations, I'ensemble des solutions X et Y qu’admet I'équa-
tion (E) quand les fonctions © et f'sont données. La seconde, qui
permet, connaissant un systéme de solutions X, Y, v et f de cette
¢quation, d’en écrire un autre sans calcul, fournit alors de nou-
velles solutions a 'aide des précédentes.

C’est pourquoi nous ellectuons au Chapitre 11 la recherche de
toutes les solutions de I'équation (E) quand (¢ — f)dx dy est
I’élément linéaire d’une développable ou d’une surface a courbure
constantc.

Pour la méme raison, je résume au Chapitre 111 les calculs par
lesquels j'avais déterminé (2), ne connaissant pas la solution en-

(') L. Rarvy, Sur les éléments linéaires doublement harmoniques (Comptes
rendus des séances de I'Academie des Sciences, t. CIX, p. 6Gog; 188q)
(*) L. RAFFY, Swr un probléme de la theorie des surfaces ( Comptes rendus
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core iné¢dite de M. Darboux, les éléments lincéaires des surfaces
de révolution doublement harmoniques. J'établis en passant que
deux pareilles surfaces, choisies d’une maniére quelconque,
peusent étre représentées géodésiquement Uune sur Uautre,
et je donne toules les solutions correspondantes de Iéqua-
tion (E).

Avec le Chapitre 1V nous abordons la recherche [générale des
éléments linéaires doublement harmoniques. Aprés les avoir
classés d’aprés le nombre de lcurs intégrales quadratiques, nous
rappelons celui que M. Darboux a découvert,

P P 0
ds‘-':[ QL L "f—"]did'r;.

(3750 (5—n2 (=) (—kg)

el ‘qui a déja é1¢ mentionné précédemment. Nous montrons
comment il devait nécessairement s’offrir dés qu’on appliquait ()
les deux lois de passage et de réciprocité a I'élément linéaire
(z +y) ?dz dy des surfaces & courbure constante et nous réu-
nissons dans un tableau les dix solulions nouvelles auxquelles
conduit cette application (les surfaces de révolution doublement
harmoniques n’en fournissent pas). A ce moment, nous nous
trouvons connaitre, comme éléments doublement harmoniques :
1° ceux des surfaces développables (six formes); 2° ceux des sur-
faces a courbure totale constante (cinq formes); 3° ceux des sur-
faces de révolution doublement harmoniques (seize formes);
4° les éléments linéaires réciproques de ceux des développables
(cinq formes); 5° les éléments linéaires réciproques de ceux des
surfaces 4 courbure totale constante (cing formes).

Le reste du Chapitre est employé a démontrer qu’il n’en existe
point d’autres, ainsi que je I'avais depuis longlemps pressenti (2).
A cet effet, je commence par établir que toutes les fonctions X,
Y, o, f qui satisfont @ Uéquation (E) sont des fonctions uni-
formes, propriété importante, dont j’expose deux démonstrations,

des séances de I’Académie des Sciences, t. CVIIL, p. 493; 1889). — Sur un
probléme de la théorie des surfaces (Bulletin des Sciences mathcmatiques,
t. XIII,, p. 161; 1889g).

(1) L. Ra¥ry, Sur les élements linéaires doublement liarmoniques (Comptes
rendus des seances {de !’ Academie des Sciences, L. CIX, p. 609: 188q).

(?) Méme Communication.



la premic¢re fondée sur les résultats précédemment acquis, la se-
conde directe. Toutes deux procident de cette remarque qu’il
n’y a qu’a prouver 'uniformité de I'une des quatre fonctions X,
Y, oet f.

Toutes les solutions de I'équation (E), dans le cas des dévelop-
pables, des surfaces a courbure constante et des surfaces de révo-
lution doublement harmoniques sont uniformes; il suffit donc de
montrer qu'il en est encore de méme quand 1'élément linéaire
(¢ -—f)dxdy n’appartient & aucune de ces trois catégories de
surfaces. C'est 1a I'objet du premier raisonnement : supposant
que les fonctions considérées et leurs dérivées des deux premiers
ordres n’ont aucune ligne de discontinuité, je montre en quelques
lignes zue, si X ou Y n’était pas uniforme, les dérivées logarith-
miqu s de X — Y dépendraient d’au moins une constante arbi-
trairve, contrairement au théoréme du Chapitre I.

La seconde démonstration (') repose sur la propriété del’équa-
tion (E) de pouvoir étre intégrée deux fois, de maniére & four-
nir Y, par exemple, au moyen de quadratures, quand les autres
fonctions sont considérées comme connues. On trouve ainsi

(6 —f)*Y = X (o — )1+ 3x'fq.e(t)dz+ 3x'ffi(.z,> ds

"

X . .
+ = (& +Fr+E(x)(P+F)+E(x).
cn posant

t=x+y, (L) :/(p(t)d/,

s=x—y, F(z)::ff(z)dz,

et désignant par § et £, deux fonctions de x introduites comme
constantes d’intégration. Cette expression de Y contient x en ap-
parence, mais en est indépendante. Pour établir qu’elle est fonction
uniforme de y, j’emploie un mode de raisonnement nouveau, je
crois, dans la théorie des fonctions et appelé a bien d’autres usages.
Assignant a y une valeur fixe b et faisant décrire @ la variable x
dans son plan tous les chemins fermés qui ont pour origine et
pour exirémité un point quelconque x = a, je montre que tous ces

(1) Cette démonstration, inachevée dans le texte primitif, est I'une des deux
que le rapport de I’\cadémie vise comme insuffisantes.
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chemins raménent finalement la valeur initiale de Y, les diverses
fonctions qui interviennent dans le probléme étant supposées
n’avoir que des points singuliers isolés. Ensuite, grice i la forme
linéaire des arguments x -+ ) et £ — y par rapport aux variables
indépendantes x et y, je fais voir qu’a tout chemin décrit par la
variable y dans son plan, partant de b pour y revenir, on peul
substituer un chemin convenable décrit par la variable z dans
son plan, du point @ au point @, tandis que y garde constamment
la valeur b. Ainsi se trouve complétement démontrée 1'unifor-
mité de la fonction Y et, par suite, de toutes les solutions de
I'équation (E).

Ce résultat une fois acquis, je mets en évidence les théorémes
sulvanls :

[. Les quatre fonctions X, Y, ¢, f ne présentent « distance
Sinie d’autres singularités que des pdles doubles & résidu nul.

IL. Si lune d’elles admet plus d’un péle & distance finie,
les quatre fonctions sont périodiques; si {'une d’elles admet
trois pdles formant un triangle, toutes les quatre sont dou-
blement périodiques ; si l’une d’elles n’a qu’ un seul péle a dis-
tance finie, les autres n’en ont pas davantage.

lIl. Si Uune d’elles est doublement périodique, U'élément
linéaire rentre dans le type de M. Darbouzx.

Pour achever la solution, je résous ce probléme beaucoup plus
général :

Trouver toutes les fonctions X (x) quisont uniformes et qui
deviennent des fonctions uniformes de & par le changement

de variable
dr

({,’ = o=
vX(z)

<
On voit, en effet, immédiatement que les fonctions X qui vé-
rifient I'équation (E) jouissent de cette double propriété.
En faisant décrire aux variables z et £ les contours qui condui-
sent aux différentes déterminations des intégrales inverses
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on s’assure (ue X et E sont des fonctions périodiques de leurs
arguments. Méme aprés cette premiére réduction le probléme
nouveau semble loin d’étre résolu, plus encore & cause de la na-
ture en apparence si indéterminée des fonctions X et Z que de la
multiplicité des cas particuliers correspondant aux hypothéses
possibles sur le nombre de leurs périodes effectives (deux, un ou
zéro). Mais, par an raisonnement fondé sur la considération des
périodes des intégrales £ et z, et qui convient a tous les cas, je
amontre qu’il existe une relation homographique a coeflicients
constants entre 'une des fonctions p(%), sin2f, et £ ou k
d’une part et l’une des fonctions p(x), sinz, e*, x? oux d’autre
part (1). Cette relation détermine dans chaque cas les fonctions
X(z) et E(E). En lui donnant toutes les formes dont elle est sus-
ceptible, on retrouve naturellement toutes les expressions de X
obtenues dans les Chapitres II et III ainsi que dans le présent,
mais on n'en trouve aucune nouvelle.

Nous connaissons alors les formes analytiques, parfaitement
déterminées, que peut revétir X; ce sont certaines fonctions ra-
tionnelles, soit de p(x), soit de e?, soit de x lui-méme, compor-
tant au plus huit constantes arbitraires; ce sont aussi les formes
possibles de Y et, d’aprés la loi de réciprocité, les fonctions o
et fn’en ont pas d’autres. La détermination compléte de tous les
¢léments linéaires doublement harmoniques est ainsi ramenée a
une pure question de calcul algébrique : substituer dans I’équa-
tion (E) les diverses expressions connues de X, Y, o, fet déter-
miner les constantes arbitraires de facon que cette équation soit
vérifiée quels que soient et y. Les résultats précédemment ac-
quis (en particulier les théorémes 1, II et 111) et quelques consi-
dérations simples de périodicité réduisent considérablement le
nombre des essais, et I'on établit en toule rigueur la proposition
énoncée au début du Chapitre. Ainsi se trouve complétement ré-
solu le probléme des éléments linéaires doublement harmo-
niques.

Le Chapitre V traite des surfaces que M. Lie, dans son Mé-

(') Nous négligeons les indéterminées qui pourraient multiplier les deux va-
riables ou s'ajouter A clles. — Celte proposition n'étail pas établic rigourcuse-
ment dans le texte primitif.
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moire déja cilé, a appelées surfaces de troisicme classe. Nous
montrons que ces surfaces sont comprises parmi les surfaces dou-
blement harmoniques, sauf une catégorie assez restreinte, qui
peut n’y pas rentrer. La détermination de leurs éléments linéaires
est impli¢itement contenue dans le Chapitre précédent, puisqu’il
suffit de particulariser les constantes restées arbitraires dans nos
formules pour satisfaire a I’équation du probléme, que M. Lie a
donnée sans la résoudre.

La troisiéme classe étant loin de comprendre tous les éléments
linéaires doublement harmoniques, M. Lie a rencontré parfois
de tels ¢léments linéaires, qu’il particularise aussilot, pour les
faire rentrer dans la troisiéme classe, mais sans mentionner leur
propriété d’éire doublement harmoniques. 1l nous a suffi de la
mettre en évidence sur trois d’entre eux pour arriver a cet énoncé,
qui compléte la théorie de la représentation géodésique : ZToute
surface susceptible d’étre représentée sur certaines surfaces
avec conservation d’une seule des deux familles de lignes de
longueur nulle et sur d’autres avec conservation de ces deux
Jamilles est une surface doublement harmonique.

Troisicme Partie (). — L'objet de cette derni¢re Partie est
la détermination de tous les éléments linéaires harmoniques
qui conviennent & des spirales.

Au début du Chapitre 1, j'indique les premiéres solutions du
probléme, fournies par le théoréme de M. Maurice Lévy : Tout
élément linéaire homogene, de degré autre que — 2, appar-
tient a une infinité de spirales. Tel est le cas de celui-ci

(m) ds? = (aum — bom)(du?—+ dv?),

qui est visiblement harmonique. En faisant croitre ou décroitre m
indéfiniment, on en déduit ces deux autres

(e) ds? = (eav — ebv) (du?—+ dv?),
() ds?= (logau — logbv) (du? + dv?).

qui conviennent également a des spirales. Ces solutions une fois

(') Publiée dans les Annales de U’Fcole Normale superieure, année 1895.
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signalées, nous posons le probléme dans toute sa généralité. 1l
s’agit de résoudre complétement, dans le cas des spirales, 'équa-
tion différentielle indéterminée :

2 X (W + w?) —2 Y () + w?) +3X'w; —3Yw,+X'— Y =o.
qui exprime que 1'élément linéaire e® dz dy acquiert la forme
harmonique par le changement de variables

dx d
= ———= dj ! — -
VX(z) VY()

Comme on a, pour les spirales,

dr’

® :——(f(.z‘——)*)—}—/"l‘(l')dl. =x+Yy,
il vient

(s f 2X(T'+T2— 20T —1) —2Y(T' + T2+ 2T —1)
) +3X'(T—i)—3Y(T+{)+X"—Y =o.

Telle est I'équation qui nous a permis (') de déterminer tous
les éléments linéaires cherchés ct, en outre, de distinguer ccux
qui sont doublement harmoniques de ceux qui ne le sont point.

Avant d’en commencer la discussion, je fais voir que pour les
spirales simplement harmoniques les fonctions X et Y sont né-
cessairement de la forme

X = Ao, = Be-,

A, B et r étant trois constantes dont la derniére peut étre
nulle. C’est pourquoi nous résolvons I'équation (S), d’abord en
réduisant X et Y a des constantes, ce qui conduit a I'élément
linéaire (¢), puis en prenant pour X et Y les exponentielles; il
faut alors intégrer une équation de Riccali; mais il est possible
d’en trouver une solution et l'on arrive ainst aux deux éléments
linéaires (m) et (7).

Le Chapitre finit par la détermination (*) des éléments linéaires

(') L. RarFyY, Sur les spirales harmoniques (Comptes rendus des séances de
U"Académie des Sciences, t. CXIL, p. 5i8; 18q1).

(*) L. Ravry, Sur la déformation des surfaces spirales (Bulletin de la So-
ciété mathematique de France. 1. XIX, p. 65 18g1).
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qui conviennent a la fois a des spirales et a des surfaces de révo-
lution. lls rentrent tous dans le type

ds? = (x + y )" dz dy,

trouvé par' M. Lie pour Félément linéaire des surfaces dont les
géodésiques admettent plusieurs transformations infinitésimales
conformes.

Au Chapitre II je traite complétement I'équation (S). En effec-
tuant sur elle les transformations générales étudiées tout au début
de la seconde Partie, on est conduil a distinguer d’abord les spi-
rales & courbure constante, qui sont forcément des développables,
puis les spirales applicables sur les surfaces de révolution; il n’y
a lieu de revenir ni sur les unes ni sur les autres. Ces deux cas
particuliers une fois écartés, I’équation (S) permet d’exprimer X’
el Y’ en fonction lindaire de X et Y, et comme ses coefficients ne
dépendent que de T et T, on a

(z) X' =T, X+T,Y, Y =T,X~+T,Y,

les lettres T; désignant des fonctions rationnelles de T et de ses
quatre premicres dérivées. De ces expressions on pourrait déduire
X"et Y qui seraient linéaires et homogénes en X et Y. Subsu-
want X/, Y/, X’ et Y’ dans I'équation (S), on trouverait un résul-

tat de la forme
X/1(t) + Yfa(t) =03

en sorte que, sile rapport Y : X n’était pas une fonctiony de ¢,
¢’est-a-dire st 'on ne faisait pas

X = 1\ (}c"", Y = Be—f",
hypothese étudiée précédemment, on devrait poser
fl(/):(), fz(t):()-

Ce seraient la deux équations différentielles du cinqui¢me
ordre pour la fonction T, réductibles, il est vrai, au quatriéme,
puisque la variable indépendante n’y figurerait pas. Mais telle se-
rait la complication de ces équations que, loin de pouvoir les dis-
culer, on serait presque dans 'impossibilité de les écrire expli-
citement. C'est pourquoi je procede d’une tout autre facon.
Laissant provisoirement de cOté la recherche de la fonction T,
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je considére les fonctions T; comme des fonclions inconnues,
sans relalion entre elles, et je démontre que le systeme (3) admet
deux solutions et deux seulement, savoir :

' X = (Az + a)ecx, Y = (By +B)e o,
AB B2e—ct

T = Sl R —

(h YT ABI A AB B 7O Ts ABr+AB + Ba’
A2ect AB
Ty= —— " R —
PTOABI AR Ba o= graagTsa ¢
) X == [e2rxe 4 Aehx, Y = me—2") 4+ Be2hy,
TR ATy = oBlretr-mt—o A mhe-r-nit, ATy =—aBm(r — h)e-tr+hit,

’ ATy = — 9 Al(r — hyelr+hlt AT, = —2Blhelr Wt o Xmre-r-1e,

A = Blelr--nt . A me—r-mt,

Dans les deux tableaux, tous les coefficients sont arbitraives,
sous la seule restriction r-— i 3£ o.

Les expressions ainsi obicnues pour X et Y ne sont que les
types analytiques dans lesquels il faut chercher les solutions de
notre probléme. A cet effet, je les substitue dans 'équation (S),
qui se décompose en denx autres, équivalentes a celles-ci

([3(T, = To—Ty,—T,) 8] T

(T { 4+ (or+2--30)0(T;4- Ty +T3+T,) =o.
(’} \ Li('[”—f—"ri“—‘).l'/l “41)4"3T(T| ”Tg—’]‘;{ -+ Tf,b)
=) ] e (or 2l —30) (T, Ty+Ty—T,) = o.

Pour les expressions (1) des fonctions T; qui correspondent a
r=h = ¢, ces équations sont incompatibles. Il reste donc a dis-
cuter les solutions qui composent le systeme (1I). On reconnait
d’abord que I’équation (T') peat se véduire a une identité, et 'on
trouve ainsi un élément linéaire

LY

. — i T+
2 — o—ilx—1) o ——
(1) ds® = e~1'x=)) ¢ + cos 5 drdy,

qui rentre dans le type (¢) tout en admettant une infinité d’autres
formes harmoniques.

Nous tirons ensuite de I'équation (1) 'expression de T pour la
porter dans I'¢quation (Z). Le vésuliat de cette substitution est
naturcllement compliqué. On le simplific par la mise en évidence
du facteur A commun d tous ses Lermes ; mais il reste encore une



Y
fonction linéaire de huit exponentielles

o ()
e=rt, e:‘:/lt’ e=lr /L)l7 e I+/!)t’

qu'il faut rendre identiquement nulle en déterminant convena-
blement les arbitraires A, B, /, m, r, /i. La discussion du systéme
d’équations algébriques auxquelles on est conduit comporte I'exa-
men de cas assez nombreux, qui se rangent sous trois hypothéses
principales :

1° Tous les exposants sont différents de zéro et différents les
uns des autres; ‘

2° Tous les exposants sont différents de zéro, mais certains
d’entre eux sont égaux;

3° Certains exposants sont nuls.

La premiére hypothése ne donne rien; la troisitme ne donne
que des développables. La deuxiéme conduit & trois éléments
linéaires

st 3 THY

(2) ds? = e~ila~y) (e e » > dx dy,

. [ r+ 5
(3) ds? == e—ilx—y) (cos Ty —3—> dx dy,

2 :

y T+

(4) ds? = e—'x=yl cos v»—-,,»‘l dx dy,
2

qui rentrent dans le type (m) tout en admettant une infinité de
formes harmoniques. Le dernicr est le seul qui convienne a des
spirales doublement harmoniques et a des surlaces de révolution.
Finalement, je conclus que tous les éléments linéaires cherchés
rentrent dans ’un des trois types (m), (¢), (1) et que les seuls
qui sotent doublement harmoniques sont les éléments linéaires
(1), (2), (3) et (4)-

Le Mémoire se termine sur ce résultat. Je n’y aborde point la
recherche des spirales qui admettent les éléments linéaires trou-
vés. Je venverrai & une Nole que j'avais publiée antérieurement
Sur la détermination des surfaces spirales d'aprés leur élé-
ment linéaire. (Voir Comptes rendus des séances de I’ Aca-
démie des Sciences, 1. CXIL, p. 14215 1891 )



