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SUR LES MOUVEMENTS ET LES TRAJECTOIRES RÉELS DES SYSTÈMES;

Par M. PAUL PAINLEVÉ.

L'étude des trajectoires réelles d'un système soumis à des forces
données rentre dans la théorie des courbes définies par les équa-
tions différentielles. On connaît les travaux considérables de
M. Poincaré sur le s u j e t ; les nouvelles méthodes d'approximation
de M. Picard comportent également d'importantes applications a
cette théorie. C'est à un po in t de vue assez différent que je me
place pour étudier le mouvement et les trajectoires réels d'un
système matériel (S) à liaisons indépendantes du temps et
soumis à des forces qui ne dépendent ni des vitesses ni du
iemps. Le principal résul ta t que j 'indiquerai ici n'est qu'une pre-
mière application (dans le domaine réel) de la méthode que j 'ai
employée pour discuter les s ingular i tés essentielles d'une équation
différentielle quelconque (1) .

Dans l 'étude du mouvement de (S), étude qui revient à l'inté-
gration d 'un système d'équations de Lagrange, on peut se trouver
en effet arrêté pour des raisons très différentes. Si, à l'instant t^
le système at teint une position déterminée (So) avec des vitesses
déterminées, il n'y a aucune difficulté à poursuivre la détermina-
tion du mouvement, pourvu que la position (So) soit régulière :
j 'entends par la que, dans le voisinage de (Sy) , les coefficients des
équations de Lagrang'e sont des fonctions régulières des para-
mètres q^ . . ., qh, qui définissent la position de (S). Quand (So)
est une posilion singulière, il faut avoir recours aux travaux de
M. Poincaré et de M. Picard sur les intégrales des équations dif-
férentielles qui répondent à des conditions initiales singulières.
Mais une difficulté d'un tout autre ordre provient de ce fait que,
/ tendant vers t^ la position de (S) ou ses vitesses peuvent ne pas
tendre vers une limite; autrement dit, les fonctions < y / ( / ) et < / / ( / )
peuvent devenir indéterminées pour t==- t^ et cela sans que rien
le fasse prévoir sur les équations différentielles.

La proposition que j'ai en vue s'énonce a ins i : Si, t tendant
vers t^ (S) tend vers une position régulière, ses vitesses tendent

( 1 ) Voir le? Comptes rendus de l'Académie des Sciences (m.n's 1898 ).
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respectivement vers une limite finie. De plus, si, t croissant in-
définiment, (S) tend vers une position régulière, cette position
est nécessairement une position d9 équilibre, et toutes les vi-
tesses tendent vers zéro avec --

Diaprés cela, si pour t ==- t^ le mouvement cesse d'être régu-
lier, c'est que (S) ou bien atteint une position singulière, ou bien
ne tend vers aucune position limite quand t tend vers t\. Cette
dernière singularité peut d'ailleurs se présenter : il arrive que les
fonctions q i ( t ) deviennent indéterminées pour des valeurs réelles
de t, variables avec les constantes. Toutefois, cela n'a jamais lieu
quand certaines conditions sont remplies ; mais c'est là un point
qui fera F objet d'un travail ultérieur.

Le théorème que je viens de citer, joint à des considérations
tout élémentaires, entraîne quelqaes conséquences au sujet des
trajectoires réelles. Voici les plus importantes. Regardons les va-
riables réelles q^ . . ., q/ç comme les coordonnées d'un espace à
k dimensions; soit E/f un domaine de cet espace où les coefficients
des équations de Lagrange sont holomorplies, et soit (G) ou
[/y,•-==: ft{q^ ), î = = = 2 , ;. ., À'] un fragment de trajectoire contenu
dans E/,. En chaque point M de (C), la force vive T de (S) a une
valeur bien déterminée; une trajectoire ne comporte donc que
deux mouvements distincts, différant seulement par le sens,
mouvements réels si ï est positif, imaginaires si T est négatif.
Mais les mouvements imaginaires deviennent réels (et récipro-
quement) quand on change t en it ou, ce qui revient au même,
quand on change le sens de toutes les forces appliquées au sys-
tème. En appelant mouvement conjugué du mouvement vrai le
mouvement de (S) qui correspond aux nouvelles forces, on voit que
les trajectoires réelles se divisent naturellement en trajectoires
vraies et trajectoires conjuguées. Il existe un faisceau à k para-
mètres de trajectoires pour lesquelles T s'annule au moins en un
point M7 (qui n'est pas un point d'équilibre); en ces points, dits
points d'arrêt, le système rétrograde sur la trajectoire, qui est
alors formée de segments alternativement vrais ou conjugués,
séparés par les points M'', nous la nommons trajectoire mixte.

Il peut exister toulefois (mais il n'existe pas en général) des tra-
jectoires exceptionnelles qui comportent une infinité de mouve-
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ments ; ces trajectoires sont nécessairement des géodésiques de T,
et elles dépendent au plus de ( Â - — i ) paramètres. Elles seront
dites trajectoires remarquables. Quand elles dépendent précisé-
ment de (k—i) paramètres, elles se confondent avec le faisceau
des trajectoires mixtes dont le nombre de paramètres s'abaisse
d'une unité.

Ces définitions adoptées, soit M un point de EA; par ce point
passent une infinité de trajectoires réelles (C) tangentes à une
direction quelconque donnée et qui dépendent d'une constante
arbitraire; ces trajectoires sont toutes des courbes analy-
tiques régulières dans le voisinage de M. Elles comprennent
un faisceau à un paramètre de trajectoires mixtes présentant
dans Ek un point d'arrêt, une trajectoire (C<) (et une seule)
pour laquelle M est un point d'arrêt. Cette trajectoire se réduit
à un point si M correspond à une position d'équilibre de (S).
Enfin, quand par un point M passe une trajectoire ^remar-
quable, elle se confond avec ( C < ) ; si toutes les trajectoires ( C < )
sont remarquables, elles se confondent dans E^ avec les trajec-
toires mixtes.

Il ne passe pas par le point M d} autres trajectoires, si le
point M n'est pas une position d équilibre. Cette proposition
peut paraître évidente au premier examen ; en réalité, elle n'est
exacte qu'en vertu du théorème énoncé tout à Fheure, et elle se
trouve en défaut pour les points d'équilibre. Par un point
d ' équilibrent^ il peut passer', en outre du faisceau régulier de
trajectoires, des branches SINGULIÈRES de trajectoires (C), qui
présentent au point M des singularités de nature quelconque, par
exemple n'ont pas de tangente; si voisin qu'on prenne M' de M,
l'arc MM' de (C) n'est parcouru en un temps fini ni dans le
mouvement vrai, ni dans le mouvement conjugué. En général,
le système (S) tend sur (C) vers la position M q uand t croit indé-
finiment, dans l'un des deux mouvements vrai ou conjugué. Il
arrive aussi que M est sur (C) un point limite d'une saite de
points d'arrêt M < , Mg, . . . ; la branche MM' se décompose alors
en une infinité de segments M^ Ma, Ma Ma, ... qui correspondent
à autant de mouvements périodiques de (S), alternativement vrais
et conjugués. Enfin, il peut exister sur (C) une infinité de points
d'équilibre (de l'une ou l'autre des espèces précédentes) formant
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des suites dont le point d'équilibre considéré M soit un point
limite.

Tout fragment MM' de trajectoire, intérieur à EA, qui ne com-
prend pas de branche singulière, notamment tout fragment qui ne
passe pas par un point d'équilibre, est parcouru tout entier en un
temps fini dans le même sens, d'un mouvement soit vrai, soit con-
jugué; toutefois, dans le cas exceptionnel où (G) est une trajectoire
mixte, MM7 se décompose en un nombre fini de segments jouis-
sant de celte propriété; si MM' appartient à une trajectoire re-
marquable, il est parcouru tout entier dans le même sens d'une
infinité de manières, mais un point quelconque de MM' est poin1

d'arrêt pour d'autres mouvements.

Quand les forces dérivent d'un potentiel, tout segment MM'
{intérieur à E^) d'une trajectoire prise au hasard, est par-
couru entièrement en un temps fini, dans le mouvement vrai
ou conjugué. Il n'y a d'exception que pour des faisceaux par-
ticuliers de trajectoires.

Tels sont les principaux résultats qui seront développés dans
ce Mémoire. Je commencerai par établir quelques propositions
bien simples concernant les équations différentielles des trajec-
toires.

NOMBRE DES CONSTANTES DONT DÉPENDENT LES TRAJECTOIRES.

Considérons un système (S) à liaisons indépendantes du temps,
et soumis à des forces également indépendantes du temps, mais
que nous ne supposons pas encore indépendantes des vitesses. Le
mouvement de ce système est déterminé par les équations de
Lagrange

( d / àT \ àT , dqi
( , ) ^^-^-^^-••-^^^••-^ ^ = ^

( ( f c = = I , ' 2 , . . . , Â-),

OÙ

^^^q'iq'j^ij^i^ q^ ' " , 'î^^^9 (^7=^)1

et où le discriminant A de la forme quadratique T n'est pas iden-
tiquement nul.

Soient t^ yÏ, ..., q\, q^ q'^ ..., ^° les valeurs de /, q^ ..., ^A,



— 140 —

7^7^ • • • Î ^ A , pour une valeur donnée de y^, soit ^ i = = o ; les
équations (i) définissent q^, q.^ . . ., q ^ y q\, . . ., ̂  en fonction
de t — I Q et des ( a Â - — i ) constantes arbitraires q^ <y!p . . . , q^
q'^ . . ., ^0. Exprimons q^, • • • ? qk ^ fonction de q^ en élimi-
nant ^, et convenons de dire que les relations q^==y^(q^^ .. .,
yA== ̂ k{q\ ) ainsi obtenues définissent /^ trajectoires du système.
H est clair que ces trajectoires dépendent au plus de (aÂ' — i) con-
stantes, à savoir q°^ . . ., q^ q\°, . . , , q^ ; d'autre part, elles dé-
pendent au moins de (a/: — 2) constantes distinctes, puisque, pour

q^ donné, q^ . . ., q/f, -?-•> ' ' • » -—-— peuvent recevoir des valeurs

arbitraires. Il est bien facile de voir qu^en général le nombre v
des constantes distinctes dont dépendent les trajectoires est égal
a 2 k — i , et de trouver à quelles conditions ce nombre se réduit
à 2 k —2.

Résolvons en effet les équations (i) par rapport aux q\. Si a/
représente ce que devient le discriminant A quand on j remplace
les éléments de la première colonne par Qi, . . ., Q/r; enfin, si P/
représente une certaine forme quadratique par rapport aux q^ on
peut écrire*

(2) q"^ P,+ ^ = P,+ ̂  (i== l , .2, ..., /.).

Nous avons d^autre part

.// d^cL!. r . ' ^ ^.d(îi "
^-d^^^dq-,^

et par suite
/p ^i p \ , /ft ^i Q \

(3 ) ^ [vi~^'}~"^i~^) ,. ., .
(3) ^-=——————————————^——————————————, (^2,0, . . . ,À) ,

Dans ce qui va suivre, nous représenterons par q\^ q'^y . . . les

dérivées ——, -j-^, . • . , et par II; ce que devient P/ quand on y

remplace q\ par i , q\ par q'^^ . . . , ^ par q[^. L'équation (3)
devient ainsi

(4) 9;',,=n.-^,,n,+Ëi=^l ( ,=a , 3, . . . , Â-),

les p élani des fonctions de y,, . . ., y^, y',, ^.^,, . . ., y ' ^ .
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Deux cas sont alors à distinguer : si le second membre de toutes
les équations (4) est indépendant de q^ le système (4) forme un
système de ( Â ' — i ) équations du second ordre portant sur les Â'va-
riables q^ (/.j, . . ., qki et ces équations définissent q^^ q^y . * .,
<//r en fonction de q\ et des ( a Â ' — 2 ) constantes arbitraires^0, ...,
q^ q ' 0 ' ) • • * ? y ' ï ) ' ^1 au contraire q\ figure dans une au moins des
équations (4), soit dans la première, on peut disposer de q\° pour
que y " 0 ait une valeur arbitraire (en même temps que y°, . . ., q^y
y'^9 ' • * » y^)) efc ^es fonction^ q^i • - • ? q/s de q\ dépendent de
(2Â" — i) constantes arbitraires.

Pour que les seconds membres des équations (4) soient indépen-
dants de q\y et par suite que v == ik — 2, il faut et il suffit évi-
demment que les (k — i) expressions q\ (^— q\-f^ soient liomo-
gènes et du troisième degré par rapport aux q\. Si Fon désigne
par aij le mineur de A relatif à Félément A/y, on a d^ailleurs

(5) Pi== -(a/iQi4-a,2Q2-+-...4-a^.QjO,

et inversement

(6) Q,= A,ipi-4- A,2p2 +...+ A^PA-

Le nombre v sera en particulier égal à ( a A ' — 2) si tous les coef-
ficients Q/ sont homogènes et du second degré par rapport aux
vitesses.

Quand les Q; ne dépendent pas des vitesses, il en est de même
des [3;; pour que v soit égal à 2 A" — 2, il faut donc et il suffit que
les expressions ^iq\— ^2^1 soient identiquement nulles, ce qui
entraîne

Pi-^-.-.-^-o,
et par suite

Qi^Q^...^Q^-o.

Les trajectoires sont alors les géodésiques du ds2.
Un cas remarquable est celui où; les forces dépendant des vi-

tesses, les trajectoires du système coïncident avec les géodésiques
du ds2. Pour qi^il en soit ainsi, il faut et il suf f i t que les (Â' — i)
conditions ̂ iq\ — p» q,•^ o soient remplies, c^ost-à-dirc qil'on ait

^1 .._ h ̂  - h -.- \
7i n'i '" ^Â
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ou encore, d'après (6),

(7) Q.=^, Q,=^, ..., Q .̂

^ désignant une fonction quelconque de y,, ̂ .

Pour que les trajectoires de (i) coïncident avec les géode-
siques de ds2, il faut donc et il suffit que Qi, Qa, ..., QA soient

proportionnels à —? —, • • • ? —-•
' ^i ^2 ^A:

Quand ces conditions sont remplies, les trajectoires (qui sont
les géodésiques) une fois obtenues, il reste à intégrer une équation

différentielle du premier ordre pour obtenir —; t est donné

ensuite par une quadrature. Dans le cas où \ est homogène et du
premier degré par rapport aux q^

^^/(yi. • • • » ̂  q\^ ..., q[k)\

le théorème des forces vives donne aussitôt

ûTr=2/T^i,
d'où, en intégrant,

T^^^-'^S'-'S)^;

t s^obtient ainsi à Faide de deux quadratures.
Il est facile d^interpréter, dans des cas particuliers intéressants,

ces conditions (7). Si, par exemple, le système (S) se réduit à un
point libre M, ces conditions expriment que la force F qui s^exerce
sur M a constamment même ligne d^action que la vitesse de M. Si
le système (S) est formé de points matériels libres M; de masse m^
les conditions (7) expriment que la force (F^) qui s'exerce sur
chaque point M( a pour ligne d'action la vitesse Vi de M(, et que
de plus les forces F( sont entre elles comme les quantités de mou-

T7 V
vementm^-, —l— == —-1-. Enfin, dans le cas du mouvement d'un

point sur une surface, les conditions (7) expriment que la pro-
jection (sur le plan tangent à la surface) de la force donnée est
constamment dirigée selon la vitesse du point : c'est ce qui arrive
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quand un point est mobile avec frottement sur une surface dans
un milieu résistant.

Sans insister davantage sur ces applications faciles, je vais me
placer désormais dans Phypothèse où les forces Q, ne dépendent
pas des vitesses.

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES TRAJECTOIRES. — MOUVEMENTS

POSSIBLES SUR UNE TRAJECTOIRE. — TRAJECTOIRES REMARQUABLES.

Les trajectoires qi= ̂ i(q^) définies par le système

(I) ^-ê^1'-'^ t=^- ( (=•>2••••^
dépendent de ( a A ' — i ) constantes à moins que tous-les Q, ne
soient nuls.

Quand tous les Q( sont nuls, les trajectoires dépendent de
( 2 / 1 — a ) paramètres et sont données, comme on sait, par le
système

d àf àf _ ._
dq[àq^,~~àq]~~oî Q - 2, 3, . .., A-),

si Pon pose

/^A^;,^^^, (^,=1, ̂ )=^)-

Le mouvement sur chaque géodésique est défini parPégalité

T = A ,

où h est une constante arbitraire, et qui donne t par la quadrature

t~'to=J/ï ffd<î^V^J

On voit que sur la même trajectoire une infinité de mouvements
distincts sont possibles; nous ne regardons pas comme distincts
deux mouvements qui se déduisent Pun de Pautre en augmentant
t d^une constante.

Je ne dirai rien de plus, pour Pinstant, sur ce cas particulier.
J^aborde immédiatement le cas général où les Q/ ne sont pas
tous nuls.
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Formons, dans ce cas, les équations différentielles des tra-
jectoires; nous avons déjà obtenu le système

/^ ^-^f/)11!—^ _ ^-^^ni—^ ,. . , ,.
(. a ) ————n—————'——n———— — ———Q——————7——Q———— ) {l — °? 4 î * • • » K h

^•—^•)Pl P 2 — — ^ ( 2 ) P l

la valeur commune de ces rapports étant ( -y— ) •
D'autre part, posons

^•= P.— g[i) Pi, xz= ^r/) + ^•) "i — n^

et différcn fions par rapport à q\ Inégalité

a ' î = ^—9'(î^i „ ;b ^
^^ î - ^ ^ ^ î ^ l—^â /25

en remarquant que -,— q"^ === iq"^ = 2 (IT^ -^ 4- [î^ ); il vient

(^ ^-^=.n^+.?,
^1 7.2 X2

égalité de la forme

^ ^^^tL^^-4-1^MO—^^) î

on M3 et Ms désignent des polynômes du troisième et du cin-
quième degré en q^,^, .... q';^^ et Mo une simple fonction des qi.

J'ai indiqué dans un autre travail ( \oir le Journal de Mathé-
matiques, i8()/i) quelques propriclés du système différentiel (a)
cl (/>) qui ac/f/ut les t r a j ec to i r es . Je me bornerai à rappeler ici
que les équations des géodcsiqucs de l s7 obtiennent en égalant à
/.éro les numérateurs - f i des rapports (a); il suit de là que les
géodésiques de T font partie des trajectoires; en effet, elles satis-
font aux équations Ça), et comme Inéquation (6) peut s^écrire

^=72N,
.c/^i

elles vérifient aussi cette équation. Les géodésiques de ï forment
donc, quels que soient les Q/, un faisceau de trajectoires à 2 (A' — ï)
paramètres.

J)étermination du temps. —Quand le système (a), (h) cstin-
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tégré, on connaît q^ .... ^ en fonction de q, et de (a/c-.i)
constantes arbitraires; le temps / est alors donné par une quel-
conque des égalités

( c ) dt == dqA/^ == c^.i/^^^-^,
' V ^ "V P/—y;/)Pi • î

c'est-à-dire par une quadrature.
On voit q^une trajectoire ne comporte que deux mouve-

ments distincts^), qui se déduisent l'un de l 'autre en changeant t
en — t. En particulier, si cette trajectoire est une géodésique

quelconque, on trouve ̂  EEE o, t ==. t,. Inversement, si Pou a

^ =E o, tous les ' / i sont nuls et la trajectoire est une géodésique.

Quand on connaît une trajectoire particulière, le mouvement
sur cette trajectoire est défini par la simple quadrature ( c ) .

Trajectoires remarquables. — II peut exister toutefois des
trajectoires exceptionnelles, que nous appellerons trajectoires re-
marquables, pour lesquelles les conclusions précédentes sont en

défaut; ce sont les trajectoires qui donnent à tous les rapports /

la forme ^ autrement dit qui satisfont à la fois à toutes les
égalités

X2=y^=. . . - .y / .==o

(d) ^1 = ̂  ̂  dq^ ̂  ^ dq^_
Pi ?2 P3 '" P/.'

Les trajectoires remarquables seront donc les géodésiques (s'il
en existe) qui vérifient les équations (<-/).

En général, ces conditions sont incompatibles; dans tous les
cas, d'après (d), les trajectoires remarquables ne peuvent dé-
pendre de plus de (A- — i) constantes.

Sur une trajectoire remarquable, une infinité de mouvements
distincts sont possibles. En effet, il est loisible de remplacer les

( 1 ) Cette proposition subsiste quand les Q, renferment les q'; si le nombre v
des constantes qui figurent dans les trajectoires est égal à 2 A - - 2 chaque tra
jectoire comporte une infinité de mouvements; si v == 2Â-- i, chaque trajectoire
(a part des trajectoires exceptionnelles) ne comporte que deux mouvements qui
ne diderent que par le si^ne de t.

X X I I .
10
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équations du mouvement par les équations (3)

(3 ) o = ̂ ;/,+ <7;,,ÏIi - 1Ï/+ ̂ ^^ = yr- -^ (<• = -^ 3, ..., X-),^ r ^ r
pintes à une des équations de Lagrangeou, si l'on veut, à Inégalité
des forces vives

dT = Qi dqi -4- Qa dq^_ 4-. . . -4- QA ^/,.

Par hypothèse, la trajectoire considérée, satisfaisant aux équa-
tions 7^==o, A/== o, satisfait aux équations (3); le mouvement
sur cette trajectoire est donc défini par la seule égalité

T-^iVki'-^/o l^'^ •••^;À)]=y[Ql-4-Q2y;2)+•-+QÂ<7;/^ 7

ou encore
^=^. /_A^1;

V p^i)-^71? (^ i ) '
-<— dépend donc d^une constante h ( 4 ) .
dq\ A

Le mouvement du système (S) sur une trajectoire remarquable
est celui d\in système à liaisons complètes; les points matériels
d'un tel système ne parcourent qu'une trajectoire, mais peuvent la
parcourir d'une infinité de manières.

Exemple. — Comme application, prenons l'exemple d'un point
matériel libre M ou {x^ y, ^) soumis à une force F ou (X, Y, Z).
Quelles seront les trajectoires remarquables de M? Ce seront les
droites D (s'il en existe) telles qu'en tout point ( x ^ y ^ z ) de D la
force (F) ait D pour ligne d'action. A quelles conditions ces tra-
jectoires dépendront-elles de À-—1==-:2 paramètres? Les droites D
forment alors une congruence; par un point (^, y, z) quelconque
passe une trajectoire D, et tout le long de D la force F est dirigée
suivant cette droite. L'ensemble des lignes d'action de F, qui, en
général, constitue un complexe, doit donc se réduire à une coti-
^ruence; inversement, quand.cet te condition est remplie, toutes

( 1 ) II n'y aurait d'exception que si /(y,) était ident iquement nul , c'est-à-dire
si la géodésique satisfaisait à l 'équation ds'1-^ o. Il est clair qu'elle ne pourrait
correspondre alors à un déplacement réel des points du système matériel. C'est
la un point sur lequel nous reviendrons tout a rhcure.
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les droites de la congruence sont des trajectoires remarquables.
Si notamment F dérive d'un potentiel U, la condition exprime
que les surfaces de niveau sont parallèles. Le cas où F est une
force centrale ou parallèle à une direction fixe sont des cas simples
où la condition est remplie.

Remarque. — II convient de faire au sujet de cet exemple une
remarque d'une portée générale. Ne considérons que les valeurs
réelles de x^ y, z, si X, Y, Z sont des fonctions analytiques de
ces variables, holomorphes pour toutes les valeurs réelles de ces
variables, il est clair qu'un segment de droite D ne peut être tra-
jectoire remarquable sans que la droite tout entière jouisse de
cette propriété; il est clair également que si les forces forment une
congruence dans une certaine portion de l'espace, elles forment
une cong-ruence dans tout l'espace. Ceci est encore vrai quand les
(onctions X, Y, Z présentent des points singuliers pourvu que ces
points ne forment pas de surfaces séparant l'espace réel en-parties
distinctes.

Mais quand les fonctions X, Y , Z ne sont pas analytiques, ou
quand, étant analytiques, elles présentent des surfaces coupures
séparant l'espace en plusieurs parties, il n'en est plus ainsi en
général. Il peut se faire qu'un segment seulement de droite soit
trajectoire remarquable, et aussi que pour les points x, y, z d'un
certain volume les forces F forment une congruence tout en for-
mant un complexe pour les points d'un autre volume ( () .

C'est ce qui a lieu, par exemple, si le point M est soumis, a
l'intérieur d'une sphère S de centre 0 et de rayon.i, à la force
centrale X==.r, Y ==y, Z === ^, et à l'extérieur de S à la force
X===. r—(/ •—i) 2 , Y ==y, Z == .3, ( / • == v/^+y^-h ̂ 2 ) : chaque
diamètre 0 de la sphère S est une trajectoire remarquable et peut
être parcouru par le mobile d'une infinité de façons, mais quand
le mobile sort de la sphère il quitte la droite D pour suivre une
trajectoire tangente à la droite et d'autant plus voisine de D que
sa vitesse de sortie est plus grande.

(') Quand les fonctions X, Y, Z sont à plusieurs valeurs, il peut se faire que, pour
le même volume, les forces forment une congruence si l'on choisit une certaine
détermination des X, Y, Z, et un complexe si l'on choisit une autre détermina
tion
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Pour échapper a toute objection, il faut donc énoncer ainsi la

< '»ndilkm trou\ée tout a l'heure :
Soit V une portion d'espace où les X, Y, Z ont une valeur bien

déterminée; la condition nécessaire et suffisante pour qu'il passe
une îmjectoire remarquable par un point arbitraire deV, c'est que
les forces F (relatives aux différents points de V) forment une
congrncnce ; ou encore, s'il existe une fonction de force, que les
surfaces de niveau contenues dans V soient parallèles.

La même observation s'applique à un système (S) quelconque,
mais il sera plus commode de la développer après avoir fixé la
terminologie que nous emploierons dans l'étude des trajectoires
réelles que nous allons aborder maintenant.

ÏU , î l-XTOiRES RÉELLES ET MOUVEMENT RÉEL.

Choix des fïarametres. Définitions. — 11 est toujours loisible
de choisir les paramètres indépendants ^, ^2» • • • ? yk q111 défi-
nissent la position d'un système (S)de façon que pour toute posi-
tion réelle à distance finie du système les q\^ . . ., qjç aient une va-
leur unique, réelle et finie. Il suffit, en enet, X j , y^ Z j étant les
coordonnées d'un point matériel Mj de (S), de choisir, comme pa-
ramètres, k de ces coordonnées qui soient indépendantes.

Nous regarderons, dans ce qui va suivre, </i, q^ . . ., y/s comme
les k coordonnées rectangulaires d'un espace à k dimensions;
quand (S) occupe toutes les positions réelles possibles, le point M
ou (</i, ûf2, • • • •) qk)-) q 1 1 1 1 " 1 correspond dans cet espace, varie dans
un certain domaine réel E^ qui ne comprend pas nécessairement
tout l'espace. C'est ce domaine E/r, où à tout point M correspond
une position réelle du système, que nous prendrons exclusivement
comme champ des variables q^, q^, . . ., q/,.

La position et la vitesse de chaque point My déterminant sans
ambiguïté la force vive aï, chaque position réelle de (S) définit une
valeur réelle et une seule des coefficients A/y. Mais au point M de E^
peuvent correspondre plusieurs positions de (S), les coefficients A,y
forment alors un système multiforme de fonctions réelles définies
dans E/f; à chaque point M de EA et à une détermination arbi-
trairement choisie des A/y correspond une position réelle de (S)
et une seule.



La même rcm.irque s'applique aux coeHicieuls

Q^VX^^Y^+Z^,
^ 'o^/ •/^ j àqi

/

qiiaïul les forces données Xy, Y,, Zy sont définies sans ambi-
guïté pour chaque position réelle du sjstème : c'est ce qui a tou-
jours lieu dans les applications. S'il en était autrement, observons
seulement qu'il faudrait fixer celle des déterminations Xy, Yy, Z/
qu'on choisit au début du mouvement, afin que les conditions
mécaniques initiales du problème fussent pleinement déterminées.

Nous supposons que les diverses valeurs des A/y, Q^- définissent
dans EA- autant de fonctions uniformes continues admet tant des
dérivées premières et secondes continues ( 1 ) , sauf en certains
points N de EA. que nous appelons points singuliers de EA. En
un point N une au moins des fonctions A//, Q/ ou de leurs dérivées
est discontinue, ou bien deux de ces déterminations dev iennen t
égales. Ces points N, dans le cas le plus défavorable, formant une
surface à (À-— i) dimensions dans EA, soit ^(</n ^2? • • • ? qk)=o\
la surface qui limite E/r en fa i t partie, quand E^ n'embrasse pas tout
l'espace.

J'ajoute que, les paramètres qi étant convenablement choisis, le
àTdiscriminant A de ï ne s 'annule pas dans E^. Autrement les y-,?

et par suite T, s'annuleraient en un point M de E^ et pour des
valeurs réelles des q^•; à M correspond u n e position réelle du
système et aux q^ des valeurs réelles des x - , y-, z - , qui ne sont
pas toutes nulles si q\, par exemple, coïncide avec Xj. La somme
Sm/^^+r2-!- -s,2) seralt donc nu l l e pour des valeurs réelles
des x ' , y', z1 différen'tes de zéro, ce qui est absurde (2).

En définitive, le mouvement de (S) sera défini parles équations

(2) ^=P,H-P^^^(yi,...,^.)y;,<7;+ ?/(yi. . . . , y A . ) ,

r,s

où les 5 .̂ , et les ^ sont des fonctions réelles (à une ou plusi|eurs

( ' ) .11 suffit même que les Ç^ admettent des dérivées premières continues.
( a ) Ceci est encore vrai évidemment si S est un système continu qui dépend

de A' paramètres.
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déterminations) con t inues dans EA ainsi que leurs dérivées pre-
mières, sauf en des points singuliers N.

Dans les applications, les diverses valeurs des A/y, Q/, par suite
les 5 ,̂ 3/ sont des fonctions analyt iques holomorphes de q\^
<72? • • - 5 y/i-ï sauf en certains points ]V de E/( que nous appellerons
points analytiquement singuliers (1 ). Il arrive que ces points JV
forment des surfaces décomposant E/^ en volumes distincts E^,
E^., ... ; nous disons alors que les fonctions A/y, Q/ présentent
(dansE^) des cou pures fermées; en particulier, quand les A/y, Q/
sont multiformes, il peut se faire que dans le même volume E'̂
deux déterminations d'un de ces coefficients soient deux fonctions
analytiques différentes.

Dans tous les cas, si l'on place le système S dans des conditions
mécaniques initiales arbitrairement choisies, les valeurs corres-
pondantes des qi—q^ ainsi que les valeurs initiales des A/y, L/
sont déterminées sans ambiguïté, et quand le point M ou
( < y i , . . . , ( ] h ) varie (dans Eh) d'une manière cont inue, il n ' y a
aucune diff icul té à suivre les variations des A/y, L/, tant que M ne
passe pas par un point singulier N.

rajoute que plusieurs des restrictions précédentes ne sont
nullement essentielles. Quand on assujett i t seulement T à la
condition que A ne soit pas identiquement nul , et quand on em-
brasse tout ' ie champ réel EA où les A//, Q/ restent réels, tout
ce que nous allons dire subsiste, pourvu toutefois qu'on ajoute
aux points singuliers N les points de E/c où A s'annule.

Précisons maintenant quelques définitions relatives aux courbes
(C)[ou yi== fi{q\ )? ^ = 2, 3, ..., A'] de l'espace E^. Soit d'abord
k == 2 ; si la courbe (C), ou q^ == ̂ î{q\ )i admet dans le voisinage
de Mo une tangente continue, on peut rapporter q^ et q\ à l'arc (T
compté à partir de Mo positivement dans un sens déterminé.
Quand 7 croît par exemple à partir de o, à chaque valeur de (T
correspond un point M de (G) et un seul, tant que <r n'atteint pas
une certaine limite < T ( , qui peut être inf inie . Pour (T^ == oo, deux
hypothèses sont possibles; quand <r croît indéfiniment, ou bien M
ne tend vers aucun point M^ à distance finie, ou bien M tend vers
une position limite M^ Quand o'i est fini, M tend sûrement vers

( l ) Ton;- le? poini?- N ^ont des poini!» N', nidi? la réciproque n'est pas vraie.
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un point M< ( ' ) . Dans ces deux derniers cas, nous dirons que la
courbe (G) passe par M!, mais il convient de remarquer que M^
peut être un point singulier de nature quelconque, notamment
un point asymptote de G.

Ces remarques s'étendent aussitôt à un espace E/r quelconque.
Si les {k — i) fonctions qi= ̂ i{q\) q111 définissent (G) admettent
dans le voisinage de q° des dérivées premières continues, posons
(suivant la terminologie adoptée)

^(jî= dq\^r- dq\-\-.. .-I- dq\^

et appelons longueur de l'arc M < M de (G) l'intégrale curviligne
^i

7 == f Û?T, effectuée le long de (G).
Mo

Quand on rapporte q^ . .., q/s à or (compté positivement à
partir de Mo dans un sens déterminé), à chaque valeur de Œ cor-
respond un point M et un seul, tant que <r n'atteint pas une cer-
taine limite o-, (qui peut être infinie). SiMtend vers une position
limite M^ quand (T tend vers 0-1 (ce qui a toujours lieu quand 7^
est fini) on dit que la courbe (G) passe par Mr Cette définition
revient à la suivante : (G) passe par le pointM^ ou(a^ ^2, ..., Oh),
si chacune de ses projections qi= fi{q\ ) sur le plan des q^ qi
passe par le point a< , ai.

La tangente à (G) au point Mo sera la droite

'llZLSl = îîZL^l = ^ qk—q^^
/dq^\ / ^2 \ '" fdqk\
\ d<3 )o \ dv ) Q \ d7 /o

dont les cosinus directeurs sont (—) • Si q^ q^ ..., qh sont

fonctions de <, la vitesse sera le segment qui a comme projections
sur Oq^ ..,., Oqk les valeurs q\(t), ..., q'kW, segment dirigé

selon la tangente et dont la longueur est — • La courbure sera
l'expression

i/Kïy
( 1 ) D'une façon précise, on entend par là que, e étant donné à l'avance aussi

petit qu'on veut, on peut déterminer a de façon que la distance MM, reste moindre
que e quand CT varie de o,— a à T, (ou, dans le cas de CT, infini , quand <r croît à
partir de a).
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Un arc de courbe Mo M, de (G) sera dit régulier, si, en cl iaquc

point M de cet arc (les extrémités comprises), (G) admet une ian-
gente continue. Analytiquement, cela signifie que les (fi étant
rapportés à l'arc, soit qi= ^(<3-), le pointM parcourt MoMi quand
(T varie entre deux limites finies <T() e to- i , et que les fonctions ^/(o-)
admettent des dérivées premières continues entre o-o et T( (les
valeurs extrêmes comprises).

Si (G) est une courbe analytique, les A/ sont des fonctions
analytiques de cr. L'arc MoM< de (G) sera dit analytique ment
régulier si pour toute valeur de T (o-o^'3'^'3'!) ^es fonctions A/ sont
holomorphes.

Gette terminologie adoptée, revenons an mouvement réel d'un
système (S). Partons d ' unpo in tMo deE^avec une valeur particu-
lière des A/y, Q/, et considérons autour de Mo un volume VA de E/c
à l'intérieur duquel les déterminations choisies pour les A/y, Q/
soient régulières^ j 'entends restent uniformes et continues ainsi
que leurs dérivées premières et secondes* 11 suff i t pour cela que V/r
ne renferme aucun des points singuliers N.

Les coefficients X^, ?/ des équations (2) ont ainsi dans Nk Linc
valeur unique.

Si Mo ou (y*,1, .... q^) est la position de M au temps ^o? el ^o o11

(<7° .. ., c]^\ sa vitesse initiale, les équations

(2) ^==P,+^ , ( < f = = I , - 2 , . . . , Â - )

définissent w mouvement et un seul, par suite une trajectoire et
une seule, répondant à ces conditions initiales. On voit que par Mo
passent une infinité de trajectoires tangentes en ce point; la
valeur absolue VQ de la vitesse initiale permet de disposer arbi-
trairement de la courbure en M^ de ces trajectoires. Par Mo passe
une géodésique et une seule tangente en Mo à une droite donnée.

Qu'arrive-t-il quand la vitesse (^ croît indéfiniment, sa direction
restant invariable? Si l'on prend q\ comme variable indépendante,

les équations (2) deviennent, en posant q\ == — ?

/ dt di\ , Q^.\y' ^=-"l^l-rîp"
|^='7('/i, ^=n.—7;,,ni+(?,-'7;,,?>)^, ((=2,3,. . . , / .-).
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Ces équations admettent un système d'intégrales, et un seul, tel
qu'on ait, pour q^ = q^

t^t^ /'i=rî, ^=<7?, q\i^q[^

ces intégrales varient 'avec /^ d'une manière cont inue , et pour
t'\ ==o sont de la forme

t = t o , / ' i==o , yi == c?/(^i) , q\=. 9;.(^/,),

la courbe y/==: ̂ i{q\) étant la géodésique tangente à la direclion
(^o) . Cette géodésique est donc la limite des trajectoires (C)
quand ('o croît indéfiniment.

Lorsqu'on Mo tous les p/ s'annulent, et que de plus ^ est aussi
n u l , les intégrales du mouvement sont simplement

<7i-<7Î . ^2=^, .. . , qk—qï\

le point M reste en équilibre, la trajectoire se réduit au point Mo.
Nous appelons points d'équilibre les points P de E^ où tous les p/
sont nuls; les conditions p/==o équivalent d'ail leurs aux cond i t ions
Q/== o, puisque A ne s'annule pas dans EA. Les points P sont en
général des points isolés; dans des cas particuliers, ils peuvent
former des lignes, et même des surfaces à ( A " — i ) dimensions
/(//!, ..., ( / k ) == o dans E/,.

Tout cela suppose seulement que Mo ne soit pas un point singu-
lier N des déterminations A// , Q^ considérées. Si Mo coïncidait
avec un tel point N, il faudrait avoir recours en général aux pro-
cédés de discussion de M. Poincaré. Observons toutefois qu'il y a
lieu de dis t inguer ces points N en deux catégories : les points
singuliers parasites qui t iennent au choix des paramètres qi et
qu'on fait disparaître en changeant de paramètres, en prenant par
exemple comme variables k autres coordonnées parmi les Xj^
Vj, Zj\ et les points singuliers intrinsèques qui subsistent quels
que soient les paramètres choisis parmi les xj^ yy, zj. Par exemple,
s'il s'agit d'un point mobile sur une surface F(.r, y, z) == o, et si
l'on prend comme paramètres x et y, les points où le plan tangent
est parallèle à 0;? sont des points singuliers N, mais on élimine la
singularité en prenant comme coordonnées x et z (ou y et z\
pour étudier le mouvement dans le voisinage d'un tel point N, à
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moins que N ne soit un point multiple de la surface; dans ce dernier
cas seulement N est un point singulier intrinsèque. Il est clair que
les points singuliers intrinsèques sont les seuls qui donnent lieu
à des difficultés sérieuses, puisqu'un changement bien simple de
paramètres fait disparaître les autres points N.

J'arrive maintenant aux propositions que j'ai en vue concernant
les trajectoires et le mouvement réel.

Retour sur les trajectoires remarquables, — Je reviendrai
d'abord un instant sur les trajectoires remarquables; sur une telle
trajectoire (y), le mouvement est défini par l'égalité

f(qi)dt-^———————————— ^

<p(yi)+À

où /(^) == T(^, ..., q^ i, q^ ..., q^) est toujours positif,
puisque T est positif en tout point M de EA pour des valeurs réelles
des q ' qui ne sont pas toutes nulles. On peut, d'autre part, dis-
poser de la constante A de façon que ç(<7i) 4- h soit positif dans le
voisinage d'un point arbitraire M de (y), en sorte qu'une infinité
de mouvements réels sont possibles sur (v).

Par un point M du volume V^ de E^ considéré plus haut (où
les A/y, Q/ sont bien déterminés et réguliers), passe une courbe
et une seule satisfaisant aux conditions

(d) dq^ __ dq^ _ __ dqk
Pi"~ ^ " • • •" ^ '

pourvu que M ne soit pas un point d'équilibre.
Par un point arbitraire M de V^ passe donc au plus une trajec-

toire remarquable.
Pour qu'un point quelconque de V^ appartienne à une trajec-

toire remarquable, il faut et il suffit que toutes les courbes défi-
nies par (û?) soient des géodésiques. On peut donner à ce théorème
une forme un peu différente : soit (G) la géodésique tangente en
M au segment ?, , . . . , j3^; l'en-semble des courbes (G) relatives aux
différents points M de EA dépend en général de k constantes dis-
tinctes» Pour qu'il passe une trajectoire remarquable par un point
arbitraire de VA, il faut et il suffit que l'ensemble (G) ne dépende
que de (k— i) paramètres.

Quand les coefficients A/y, Q/ sont (dans E^) des fonctions ana-
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lytiques sans coupure fermée, la condition ne peut être vérifiée
pour une portion finie de VA sans être vérifiée dans tout le domaine
EA. Mais quand les fonctions A/y, Q, ne sont pas analytiques ou
présentent des coupures fermées, un volume VA peut se décom-
poser en volumes de deux espèces V^, V^ : par un point quelconque
des V^ il passe une trajectoire remarquable, au lieu qu'il n'en
passe aucune par un point arbitraire de V'^. Nous avons cité un
exemple de ce fait (voir p. 147)-

MOUVEMENTS RÉELS SUR UNE TRAJECTOIRE QUELCONQUE.

MOUVEMENTS VRAIS. MOUVEMENTS CONJUGUÉS.

Sur une trajectoire réelle quelconque, le mouvement est défini
par une des égalités

(c)
dt^ ^ /q"^^-^ql^—\\i ^ /-^

dqv V P. -<?;/) Pi ~V ^

Si le long du segment M()M| d'une trajectoire réelle (C), la valeur

commune des rapports ^ est positive, Parc MoM< est parcouru

tout entier dans le même sens d'un mouvement réel, et nous di-

rons que c'est une trajectoire vraie. Si la même expression - est

négative, le mouvement est imaginaire; il devient réel quand on
change t en it dans les équations (i) , ce qui ne modifie pas les
trajectoires; les nouvelles équations (i) sont alors celles du sys-
tème (S) sous l'action des mêmes forces (F) dont on a seulement
changé le sens. Nous donnerons à ce second mouvement le nom
de mouvement conjugué du mouvement vraiy et nous dirons que
l'arc M()M^ est une trajectoire conjuguée. On voit que les trajec-
toires réelles (G) se divisent ainsi en deux classes : les trajectoires
vraies (C'), elles trajectoires conjuguées (C^) qui sont les tra-
jectoires vraies de (S) quand on change le sens des forces.

Pour pousser plus loin l'étude de ces trajectoires, nous établi-
rons une importante propriété du mouvement réel.

DÉMONSTRATION D'UNE PROPRIÉTÉ DU MOUVEMENT RÉEL.

Plaçons le système dans une position initiale régulière^Q avec
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des vitesses données, et étudions le mouvement quand t croît ( l )
à partir de to. Nous dirons que le mouvement reste régulier
entre fy et ^ si, quand t varie de fy à < , , le système occupe à
chaque instant une position déterminée à distance finie avec des
vitesses déterminées sans passer jamais par une position singu-
lière N.

Diaprés le théorème fondamental sur les équations différen-
tielles, les intégrales y i ( t ) du mouvement qui correspondent a u x
conditions initiales y^ ^°, sont continues, et admet tent des dé-
rivées premières continues tant que \t—t^\ reste inférieur à
une certaine limite; le mouvement reste donc à coup sûr régulier
dans un intervalle de temps fini. Admettons qu ' i l reste régulier
tant que t n'a pas atteint ou dépassé la valeur t ' . Quand t tend
vers t^ une au moins des trois circonstances suivantes doit se pré-
senter : ou bien (S) ne tend vers aucune position limite à dis-
tance finie, ou bien (S) tend vers une position singulière; ou
bien en fin (S) tend vers une position régulière^ mais les vitesses
q\ ne tendent pas vers des limites finies. Autrement, en effet,
(S) atteindrait à l'instant t1 une position régulière avec des vitesses
déterminées, et, d'après le théorème invoqué, le mouvement se
poursuivrait régulièrement au delà de t ' . — La proposition que
nous voulons démontrer, c'est que la troisième circonstance ne
saurait se réaliser. Autrement d i t , quand t tendant vers t ' y le
système (S) tend vers une position régulière^ les vitesses a -
de ( S ) tendent vers des limites finies et le mouvement reste
régulier à l'instant t1 et au delà.

Pour démontrer celte proposition, je m'appuierai sur le théo-
rème fondamental de la théorie des équations tel que l'énonce
M. Picard ( 2 ) .

Soit M ou (01,^2, • • ., a/f) un point de E/c dans le voisi-
nage duquel les déterminations choisies pour les A^y, Q^ sont ré-
gulières (au sens que nous avons défini); les seconds membres
des équations

(.) ^=^ ^-P.+P. «=,,.,...,^)
( ( ) Tl suffit de faire croître t, car les équations ( i ) ne changent pas quand on

change t en — t.
( 2 ) Voir PICARD, Traita d'Analyse^ t. II, Chap. XI. p. 3o8.
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seront continus ainsi que leurs dérivées premières et moindres
en module qu\me certaine limite M tant que les q^ q\ satisferont
aux inégalités

\qi— ^/|^, I ^ - I ^ L , ( î = l , 2 , . . . , À - ) ;

S est un certain nombre positif, L un nombre positif choisi arbi-
trairement, et que nous prenons seulement supérieur à 5.

D'après cela^ soit q^ q'^ un système de valeurs satisfaisant aux
conditions

l^0-^!^ W\^' ( î = l , 2 , . . . , / 0 .

Pour toutes les valeurs q^ q\ telles qu^on ait

S^-^l' Wf-^\^ (/=i,2,...,/:),
2. JL

les seconds membres de (2) restent en module moindres que M.
TV après le théorème invoqué, le système d7 intégrales qi{t\
q\{f) qui, pour t = to prennent les valeurs q^y q^\ est un sys-
tème de fonctions de t bien déterminées et continues au moins

dans V intervalle t^ — —, à t^ -\- — ,

Voyons, d'autre part, ce qui se passe pour des vitesses initiales
très grandes (en valeur absolue). Prenons comme variable indé-
pendante un des paramètres q choisi de façon que sa dérivée

{ — ^ ) n e soit en module inférieure à aucune des autres dérivées q^ ;
\ dt / o
soit <yi ce paramètre. Le système (2) devient le système

( dt di\ , Q
^=''" ^=-7•*^•-rîP"

(2) <

I ̂ f ^</((" ^ = ̂ '•- '?;""• +(P'-^)P-)'-î-

Soit Mi le module maximum des seconds membres de ces équa-
tions quand on a à la fois

«\
\qi— a . i^o, r i ^ L i , |^!/) |^i+^? (.i == l » 2, . . . , k)

( L I étant toujours une quant i té quelconque supérieure à o).
Soient, d'autre part , des valeurs q^, /'^ q'^ satisfaisant aux con-
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dilions

l^-^l^ r^-^î t^/) ^ I ;

il existe un système d7 intégrales et un seul t{q\)i ^\{a^)^
^'(^ )? 9(i){9^ ) y111 prennent pour q^ == q\ les valeurs to, /•^ y°,
y^0, et ces intégrales sont continues au moins dans / ' interval le

de q\ —Si a q\ + £ < , ̂  appelant £< ^< quantité -., •

En particulier, si /^) == o, ce système est de la forme

t==tQ, ri==o, ^•=-9,(<7i), q[i)=-- pK^i)-

Ceci nous monire que, clans l'intervalle de (/^ — £ 1 à ̂  4- 3,, i\
ne s^annule jamais à moins d/être identiquement nu]', t varie donc
constamment dans le même sens quand q^ croît de q\ — s à
q\ + e, et passe de la valeur to — y, à la valeur to -(- y/ (ou de la
valeur t^ -h ̂  à la valeur ^o—'^O- ïl suit de là que q\{t\
^2(^)1 • • - 1 yh(t) sont des/onctions de t continues ainsi que leurs
dérivées premières dans l9 intervalle de t^—T( à t^ -+- 7/5 et
que q^ passe d^une des valeurs q\ =L s à l'autre quand t varie
dans cet intervalle.

Le même raisonnement peut se répéter si la variable indépen-
dante est un autre paramètre q/. Aux équations (2)' correspon-
dent des équations analogues ; soit Mj le module maximum des
seconds membres de ces équations quand on a à la fois

^--a^ ^l"1' dqj_
dqj

à la quantité £< == -,.- correspond la quantité £y === —— ; j ̂ appel-

lerai £ la plus petite des quantités s/.
Nous sommes dès lors en état de démontrer la proposition que

nous avons énoncée. Admettons, en effet, que, t tendant vers t'\
(S) tende vers une position non singulière a\, a^y . . ., a^ ', de deux
choses l'une : ou bien les q\ tendront vers zéro (auquel cas le
théorème est démontré), ou bien l'un au moins des y', pour cer-
taines valeurs de t aussi voisines qu'on veut de t\ est supérieur
en module à une certaine limite fixe ).. Considérons alors le
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nombre £ introduit plus haut et qui correspond aux conditions

j dqii-^ ^,I dyj ^ l Si-4- -?
^y 1 ~ 2\ <7 /—^ ' |=o , ( t = ï , 2, . . . , /:)

( y remplace L^ ) . Nous pouvons, par hypothèse, trouver im

instant ^i assez voisin de t pour que, t variant de t^ à ^, chaque
variable y/ reste comprise entre q i — a e t ç ^ + a ; a désigne un

^
nombre quelconque qu^on a choisi inférieur à - et à r- Soit main-

tenant t^ une valeur de t comprise entre t ' et t^ et pour laquelle
le plus grand des modules l y ^ - j , soit y'J, dépasse \. On a, pour
t=.t^

\q\-ai\<^
dt
dq\ [o <r dqi

( t = I , 2 , . . . , ^ ) ;

quand cj^ varie de y^ — s à y^ + e, ^ varie de <o — Y! à ^o 4- ^/ (ou
de /o 4- ^/ à <o — T») î Je dis que t ' est compris entre to et ^o + '//•
Autrement, ^ variant de to à ^9 4-^S P211' suite entre t^ et ^, yi
varierait de ̂  à y^ =b s; mais, entre ^/ et /, on a

l^i — ^ i .a<^

deux valeurs de q^ dans cet intervalle ne peuvent donc différer
de s. L'instant t' est nécessairement compris entre to el ^o 4-^',
et comme, dans cet intervalle, les fonctions qi{t)^ y ^ t ) sont con-
tinues, le mouvement se poursuit régulièrement au delà de t ' .

c. Q. F. D.

Dans ce qui précède, nous avons supposé t ' fini. Admettons
main tenan t que, t croissant indéfiniment à partir de to^ le mouve-
ment reste régulier; trois hypothèses sont possibles : ou bien,
t croissant indéfiniment, (S) ne tend vers aucune position limite à
distance finie ( ^ ) ; ou bien (S) tend vers une position singulière; ou
enfin (S) tend vers une position M ou (a\, 03, . . • , ci/s) non singu-
lière. Je vais montrer que, dans ce dernier cas, cette position M

( 1 ) (S ) peut s'éloigner indéf in iment , ou sa position peut cire indéterminée quand
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est nécessairement une position d'équilibre P et de plus que

les q\ tendent vers zéro avec -'

Tout d'abord les vitesses tendent vers zéro; admettons, en effet,
qu'il n'en soit pas ainsi et répétons le raisonnement fait plus
haiit en gardant la même notation; par hypothèse, pour toute
valeur de t supérieure à une certaine limite t^ oh a

|^~-^[^a< ^-, (i== i, 2, .. . , Â ) ;

mais, d'autre part, il existe des valeurs t^ de t plus grandes que
^ et telles que l'un au moins des paramètres, q\ par exemple,
varie de £ quand t passe de t^ à t^ -+- y/. Il y a donc contradiction ;

les q\ tendent vers zéro avec -•

D'autre part, la position limite a^ a^, . . ., cik est une position

d'équilibre du système (S). Changeons, en effet, t en .; les équa-

tions (2) deviennent

dqi _ q\ dq'i _ j3/-4-n, __
^-"0^ ~dS --—Oi—' (< - i , 2 , . . . ,Â ) .

Par hypothèse, quand 9 tend vers zéro, les q^ . . ., qk tendent
vers ai, ^2, ..., Uh et les q\ vers zéro; il suit de là que
^/(a<, . . ., a/() est nul; car soit ^ (a,, . . ., a/,) == ̂  ̂  o, on
aurait

^=-=11

S^ tendant vers zéro avec 0, et q\ croîtrait indéfiniment quand 6
tendrait vers zéro. Il faut donc que p^, (î°, . . ., ̂  soient nuls.

Inversement ( 1 ) d'ailleurs, si le système (S) tend vers une posi-
tion régulière d'équilibre P ou (a<, a^ ..., cik)-, avec une force vive
qui tend vers zéro, quand t tend vers une certaine limite t1\ cette
limite est forcément l'infini j car si t' était fini, le mouvement ré-
pondrait pour t — t ' aux conditions initiales qi == a/, y^==o;
or (P étant une position d'équilibre) le système unique d'inté-
grales définies par ces conditions initiales est le système qi ̂  a,i.

•<
( * ) Cette réciproque, comme la proposition même, n'est plus exacte si la

position P est intrinsèquement singulière.
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Nous pouvons en défini t ive énoncer ce théorème :

THÉORÈME. — Si, quand l tend vers t', le système (S) tend
vers une position non singulière, les vitesses tendent vers une
limite Jinie ( 1 ) et le mouvement se poursuit régulièrement au
delà de t\

Si, quand t croit indéfini ment y le système (S) tend vers une
position limite non singulière, cette position est nécessairement
une position d7 équilibre et les vitesses de (S) tendent vers zéro

avec 1.-

Inversement, si (S) tend vers une position (régulière) d'équi-
libre avec une force vive qui tend vers zéro, ce ne peut être que
pour t croissant (ou décroissant) indéfiniment,

APPLICATION DU THÉORÈME PRÉCÉDENT A L'ÉTUDE DES TRAJECTOIRES.

Tangente à une trajectoire. Courbure. — Supposons qu'à
l'instant ^ le point M de Ey^ qui définit la position de (S) arrive
en un point M^ ou (a^ a^j . • ., cik) non singulier; sa vitesse est
nécessairement déterminée et finie, mais deux cas sont à distinguer,
suivant qu'elle est ou non diflérentede zéro. Plaçons-nous d'abord
dans le premier cas qui est le cas général.

Un an moins des q'^ soit q\, est alors différent de zéro à l'in-
stant t ^ . Le mouvement est défini par les égalités

<7i==ai-4- b i ( t — t i ) + . , . (^1^0) ,
y^== ciî-}-bî(t— ^i)-+-...

La trajectoire (G) de M se poursuit au delà de M, , et admet

( 1 ) Lorsque les fondions A , , Q; sont analytiques, on démontre de la même
manière cette proposition plus sériéT'ale : si, quand la variable imagina i re t tend
vers t ' s u i v a n t une certaine loi continue, les y, tendent vers des valeurs a , .... a^
q u i ne sont pas des valeurs singulières^ les <j'^ tendent nécessairement vers des
limites finies. Ce n'est là qu 'un cas particulier d\in important théorème qui con-
cerne toutes les équations

^/= ̂ (^p •••^j^;' •••^À.) (<=- i , ° , ,..,^),

où I\ est algébrique par rapport aux q'^ : ce théorème sera développé dans un
Mémoire consacré aux équations diiïerentielles.

XX11. 1 1
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en M! et dans le voisinage une tangente continue dont les co-

sinus directeurs sont proportionnels à i, </1^ • • • ? JLk •
<?! (l\

De plus, les égalités

P^-^Pi^)=IL—^ÏÏI+——î—, ( 1 = 2 , 3 , . . . , ^ )yi ^i"
montrent que la trajectoire admet en Mi et dans le voisinage une
courbure continue (1). Cette courbure varie pour les diverses
trajectoires tangentes en M< à la même droite avec q\^ à moins
toutefois que la tangente n'ait précisément pour direction
( p i ? ^27 • • • ? P/O; les trajectoires (en particulier la géodésique)
tangentes à cette droite ont même courbure, du moins toutes
celles qui correspondent à une vitesse en M^ différente de zéro.

Inversement, donnons-nous en M< la tangente et la courbure

d'une trajectoire (C). Les rapports "L == q^ sont déterminés;

d'autre part, R désignant le rayon de courbure, on a

, _^[^n,-^n^M^^
H2 "^ [S^J3

d'où deux valeurs pour q^ et, par suite, deux trajectoires (Ci ) et
(Ça), pourvu seulement que toutes les quantités jâ/y^) — ^ j ' y ' i n ne

soient pas nulles, c'est-à-dire que la tangente n^ait pas comme
direction ( [3< , (îa? • - • ? (SA)* Mais à quelles conditions ces trajec-
toires ( C < ) et (Ça) seront-elles réelles? Si l'on pose

A.-Py^)-p.y;y), B,=ny^,,-n^ ei p^l^U-3,

il faut que les deux valeurs de q'^ soient réelles, et, par suite,
qu'on ait

(SA,.B, .)2+SA,2(p2—£B^)^o
ou bien

^S(A,B,-~A,B,)^
. p = • S A ?

Quand cette condition est remplie, les trajectoires (Ci ) et (€2)

( * ) Si M, est un point analytiquement régulier des A^, Q^, la trajectoire est
une courbe analytique régulière dans le voisinage de M,.
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sont réelles. Si, de plus, p2 est supérieur à SB2, l 'une de ces trajec-
toires est vraie, l'autre conjuguée. Pour p2= SB;S, une des trajec-
toires est une géodésique, l'autre une trajectoire vraie ou con-
juguée suivant que SA^B^ est positif ou négatif. Pour p2<<SB^,
( C < ) et (Ça) sont toutes deux vraies ou conjuguées, suivant le
signe deSA^B^. Quand SA^B^est nul , p* est nécessairement plus
grand queSB^; pour p2=SB^, (Ci) et (€2) se confondent avec la
géodésique.

D'où cette conclusion : VA désignant un domaine de E^ où les
A/y, Q( sont uniformes et réguliers, par un point M< de V^
passent deux trajectoires réelles (C<) et (Ça) ayant en M< une

tangente M< T et une courbure p données, pourvu que la cour-

bure soit supérieure à une certaine limite L. Soit de plus p- la

courbure de la géodésique (G) tangente en M< à M< T ( — > L) .

si — est supérieur à p » les trajectoires (Ci) et (Ça) sont l'une

vraie, l'autre conjuguée; si p est égal à p » une de ces trajec-

toires est la géodésique (G); si .. est inférieur à - ^ (Ci) et (Ça)

sont toutes deux vraies ou toutes deux conjuguées suivant que

la seconde trajectoire de courbure p est vraie ou conjuguée ; quand

cette seconde trajectoire se confond elle-même avec la géodé-

sique, — coïncide avec L. Il n'y a d'exception à ce théorème1 RI
que si la tangente M^T a comme direction ( j 3< , (Sa? • • • ? ^k) ( ' ) .
Quand tous les II,, par suite tous les B,., sont nuls, à toute valeur

de I- comprise entre o et -+- oo correspondent deux trajectoires,

l'une vraie, l'autre conjuguée.
Plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse où M arriverait en M<

à l'instant t^ avec une vitesse nulle. Montrons d'abord que les

rapports ^- tendent vers une limite quand t tend vers ^. On a,

( * ) Ces théorèmes et d'autres analogues prennent une forme plus élégante quand
on regarde, d'après les idées de M. Beltrami, <7,,'<7,, ..., q^ comme les coordonnées
d'un espace non euclidien dont le dsî est le ds^ défini par T, û?.?^ SA,, dq^ dq^.
Mais c'est là un point sur lequel je reviendrai dans un autre travail.
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en eH'et,

qi= ̂ y^ l P/-(^ ^2, . . . , a/j -.- 5,] =: ^"/^(i^ 4- ̂ ,
( t =2 , . . . ,Â - ) ,

les S/ tendant vers zéro avec t — t ^ , et l'un au moins des ^°, soit ^,
' R°

[l'étant pas nul ( { ) . Les rapports "4 tendent donc vers t— • J'ajoute(l\ Pi
que les intégrales q i ( t ) sont alors des fonctions paires de ( t — t \ ) ' y
autrement dit , si l'on pose t — t^ == T == 92, on a

(7î) y,= a/+ M-4-C/024- . . . , ( t = = 1,9., . . . , À - ) , (^i^ o).

Si, en effet, dans les intégrales y/( ï ) on change T en —T, on
obtient encore un système d'intégrales : quand le premier système'
répond aux condit ions ini t iales y0 q'^ pour t •===- t^ le second ré-
pond aux conditions ^), — q^ ; ici, les q^ é tant nuls, les condi-
tions in i t i a l es restent les mêmes, les deux systèmes d^intégrales
coïncident. Donc y/( ï)=4-^(—r). Quand t dépasse l ' ins tant f , ,
le système S rétrograde; à l ' i n s t an t t^ -+-T i l repasse par la même
position qu'à l ' instant t^ —T, mais foules les vitesses ont changé
de sens.

Les équations (n) nous montrent que la trajectoire (G) se pour-
su i t au delà de M( , et admet en M( et dans le voisinage une tan-
gente continue. Cette tangente, au point M, , a comme direc-
tion ( p i , (Î2? • • • ? PA) . De plus, G- désignant l'arc de (C) compté
dans le sens du mouvement, on a

^=(<--^(- /^+6 |+. . .+^.+£)-- (<-^)(B+£)

(s tendant vers zéro avec t — ^ ) ; o- (^) passe donc par un maximum
pour ^ === ^. Sur l'arc Mi M/ de (C), qui fait suite au point M^,
c'est le mouvement conjugué qui est réel. Le point Mi de (G) où
le point M rétrograde sur sa trajectoire sera dit un point d'arrêt.
L'arc MM' que le point M^ divise en deux parties, l'une parcourue
dans le mouvement vrai, l'autre dans le mouvement conjugué,
sera dit trajectoire mixte.

Au point d'arrêt M^ la courbe (G) peut d'ailleurs ne pas admettre
de courbure. Si l'on suppose toutefois qu'en ce point les coeffi-

(') Vutremeni M, sérail un point rl'equilibre et t^ serait indni.
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cients À^ç , ^/ des équa t ions (a) ont des dérivées secondes con-
tinues par rapport aux <y/, Jes cfi on t des dérivées secondes par
rapport an paramétre 0 ̂  (/ — ^ , ) 2 , et (G) admet en M^ et dans le
voisinage une courbure con t inue . Si notamment le point M, est
un point analytiqiiemcnt régulier des A^, Q/, la courbe (G) est
analytique et régulière dans le domaine de M ^ .

Trajectoires singulières. — Supposons maintenant que, t
croissant indéfiniment, M tende vers une position régulière d'équi-
libre P. La trajectoire (G) passe par le point P, mais en ce point
elle n'admet pas nécessairement de tangente; la longueur de
Parc PM peut être i n f i n i e ; enfin la courbe réelle (supposée ana-
lytique) peut ne pas se prolonger au delà du point P.

Soit, par exemple, un point M (ou .r, v) de masse i mobile
dans un plan et soumis à la force X === X2^, Y = [^y; l'origine 0
(.r == o,y= o) est un point d'équilibre, et il existe une infinité
de mouvements dans lesquels M tend vers 0 quand t croît indéfini-
ment, à savoir les mouvements x= Co"^, y == C'e"^', les trajec-,

^
toires correspondantes y == cx'^ admettent l'origine comme point

singulier transcendant si L- est incommensurable, algébrique si Ç

est commensurable. Dans tous les cas, la courbe admet une tan-
gente à l 'origine, l'arc a- ou MyM tend vers une limite finie quand M
tend vers o, et ce point n'est pas une extrémité analytique de
la trajectoire.

_t1

Si la force était X ^a.r3, Y ==. ̂ y, la trajectoire, y = G e r,

parcourue dans chaque mouvement x == - ? y===C<?~^, admet une

tangente en 0 (l'axe des x)\ l'arc OMo a une longueur finie, mais
le po in t 0 est une extrémité analytique de la trajectoire.

La force X === 2 > " , \ = = — ' > . x donnerait lieu de même aux
mouvements x = Gc^cos/, y = G(?~^ s in^ , et chaque trajectoire
correspondante (dont l 'équation "n coordonnées polaires est
/• === C^~°) est une spirale logarithmique ayant l'origine comme
point asymptote. En ce point, la courbe n'a pas de tangente;
l'arc ÔMo a une longueur finie C\/2<?~'°", mais le point 0 est une
extrémité a n a l v t ique de la trajectoire.
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Enfin, considérons la force

X^^^+y2)2—^-^^2-»---^2), Y==iy(.^•2+^2)2—y—^(^2+^2);

le mouvement est défini, en coordonnées polaires, par les équa-
tions

0 7

r"^-r^== - r ^ — r , - r ( r ^ W ) = — r ' - .
4 cLt

_)_
Dans le mouvement particulier r == ^ 2, 9 == ^, la trajectoire

/ • = = Q 2 admet 0 comme point asymptote (et extrémité analy-
tique), et l'arc MMo croît indéfiniment quand M tend vers 0.

Nous donnerons le nom de branche singulière de trajectoire
à tout arc M< M de trajectoire, tel que M ^ M ne soit pas parcouru
en un temps fini soit dans le mouvement vrai, soit dans le mouve-
ment conjugué, et cela si voisin du point M< qu'on prenne le
point M.

Il est clair que les trajectoires que nous venons de considérer
sont des trajectoires singulières.

CLASSIFICATION ET PROPRIÉTÉS DES TRAJECTOIRES RÉELLES.

Il suffit d'étudier les trajectoires vraies : tout ce que nous
allons dire s'appliquera aux trajectoires conjuguées, puisqu'on
passe du mouvement vrai au mouvement conjugué en changeant t
en it.

Plaçons donc le système à l'instant to dans des conditions ini-
tiales réelles y^, q^ ...,^; q'^\ q^ ..., <^°, et comptons l'arca-
de la trajectoire (G) à partir du point Mo dans un sens tel que (T
commence par croître avec t\ or continuera de croître avec t tant
que t n'atteindra pas soit une valeur ̂  pour laquelle le mouvement

cesse d'être régulier, soit une valeur ^ pour laquelle Œ ? et par
suite tous les q\ s'annulent.

Envisageons d'abord la première hypothèse : quand t tendra
vers ^ 4 , ou bien le point M de coordonnées (q^qî, . . . ,g^) ne
tendra vers aucune position limite M\ à distance finie, auquel
cas <r croîtra indéfiniment, ou bien M tendra vers un point sin-
gulier N de EA. D'après ce qui précède, il n'y a pas d'autres cas
possibles.
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Dans la seconde hypothèse (où tous les qi s 'annulent quand i
tend vers ^ ), o- croît jusque une certaine limite o"i, puis décroît et
reprend pour ^ -4- a la même valeur que pour ^ — a ; le point M
rétrograde sur sa trajectoire, qui est une trajectoire mixte; le
point M < , qui correspond à la valeur o-i de l'arc, est un point
d^arrêt. Quand la trajectoire (C) n'est pas une trajectoire remar-

quable y ( î - ) a en chaque point de Mo M une valeur déter-

minée (p (a-); l'égalité (voir p. i64)

^ R. ^ ^ ( i - t , y ( ]
^-'3^(t-t,Y\^

et sa conséquence

(î)2^-'0^-^
prouvent que ( , ) ou y('3') reste fonction continue de T (mais

change de signe) quand T dépasse la valeur cr,.
Le faisceau des trajectoires-mixtes (F) dépend de k constantes

arbitraires, par exemple les k coordonnées ( a < , a^, ..., a^) du
point d'arrêt M < . Il pent se faire toutefois que ces k constantes
ne soient pas distinctes; cela n'a lieu que si la même trajectoire
mixte (F) correspond à une infinité de valeurs des constantes a^ ,
a^ ..., a^ telles qu'on puisse prendre arbitrairement au moins
l'une d'entre elles. S'il en est ainsi, tous les points d'un segment
de (F) sont des points d'arrêt et, par suite, une infinité de mou-
vements sont possibles sur (F) qui doit être une trajectoire remar-
quable. Comme, d'autre part, par un point Mo il passe au moins
une trajectoire mixte, à savoir celle qui admet Mo comme point
d'arrêt, on voit que le faisceau des trajectoires mixtes (F) dépend
soit de k constantes, soit de ( k — i ) constantes; dans ce dernier
cas (qui est un cas particulier), le faisceau (F) se confond avec
celui des trajectoires remarquables.

Une trajectoire remarquable (y) doit d'ailleurs être regardée
comme une trajectoire mixte, en ce sens qu'un point quelconque
de (y) est point d'arrêt pour un des mouvements de M sur (v).
En effet, tous ces mouvements sont définis par une égalité de la
forme

T=/(<7i)-+-/ / .
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où I I est une constante arbitraire. Soit pour / = = / o , y^•=:a^ et soit
A = = — / ( ^ ) î au point ( ^ / i , ^2, ..., ^A-) de (y) la force vive, et
par su i te q^ .. ., q'^ s 'annulent, et M rétrograde sur (v). Mais il
peut exister sur (y) des mouvements qui aient lieu toujours dans
le même sens. Par e-xemple, si (S) est un point , mobile dans le
plan des xy et repoussé par l 'origine 0 proportionnellement à la
distance, Ox est une trajectoire remarquable, et les mouvements
sur Ox sont définis par l'égalité

X'^=: Â^2+/<;

si h est positif, x ' ne s 'annule pas et l'axe des x est parcouru tout
entier dans le même sens quand t croît de —ce à 4- oc. Si A est
négatif , le mouvement présente un point d'arrêt.

Il impor te de préciser les conditions dans lesquelles les trajec-
toires mixtes et les trajectoires remarquables se confondent .
Considérons un domaine V/, de E^ dans lequel les dé te rmina t ions
prises pour les A/y, Q/ soient uniformes et régulières. D'après u n e
remarque faite plus h a u t , dans tous les cas V/, se décompose en
domaines partiels V^, V^ caractérisés par la propriété suivante :
dans un domaine V^, par un point M que lconque passe une tra-
jectoire remarquable; dans un domaine V^, les p o i n t s qui appar-
t i ennen t à une trajectoire remarquable ne forment pas un domaine
fini à k d imensions. Ceci rappelé, il est clair que par un point
d'un domaine V^. passe une trajectoire mixte, et une seule,
ayant un point d\irrêt dans \\ . ; le faisceau de ces trajectoires
est formé, en effet , des trajectoires qui passent par chaque point M
deV^ et correspondent à une vitesse n u l l e en ce point , c o n d i t i o n s
i n i t i a l e s qui déf in i ssen t la trajectoire remarquable passant par M.
Au contraire, par un point arbitraire de V^ p a s s e n t une infi-
nité de trajectoires mixtes dépendant d^une constante arbi-
traire (et ayant un point d'arrêt d a n s V ^ ) : au t r emen t , ces trujec-
toîres ne dépendraient dans V^ que de (A' — i) constantes d is t inc tes
et seraient des trajectoires remarquables ; un point urb i l ra i re de
V^ appar t iendra i t donc a une trajectoire remarquable, ce qu i est
contre 1'liypo thèse.

Pour (]ue le faisceau des trajectoires mixtes se confonde
a\'ec le faisceau, des trajectoires r e m a r / i i i a f u r s , il faut donc
et i l su / f i t (/ue par un p o i i ï l a r b i l r a i r c de \ •^ ( (/ueUes aue
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soient les déterminations choisies pour les A/y, Q/) passe une
trajectoire remarquable.

Dans la discussion précédente, nous avons supposé ^ fini : si le
mouvement reste régulier quand t croît indéfiniment, ou bien M
ne tend vers aucune posi t ion l imite M^ et l'arc (T de (G) croît in-
définiment avec tf ou bien M tend vers un point d'équilibre P qui
peut être un point singulier quelconque de (C).

D'après cela, soit M un point quelconque de E^ dans le voisi-
nage duquel les déterminations prises pour les A/y, Q/ sont régu-
lières, et qui n'est pas un point d'équilibre. Toute trajectoire (G)
qui aboutit au point M admet une tangente en ce point et se
prolonge au delà; si, en etïet, (C) n'est pas une géodésique, ï a
au point M une valeur bien déterminée, soit To; quand To est
différent de zéro, la trajectoire se prolonge dans le mouvement
même (vrai ou conjugué) ; quand To est n u l , les deux mouvements
(vrai et conjugué) qui répondent à la position ini t ia le M et aux
conditions initiales q^ •==- o définissent la trajectoire (C) en deçà
et au delà de M. Si (G) est une géodésique y la chose est encore
vraie, lors même que M est un point d 'équi l ibre : on le voit en
appl iquant les théorèmes établis plus h a u t au cas particulier où
tous les Q/ sont nuls. Les trajectoires remarquables sont des
géodésiques : il y a lieu toutefois de signaler ici les trajectoires
dont un segment seulement Mo M est remarquable et, par su i te ,
coïncide avec un segment de géodésique; une i n f i n i t é de trajec-
toires MM' prolongent alors le segment MoM, su ivant la valeur de h
dans l'égalité T ==/(y,) 4- h qui définit le mouvement sur M,. M
(^voir l 'exemple de la p. 147)*

Nous pouvons donc énoncer les proposi lions suivantes :
Soit (C) une trajectoire définie par la position et la vitesse

i n i l i a l e s Mo et ((\)) de M, les déterminations choisies pour les
coeff icients A/y, Q/é tan t régulières dans le domaine du point Mo.
11 n 'y a aucune diff icul té à suivre les variations des A//, ()/ le long
de (G) t a n t qu 'une au moins de ces fonctions ne devient pas dis-
con t inue ou égale à une autre détermination du même coefficient.
Ceci posé, toute trajectoire réelle (G) est prolongeable régu-
lièrement [ { ) tant qu'elle ne rencontre pas soit un point sin-

ï ' ) .rrnloii(!s p.H* 1;( qu 'en c l iaqur po in t , I.) courhe n r imr t
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gulier N des déterminations considérées des A/y, Q/, soit un
point d7 équilibre P {point où tous les Q/ s7 annulent) : en
chaque point M la courbe (G) admet une courbure continue,
sauf peut-être aux points d'arrêt si c'est une trajectoire mixte
{non remarquable).

En particulier, toute géodésique se prolonge régulièrement et
admet une courbure continue tant qu'elle ne rencontre pas un
point singulier N des A/y.

Si les coefficients A/y, Q/ sont des fonctions analytiques des
qi, toute trajectoire (G) est une courbe analytique qui se pro-
longe régulièrement (au sens analytique) tant qu'on ne ren-
contre pas soit un point N où les A/y, Q/ cessent d^être holo-
morphes, soit un point d7 équilibre,

Soit donc Mo M un fragment continu de la même trajectoire
réelle (G), qui ne passe ni par un point singulier N des A/y, Q/,
ni par un point d'équilibre P. La courbe admettant en chaque
point (les extrémités comprises) une tangente continue, la lon-
gueur totale de cet arc est un certain nombre fini <r. Si (G) n'est
pas une trajectoire mixte (ce qui est le cas général, le faisceau
des trajectoires mixtes ne dépendant que de k constantes), l'arc
MoM est parcouru tout entier dans le même sens en un temps
fini, soit dans le mouvement vrai, soit dans le mouvement con-
jugué. Ceci est encore vrai, quand la trajectoire (G) étant mixte
(sans être remarquable") n'admet pas de points d'arrêt entre Mo
et M.

Si (G) est une trajectoire mixte, en général elle ne possède
qu'un point d'arrêt M^. Quand ce point fait partie de l'arc MoM,
cet arc est décomposé en deux parties MoMi et M< M, l'une trajec-
toire vraie, l'autre trajectoire conjuguée. Il peut arriver pourtant
qu'entre M< et M il existe plusieurs points d'arrêt M<, Ma, ...,
mais il n'en existe jamais qu^un nombre fini; supposons, en

tinue sans rebroussement. Ce prolongement ne comporte aucune ambiguïté,
sauf dans le cas où ( C ) est une trajectoire dont des segments partiels sont remar-
quables; les segments en question appartiennent alors à un^i infinité de trajectoires
réelles. Ce cas ne saurait se présenter quand les V^.., Q,. sont analytiques et sans
roupurps fermros.
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effet, que (-7-) == y (o") admette une infinité de zéros

^1 < (T2 < • • * < ̂  < • • • < Œ ;

(T,, tend vers une limite (T'^O- quand n croît indéfiniment et la
fonction îo(îr), continue entre y et (T, s'annule pour O-===(T'; comme,
par hypothèse, le point M'correspondant n'est pas un point d'équi-
libre, on a

ç p ( î r ) = = ( C T — ( i ' ) ( 2 B - 4 - £ ) , ( B ^ o ) ,

ce qui montre que (p(T) n'admet dans le voisinage de «r7 d'autre
zéro que v' \ l'hypothèse est donc absurde.

D'après cela, on pourra toujours décomposer Varc MoM en
un nombre fini de segments qui seront tout entiers les uns
trajectoires vraies, les autres trajectoires conjuguées. A chaque
segment M^Mg, compris entre deux points d'arrêt, correspond un
mouvement périodique du système (vrai ou conjugué).

Si le segment MoM est une trajectoire remarquable, chaque
point de MoM est un point d'arrêt d'un des mouvements corres-
pondants; mais on peut toujours, dans l'égalité

(a) T= : / ( ^ )+A=F( (7 )+À,

prendre h assez grand pour que MoM soit parcouru tout entier
dans le même sens d'un mouvement vrai. De plus, aucun des
mouvements qui ont lieu sur(C) ne saurait présenter entre Mo
et M deux points d'arrêt. Admettons, en effet, que T s'annule
en MI et en Ma ; d'après l'égalité (a), F^a-) (qui est continu en Mo
et M) s'annule entre M^ et Ma, donc entre Mo et M; si F^o") est
identiquement nul, T est constant et différent de zéro; sinon,
soit o-' le premier zéro de F'(<r) qu'on rencontre en partant d'un
point a de MoM où F^o") est différent de zéro et en allant vers M
(ou vers Mo); je dis que le point M'(ou o-') de G doit être un point
d'équilibre P; il suffit , pour le voir, de considérer le mouvement
défini sur (G) par l'égalité

T = F ( C T ) - F ( ^ ) = = ( ( T — o 0 2 - F i ( Œ ) ;

comme, entre y. et M', F< (o-) s'annule au plus une fois (soit en M,)
le long d'un arc fini M< M', le signe de F< est constant, et il est

'loisible de le supposer positif (sinon on changerait t en /<) ; on a
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donc
dt=^^),

g(^) restant supérieur à un certain nombre positif quand a" varie
entre Œ'—a'eto-'; t croît donc indéfiniment quand T tend vers <r', ou
encore CT- tend vers <r' quand t croît indéfiniment. Cela n^est possible
que si tVF est un point d7 équilibre ( 1 ) . 11 suit de là que pour îi
suffisamment grand (A >> A i ) le segment, Mo M sera parcouru en
entier dans le mouvement vrai correspondante pour h inférieur à
une certaine limite Aa, le segment sera parcouru en entier dans le
mouvement conjugué; pour h compris entre A< et As? Mo M se
décomposera en deux parties, parcourues Pune dans le mouve-
ment vrai, Pautre dans le mouvement conjugué; A< et Aa peuvent
être infinis.

Enfin si le segment Mo M n'est que partiellement une trajectoire
remarquable, par exemple si le segment Mo M' est remarquable et
le segment M7 M ordinaire, la valeur de T au point M' détermine
la valeur de A, donc de T, le long de MoM7; ï a ainsi une valeur
bien définie le long de Mo M qui jouit , par suite, des mêmes pro-
priétés qu\ine trajectoire ordinaire.

Branches de trajectoires singulières. — Admettons mainte-
nant que le segment Mo M passe par des points d^ équilibre P
(mais non par des points s ingul iers) . Soit P le premier point

( 1 ) I I est facile de vérifier cette conclusion ainsi. On a

^Q^^---'-^
mais, d 'autre part, (C) étant une trajectoire remarquable, on sait que

^7. ,̂: ,, , , 9 /...-^ ^^-, (^,,3,. . . , /) .

(l'où l'ésalilé
F^>^^-^^,

^-^-+-...4-^
,--=Â-

ou bien, comme Q, == ^ . ^ / i ? ?
7 = = l

F ' ( ^ ) = T(7p^^_i^j^^ ^\
v^ 4-?! +...-s-?I.

expression qui ne peut être nulle que si tous les ^ sont nuls.
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d'équilibre que Von rencontre sur Mo M en par tant de Mo; étu-
dions le segment MoP en supposant d'abord que (C) n'est pas
une trajectoire remarquable.

Dans cette hypothèse, (-7-) est une fonclion de Œ, continue

tant que M reste compris entre Mo et P; mais qu'arrive-t-il quand
M tend vers P? Je dis que y(<r ) tend vers une l imi te . Tout
d'abord, si 'f(o-) tend vers zéro, la proposition est démontrée; s'il
n'en est pas ainsi, on peut trouver sur(C) des points M aussi voi-
sins que l'on veut de P et tels que y (o-) (et par suite un au moins
des q'j1) ait en M une valeur absolue supérieure à un certain
nombre fixe \2. En répétant alors identiquement le raisonnement
de la page 160 (soit sur le mouvement vrai, soit sur le mouvement
conjugué), on voit que M doit atteindre en un temps fini la posi-
tion P avec une force vive déterminée et finie, et par suite le mou-
vement, comme la trajectoire (C), se prolongent régulièrement
au delà de P. En résumé, /(o-) tend vers une limite ./(P) quand
on fait tendre M vers P sur la courbe MP, et: si cette limite
n'est pas nulle, le point P est un point ordinaire de (C).

Si au contraire/(P) est nul, l'arc MgP ne saurai t être par-
couru en un temps f in i dans le mouvement soit vrai, soit conjugué,
et cela si voisin de P qu'on prenne Mo sur la trajectoire. Le
segment MoP est donc, d'après notre définition, une branche
singulière de trajectoire. Mais deux circonstances distinctes
peu vent se présenter suivant que f (<r) s'annule ou non un nombre
infini de fois entre Mo et P. Plaçons-nous d'abord dans ce dernier
cas qui est le plus général.

i° 11. n'existe entre Mo et P qu7 un nombre fini de zéros de
/Yo-). Il suffit alors de considérer le segment M< P adjacent à P
et où /TO") garde un signe constant qu'i l est loisible de supposer
positif. Quand t croît, le point M placé entre M( et P et lancé

vers P tangentiellement à (G) avec la vitesse , tend vers P quand

t croît indéfiniment. Le point P peut être un point singulier
quelconque et une extrémité analytique de (C). Nous avons donné
plus haut des exemples de cette singularité.

2° y(o") admet une infinité de zéros M<, Ma, ..., M//, . . . entre
'Mo et P. Les points d'arrêt Mi, M^, ..., M,/, . . . tendent vers P
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quand n croît indéfiniment. Le segment M^ P se trouve ainsi dé-
composé en une infinité de segments M^ Ma, M^M^,... qui tendent
vers Pet qui correspondent à autant de mouvements périodiques
(alternativement vrais ou conjugués), dont V amplitude tend
vers zéro. Comme exemple de ce cas, citons les équations

( ^^^"r^5724-^2)'-3!4-^^-^^2^5^2-^)»
(A) <' 2 L4 J 4

1 n Q <

( y= J y2(.y2_^2)î_ ^(.y2_^2) + Ï. __^

Une des trajectoires définie par (A) est la suivante

cos9 sin9
"7T -^TT

ou encore, en coordonnées polaires,

i
7^

cette trajectoire admet l'origine (point d'équilibre) comme point
asymptote, et le mouvement correspondant est défini par l'égalité

dt=d^
V/sin6

Sur chaque arc de courbe 2^TC<;9<;(2/ î4- i)îc le mouvement
vrai est réel et périodique, sur les arcs (2/14- i)7t<;9< 2(/i+ i)^
c'est le mouvement conjugué qui est périodique.

Comme dans le premier cas, P peut être un point singulier
de nature quelconque et une extrémité de (G); quand M tend
vers P, (T peut tendre vers une limite, ou croître indéfiniment
comme dans l'exemple ci-dessus.

Quand la courbe C, dans l'un ou l'autre cas, se prolonge au
delà de P, elle peut passer par un autre point d'équilibre P^ etc.
Il peut arriver que les points d'équilibre forment sur (C) une
suite ayant certains points limites P'qui sont nécessairement des
points d'équilibre ( 4 ) ; mais, dans tous les cas, /(o-) est une fonc-

( 1 ) Par exemple, soit M un point mobile dans un plan et soumis à une force
qui s'annule tout le long d'une certaine courbe ( G ) et soit Mg un point de cette
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lion continue le long de Mo M, qui s'annule en tous les points
d'équilibre singuliers pour la trajectoire et en particulier aux
points limites P\

Toutes les trajectoires singulières qui passent par un point
d'équilibre P ou (a<, 02, . . ., a^) s'obtiendront donc en cher-
chant toutes les intégrales du système

dqi _ dq^ _ _ dqk __ dq\ __ dq\ __ _ dq^
q\ ^~ q 2 - • • •~" q^ — (^-+- l^ - (^-hUa -•••- ̂ ^^k

qui satisfont aux conditions initiales

qi=ai, ^==o, (t = i. 2, . . . , Â-).

Il nous reste à dire un mot du cas que nous avons laissé de côté
où la trajectoire M()P serait remarquable. Si cette trajectoire n'est
que partiellement remarquable, ce qui précède subsiste; mais
quand un segment fini attenant au point P, soit M()P, est tout
entier remarquable, on peut aller plus loin. Tout d'abord, dispo-
sons de la constante h de façon que le point M atteigne le point P
avec une vitesse différente de zéro; la trajectoire se prolonge
alors régulièrement au delà du point P. Si, au delà de P, la
trajectoire est encore remarquable (ce qui a Heu nécessairement
quand P est un point analytique ment régulier des A;y, Q^), ce
prolongement n'est possible que d'une seule manière; sinon une
infinité de trajectoires prolongent régulièrement M^M.

Dans les deux cas, le mouvement sur M()P étant défini par
l'égalité

T=F(or)4- / l ,

si l'on donne à A la valeur F(P), le point M tendra vers P quand
t croîtra indéfiniment. Quand la trajectoire est encore remar-
quable au delà du point P, on a dans le voisinage d e P (où 7=^)

T=A4- (< r—<J ' )2 (A-+-£ ) ,

A ayant une valeur finie et £ tendant vers zéro avec (o"—<r ' ) . En
effet, la trajectoire (C), étant une géodésique, admet en chaque
point, notamment au point P, une courbure continue, et l'égalité

courbe; il peut se faire qu'une trajectoire passant par My rencontre ( G ) en une
infinité de points voisins de Mg qui soient tous points singuliers de la trajectoire.
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F^T^VQ/—^ montre que P'(a-) existe au point P. Si A est

négatif, les mouvements correspondant à de petites valeurs de A
sont périodiques autour de P; si A est positif, la même remarque
supplique aux mouvements conjugués.

Observons qu'une trajectoire remarquable (y) peut d'ail leurs
renfermer un nombre infini de points d'équilibre P formant une
suite. C'est ce que montre l 'exemple des deux équations

ix" == x^ ( 5x s i n — — c o s — ) » y"= o,
V x x ] - '

qui admettent les trajectoires remarquables y==y^ le long
desquelles le mouvement est défini par la relation

(S)' x9 sin — 4- h ;
^y\dt/ -^ '"• x

toutes les racines Xi de l'égalité tang î- = ̂ - correspondent à des

points d'équilibre P qui tendent vers l'origine.
Dans cet exemple, les fonctions X, Y ̂  o sont continues ainsi

que leurs dérivées premières à l'origine. Mais il convient de
remarquer que la singularité en question ne se présente pas si les
coefficients A/y, Q/ sont des fonctions holomorphes dans le do-
maine du point P. En effet, le point P est alors un point analy-
tique régulier de la trajectoire (y) et les var iables y/ sont des
fonctions holomorphes de T dans Je voisinage de 7 ; la fonction

F^(<3-) ̂  ^jQ^~7^ esl donc holomorphe dans le vo i s inage de Œ',

et 7' est nécessairement un zéro isolé de l'^s-). Lors donc que le
point d'équilibre P est un point analyiiquement régulier des
A/y, Q/, toute trajectoire remarquable MyP est prolongeable
analytique ment et reste au delà du point P régulière et remar-
quable; de plus P est un p o i n t d7 équilibre isole s u / ' c e / l e tra-
jectoire.

Observons enfin que les ^/ peuvent être n u l s tou t le long du
segment Mo M de la trajectoire (y). Il faut pour cela et i l su f f i t
que la géodésiqueMoM de T soit un l ieu de poin ts d ' é q u i l i b r e P.
Le mouvement sur M()M est a lors le même que si le sysicme S
n 'é ta i t soumis à a u c u n e force; T est cons t an t .
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Remarque sur le cas où les forces Q( dérivent d^un potentiel
U(yi, <7a, • • . , cfk)' — S'il existe une fonction de forces U, et si,
de plus, les points d'équilibre P ne forment pas un ensemble con-
tinu, les trajectoires (G) qui passent par un point d'équilibre P
sont nécessairement exceptionnelles.

Tout d'abord, les trajectoires (C) pour lesquelles P est un point
ordinaire [T^o en P] dépendent seulement de k paramètres.
Quant à celles pour lesquelles P est un point singulier [T == o en P],
elles satisfont à la condition

U(ai, 02, . . . , 0^)4-^=0.

Ces trajectoires correspondent donc à des valeurs particulières
de A, et par suite ne peuvent dépendre de plus de (2 A- — 2) con-
stantes.

CONCLUSIONS.

Les principaux résultats que nous avons obtenus au sujet des
trajectoires réelles se résument ainsi :

Soit VA un domaine de E^ dans lequel les déterminations choisies
pour les fonctions A,y, Q/ sont 'uniformes et continues; nous
admettons de plus que les dérivées premières des Q, et les dérivées
secondes des A.ij sont aussi continues dans le même domaine.

I. Par un point M de VA passe une géodésique de T, et une
seuley tangente à la direction MT; toute géodésique est proton-
geable régulièrement tant que Von ne sort pas de VA et admet
en chaque point une courbure continue.

II. Toute trajectoire réelle (C) de (S) est prolongeable régu-
lièrement tant que l'on ne sort pas de VA ou que Von ne ren-
contre pas dans VA un point d9 équilibre P (point où tous les Q,
sont nuls).

Une trajectoire (C) ne comporte que deux mouvements distincts
dont l'un se déduit de l'autre en changeant t en — t. Il n'y a
d'exception que pour certaines trajectoires remarquables (y) qui
n'existent pas en général et qui se composent des géodésiques
de T satisfaisant en même temps aux conditions

(A) îl — ̂  — —SA
Pi ~ ? 2 '"•••"?//

XXII . 12
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Ces trajectoires (y) dépendent au plus de (A- — i) constantes;
sur une telle trajectoire une infinité de mouvements distincts
(dépendant d'une constante) sont possibles.

Tout segment de trajectoire réelle compris dans VA et ne ren-
fermant pas de point d'équilibre est parcouru tout entier dans le
même sens d'un mouvement régulier soit vrai, soit conjugué. Il
n'y a d'exceptions que pour une classe de trajectoires dépendant
de k constantes, et qui se décomposent en segments alternative-
ment vrais ou conjugués, les points de séparation étant des points
d'arrêt où T s 'annule et où le système rétrograde. Ces trajectoires
(trajectoires mixtes) ne dépendent plus que de (k — i) con-
stantes et se confondent avec les trajectoires remarquables quand
toutes les courbes définies par (A) dans VA sont des géodésiques.

Quand la trajectoire (C) rencontre dans VA un point d'équi-
libre P, les conclusions précédentes subsistent si la trajectoire (C)
.est remarquable y ou si, (C) étant trajectoire ordinaire, T [qui a
une valeur déterminée en chaque point de (C)] ne s'annule pas
en P. Mais si T s'annule en P, l'arc M()P de (C) ne saurait être
parcouru en un temps fini (si petit que soit M()P) dans le mouve-
ment vrai ou conjugué. C'est une branche singulière de tra-
jectoire qui peut admettre P comme point singulier quelconque
et comme extrémité analytique.

Les seuls points de VA par lesquels puisse passer une tra-
jectoire sans tangente continue sont donc les points d7 équi-
libre P.

III. On peut toujours admettre que VA est tout entier soit de
l'espèce V^ (c'est-à-dire qu 'un point quelconque de VA appartient
à une trajectoire remarquable), soit de l'espèce V^ (c'est-à-dire que
les trajectoires remarquables n'emplissant aucun domaine fini à
k dimensions à l'intérieur de VA).

Ceci posé, plaço'ns-nous d'abord dans le cas particulier où VA
est de l'espèce V^.

Toutes les trajectoires (C) qui passent par un point M de\k
qui n'est pas un point d9 équilibre ont en ce point une tangente
et une courbure continues. Par un point M passent deux trajec-
toires tangentes en M à une direction donnée MT et de courbure
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donnée. .? pourvu seulement que la direction MT ne soit pas la

direction ( j î < , j^, .. ., ^k) et que .. soit supérieur à une certaine

l imite qui peut être nulle. Quand MT coïncide avec la direction
(Ri , pa? • • • î ^h)i ton tes les trajectoires tangentes àMT se confondent
avec la géodésique tangente en M à MT, qui est une trajectoire
remarquable : il ne passe pas par M d'autre trajectoire mixte,
ayant un point d'arrêt dans VA.

Plaçons-nous maintenant dans le cas générai o.ù VA est de
l'espèce V^. Toutes les trajectoires qui passent par un point M
de VA (qui n'est pas unpoint d^ équilibrer admettent en M une
tangente et une courbure continue s,Sauf peut-êtie la trajec-
toire unique qui admet M comme point d^an et. Cette der-
nière a en M une tangente continue, mais n'a pas nécessairement
de courbure. Par un point arbitraire M passent encore deux tra^
jectoîres tangentes à MT et de courbure donnée, pourvu que MT
ne se confonde pas avec la direction (jî,, ^2? • • • • » ^ k ) ' Si MT coïncide
avec cette direction, il existe une infinité de trajectoires tangentes
à MT, mais toutes ces trajectoires ont même courbure en M; il
existe de plus une trajectoire isolée tangente à Mï, admettant M
comme point d'arrêt, et qui n'a pas nécessairement de courbure
en M.

Par chaque point M de VA passent une infinité de trajectoires
mixtes (dépendant d'une constante arbitraire) et présentant un
point d'arrêt M' dans VA.

Que VA soit de l'espèce V^ ou V^, si les A^-y, Q^- sont holomor-
phes dans VA, toute trajectoire est une ligne analytique régu-
lière dans VA, sauf peut-être aux points d7 équilibre P.

Soit maintenant P un point d'équilibre de VA. Par ce point
passent une infinité de trajectoires (C) tangentes en P à la
droite PT, et ces trajectoires ont même courbure que la géodé-
sique qui leur est tangente : elles se confondent avec cette géo-
désique dans le cas particulier où VA est de l'espèce V^ et où toutes
les trajectoires remarquables passent par P. Mais le fai t le plus
important, c'est v^ il peut exister en dehors de ces trajectoires
d'autres branches singulières passant par P et telles que le
segment Mo? d'une de ces branches [si petit qu il soit) ne soit
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parcouru en un temps fini ni dans le mouvement vrai, ni dans
le mouvement conjugué.

Ces branches singulières peuvent ne pas admettre de tan-
gente au point P et ne pas se prolonger analytique ment au
delà. Toutes ces branches s'obtiennent en cherchant les intégrales
du système

d(fi ^ ^7î ^ _ dqk _ dq\ _ _ dq'k
q\ q\ — • • • — ^ ~ PI -+ -UI '~"*~~ p^+n^

qui satisfont aux conditions initiales y/==a/, q\= o, (a<, 03, ...,aA
étant les coordonnées des points P) (1). Ces conditions donnent
en particulier les trajectoires remarquables qui passent par P.

IV. Enfin, quand les forces dérivent d'un potentiel, une trajec-
toire prise au hasard n'est ni mixte, ni remarquable, ni singu-
lière; elle se prolonge donc régulièrement et est parcourue tout
entière dans le même sens d'un mouvement régulier (vrai ou
conjugué) tant qu'on ne rencontre pas un point singulier des
A,y, Q<.

Exemple. — Pour appliquer ces généralités à un exemple,
traitons le cas d'un point matériel libre M ou ( x , y , z ) soumis à
une force (F) qui dérive d'un potentiel U(^,y, -s), fonction holo-
morphe des trois variables réelles .y, y, z\ nous admettons de
, , . ,. . , à[J àV àU , , . ,, ,plus que les trois dérivées .—» —9 -r- ne s annulent simultané-

ment qu^en des points isolés.
Toute trajectoire est une courbe analytique qui se prolonge in-

définiment à une manière régulière tant qu^on ne rencontre pas
un point d'équilibre. De plus, une trajectoire prise au hasard ne

(1) Quand il n'y a pas de point d'équilibre, il n^y a pas de branches singulières.
En général, les points d'équilibre sont isolés, mais ils peuvent, dans des cas par-
ticuliers, former un ensemble continu. Par chaque point d^équilibre P, il peut ne
passer qu'un nombre fini de branches singulières, ou il peut en passer une infinité
dépendant de constantes; c'est ce dernier cas qui est réalisé dans les exemples
cités plus haut; le premier est réalisé dans le mouvement défini par les équa-
tions

x " = x , y " = — y ,

où les seules trajectoires définies par les conditions initiales x •==. o, y -=- o, x' == o,
y'== o sont les deux axes Ox et Oy (trajectoires remarquables).
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passe pas par un point d'équilibre; elle est prolongeable indéfini-
ment d'une façon régulière et un segment fini quelconque est par-
couru tout entier dans le même sens en un temps fini d'un mou-
vement régulier (vrai ou conjugué).

Deux cas principaux sont d'ailleurs à distinguer suivant que les
surfaces de niveau Uj^= const. forment ou non une famille de sur-
faces parallèles. Dans le premier cas, les normales à ces surfaces
forment une congruence de trajectoires remarquables (v). Toute
trajectoire, autre que ces droites, est ou vraie, ou conjuguée. Les
trajectoires mixtes se confondent avec les droites remarquables (y).
Par un point d'équilibre P passent en général une infinité de
normales, formant un cône du second degré, et qui sont autant de
trajectoires remarquables : si on place M sur une de ces droites
(y) avec une vitesse convenable, M tendra vers P quand t croîtra
indéfiniment; la même droite comportera une infinité de mouve-
ments périodiques (vrais ou conjugués) où M oscillera autour
de P.

Quand les surfaces de niveau ne sont pas parallèles, il ne passe
pas par un point arbitraire de trajectoire remarquable. Les trajec-
toires mixtes dépendent de trois constantes arbitraires.

Par un point M de l'espace (qui n'est pas un point d'équilibre)
passent deux trajectoires tangentes à une droite donnée MT et de
courbure donnée; l'une de ces trajectoires est vraie, l'autre con-
juguée. Toutefois, si la direction de MT coïncide avec celle de
(F), toutes les trajectoires tangentes à MT ont même courbure
en M que la géodésique qui est la droite MT, c'est-à-dire ont
en M une inflexion, sauf, toutefois, la trajectoire qui admet M
comme point d'arrêt et dont la courbure en M n'est pas nulle
en général : si la ligne d'action de (F) est trajectoire singulière,
toutes les trajectoires tangentes en M à (F) se confondent avec
celle droite (F). C'est ce qui a lieu, quel que soit M, quand les
surfaces de niveau sont parallèles.

Par un point d'équilibre P passent une infinité de trajectoires
tangentes à une direction donnée PT et toutes ces trajectoires (qui
dépendent d'une constante arbitraire) ont une inflexion en P; tou-
tefois, si PT est trajectoire remarquable, ces trajectoires se con-
fondent avec la droite PT. Mais, de plus, il peut passer par P
d'autres trajectoires singulières qui s'obtiennent en cherchant
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toules les intégrales du système

dx __ dy __ ds _ dy' __ dy' __ dz
x ' ~ ~y' ~~ ~À ~ ~W ~ (W = au

àx ày as

qui satisfont aux conditions initiales ;y'==y'== z1-== o, x == a,
y = b^ z=c (a, 6, c étant les coordonnées du point P)«

Soit, par exemple, un point M attiré par l'origine proportion-
nellement à la distance, les surfaces de niveau sont des sphères de
centre 0, famille parallèle; les trajectoires vraies sont les ellipses
concentriques .à Forigine, les trajectoires conjuguées les hyper-
boles; enfin les trajectoires mixtes, confondues avec les trajectoires
remarquables, sont les droites (y) issues de l'origine. Quand on
remplace l'attraction par une répulsion, les trajectoires vraies et
les trajectoires conjuguées se permutent. Les trajectoires singu-
lières passent par le point d'équilibre 0 et se confondent avec les
droites (v).

Soit maintenant un point M de masse i soumis à la force (F)
qui dérive du potentiel U == xy. Les trajectoires s'obtiennent en
éliminant t entre les relations

x = a ̂ 4- pe-f-+- y cost, y == y.et-\-^e-t—-ycos^, z == et -4- c\

Les trajectoires mixtes correspondent aux valeurs des constantes
a = ^ et c== o. Les seules trajectoires remarquables sont l'axe
des z et les droites y == ±: x^ z == c', qui se confondent avec les
branches singulières passant par chaque point d'équilibre x === o,

y= o, z == c'. Si le potentiel était î—^-, les seules trajectoires

remarquables seraient l'axe des z et les droites x == o, z = d d'une
part ety== o, z = c1 d'autre part, mais par chaque point d'équi-
libre x = o, y = o, z == c' passeraient une infinité de trajectoires
singulières

j^Ce^"-, z==c\

Revenons au mouvement général d'un point. Pour que chaque
mouvement vrai du point M soit périodique, il faut et il suffît
qu'une trajectoire vraie prise au hasard soit une trajectoire fermée
(c'est-à-dire qu'en la prolongeant régulièrement à partir d'un quel-
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conque de ses points, on revienne au point de départ). Pour qu'un
mouvement particulier seulement soit périodique, il faut ou que
la trajectoire vraie correspondante soit fermée et ne renferme pas
de branche singulière, ou que ce soit une trajectoire mixte admet-
tant deux points d'arrêt entre lesquels le mouvement vrai est réel
et régulier, ou enfin que ce soit une trajectoire remarquable (une
droite) qui passe par un point d'équilibre P correspondant à un
maximum de U sur la droite.

D'une manière générale, un mouvement d'un système quel-
conque sera périodique chaque fois que la trajectoire correspon-
dante sera une courbe fermée qui ne passera ni par un point sin-
gulier intrinsèque, ni par un point d'équilibre, pourvu toutefois
que la trajectoire ne soit pas une trajectoire remarquable : par
trajectoire fermée, j'entends une trajectoire (G) telle que le sys-
tème (S) parlant d'une position quelconque sur(C) et parcourant
(C) dans le même sens, revienne à sa position initiale. Mais quand
(C) est une trajectoire remarquable, il faut de plus que, dans le
mouvement, (S) revienne à la position initiale avec la même
force vive, ce qui n'a pas lieu nécessairement. Par exemple, soit
un point M de masse i mobile sur l'hyperboloïde de révolution

guli

•a"2 -+- y2 — z2= i et soumis à la force X == • y J—, Y == —D-—- 9J Xî-}-yï ;y2_^y2

Z == o; le cercle de gorge de la surface est une trajectoire remar-
quable fermée qui ne passe ni par un point d'équilibre ni par un
point singulier intrinsèque; sur ce cercle, le mouvement est défini

TA

par l'égalité dt == ? et l'on voit que le cercle, quand t croît,
y 6 -+- h

est décrit un nombre indéfini de fois avec une vitesse toujours
croissante.

Remarques sur les théorèmes précédents. — La proposition
fondamentale sur laquelle repose toute la discussion précédente,
c'est que les vitesses d'un système restent déterminées, finies et
continues tant que le système occupe à chaque instant une posi-
tion déterminée qui n'est pas une position singulière; mais nous
n'avons rien dit du cas où le système traverse une position singu-
lière, non plus que du cas où le système, quand t tend vers^,
ne tend pas vers une position déterminée à distance finie.

Quand (S) atteint une position singulière non intrinsèque^ la
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difficulté n^est pas sérieuse, puisqu^on la tourne à Faide d^in simple
changement de variables. Mais, si la singularitéNest intrinsèque,
deux circonstances sont possibles suivant que les vitesses ten-
dent ou non vers une limite quand le système tend vers la position
N. Dans la première hypothèse, il faut avoir recours aux méthodes
de M. Poincaré qui permettent, dans des cas très étendus, de dis-
cuter les intégrales correspondant à des valeurs initiales singu-
lières (1).

Mais une difficulté bien plus grave réside dans cette circon-
stance que les vitesses peuvent être indéterminées quand (S) tend
vers N, ainsi que dans le fait que, t tendant vers ̂ , (S) peut ne
pas tendre vers une position limite. Dans un autre travail, nous
ferons voir que ni Fune ni Fautre de ces singularités ne saurait se
présenter quand les équations du mouvement satisfont à cer-
taines conditions. Ces conditions remplies, il est théoriquement
possible de représenter les fonctions qi(t) à Faide de dévelop-
pements qui convergent pour toutes les valeurs réelles de t\
la difficulté consiste à choisir un mode de développement adapté
aux équations étudiées; c'est ici que les nouvelles méthodes d'ap-
proximation de M. Picard semblent appelées à jouer un rôle con-
sidérable.

(') Lors même que cette discussion analytique peut être menée à bonne fin, on
sait qu'elle ne permet pas en général de déterminer sans ambiguïté le mouvement
ultérieur du système. Par exemple, soit M un point de masse i mobile dans le

plan des xy et soumis à la force X = ^ x 9 , Y = o, force bien définie et continue

en chaque point, mais pour laquelle -.— est discontinue le long de l'axe des y.

Chaque fois que le mobile atteint l'axe des y avec une vitesse dirigée selon cet
axe, on a le choix entre trois mouvements ultérieurs possibles, à savoir le mou-
vement défini par l'égalité y = at -+- b jointe à l'une des égalités

a?==o, x-^^t-t^ x^-^{t-t,}\

Le mobile peut d'ailleurs arriver au point d'équilibre x == o, y = b en un temps
fini, avec une vitesse nulle. Dans d'autres cas, on a le choix entre une inf in i té de
mouvements.


