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SUR LES MOUVEMENTS ET LES TRAJECTOIRES REELS DES SYSTEMES;

Par M. Pavr PainpevE.

L’¢tude des trajectoires réelles d’'un systéme soumis a des forces
données rentre dans la théorie des courbes définies par les équa-
tions différentielles. On connait les travaux considérables de
M. Poincaré sur le sujet; les nouvelles méthodes d’approximation
de M. Picard comportent ¢galement d’'importantes applications a
cette théorie. Clest @ un point de vue assez différent que je me
place pour étudier le mouvement et les trajectoires réels d’un
systeme matériel (S) a liaisons indépendantes du temps et
soumis < des forces qui ne dépendent ni des vitesses ni du
temps. Le principal résultat que j'indiquerai ici n’est qu’une pre-
micre application (dans le domaine 7éel) de la méthode que jai
employce pour discuter les singularités essentielles d’une équation
différenticlle quelconque ().

Dans I'étude du mouvement de (S), étude qui revient a 'inté-
gration d’un systéme d’équations de Lagrange, on peut se trouver
en ellet arrété pour des raisons trés différentes. Si; a I'instant ¢,,
le systéme atteint une position déterminée (S,) avec des vitesses
déterminées, il n’y a aucune difficulté a poursuivre la détermina-
tion du mouvement, pourvu que la position (S,) soit régulicre :
j’entends parla que, dans le voisinage de (S,), les coefficients des
équations de Lagrange sont des fonctions réguliéres des para-
metres ¢y, « . -, ¢, qui définissent la position de (S). Quand (S,)
est une position singulicre, il faut avoir recours aux travaux de
M. Poincaré et de M. Picard sur les intégrales des équations dif-
férentielles qui répondent & des condilions initiales singuliéres.
Mais une difficulté d’un tout autre ordre provient de ce fail que,
¢ tendant vers ¢, la position de (S) ou ses vitesses peuvent ne pas
tendre vers une limite; autrement dit, les fonctions ¢;(¢) ct ¢ (1)
peuvent devenir indéterminées pour ¢ = £,, ct cela sans que rien
le fasse prévoir sur les équations différentielles.

La proposition que j’ai en vue s’énonce ainsi : Si, ¢ tendant
vers ty, (S) tendvers une position régulicre, sesvitesses tendent

(*) Voir les Comptes rendus de U Académie des Scicnces (mars 1893).
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respectivement vers une limite finie. De plus, si, t croissant in-
définiment, (S) tend vers une position réguliére, cette position
est nécessairement une position d’équilibre, et toutes les vi-

’ i
tesses tendent vers zéro avec 7

D’aprés cela, si pour £ = ¢, le mouvement cesse d’étre régu-
lier, c’est que (S) ou bien atteint une position singuliére, ou bien
ue tend vers aucune position limite quand ¢ tend vers ¢,. Cette
derniére singularité peut d’ailleurs se présenter : il arrive que les
fonctions (],-('t) deviennent indéterminées pour des valeurs réelles
de ¢, variables avec les constantes. Toutcfois, cela n’a jamais licu
quand certaines condilions sont remplies ; mais c’est 1a un point
qui fera 'objet d’un travail ultérieur.

Le théoréme que je viens de citer, joint a4 des considérations
tout ¢lémentaires, entraine quelques conséquences au sujet des
trajectoires réelles. Voici les plus importantes. Regardons les va-
riables réelles ¢y, .. .. gz comme les coordonnées d’un espace a
k dimensions; soit Ex un domaine de cet espace ou les coefficients
des équations de Lagrange sont holomorphes, et soit (G) ou
[¢i=9i(q:), i=2, ..., k] un fragment de trajectoire contenu
dans E;. En chaque point M de (C), la force vive T de (S) a unc
valeur bien déterminée; une trajectoire ne comporte donc que
deux mouvements distincts, différant seulement par le sens,
mouvements réels si T est positif, imaginaires si T est négatif.
Mais les mouvements imaginaires deviennent réels (et récipro-
quement) quand on change ¢ en it ou, ce qui revient au méme,
quand on change le sens de toutes les forces appliquées au sys-
téme. En appelant mouvement conjugué du mouvement vrai le
mouvement de (S) qui correspond aux nouvelles forces, on voit que
les trajectoires réelles se divisent naturellement en trajectoires
vraies et trajectoires conjuguées. 11 existe un faisceau a & para-
mctres de trajectoires pour lesquelles T s’annule au moins en un
point M’ (qui n’cst pas un point d’équilibre); en ces points, dits
points d’arrét, le systéme rétrograde sur la trajectoire, qui est
alors formée de segments alternativement vrais ou conjugués,
s¢parés par les points M'; nous la nommons trajectoire mizxte.

II peut exister toutefois (mais il n’existe pas en général) des tra-
jectoires exceplionnclles qui comportent une inlinité de mouve-
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ments; ces trajectoires sont nécessairement des géodésiques de T,
et elles dépendent au plus de (4 — 1) paramétres. Elles seront
dites trajectoires remarquables. Quand elles dépendent précisé-
ment de (kK — 1) paramétres, elles se confondent avec le faisceau
des trajectoires mixtes dont le nombre de paramétres s’abaisse
d’une unité.

Ces définitions adoptées, soit M un point de Ex; par ce point
passent une infinité de trajectoires réelles (C) tangentes & une
direction quelconque donnée et qui dépendent d’une constante
arbitraire; ces trajectoires sont toutes des courbes analy-
tiques réguliéres dans le voisinage de M. Elles comprennent
un faisceau a un paramétre de trajectoires mixztes présentant
dans E; un point d’arrét, une trajectoire (C,) (et une seule)
pour laquelle M est un point d’arrét. Cette trajectoire se réduit
a un point si M correspond a une position d’équilibre de (S).
Enfin, quand par un point M passe une trajectoire %emar-
quable, elle se confond avec (C,); si toutes les trajectoires (C,)
sont remarquables, elles se confondent dans Ej avec les trajec-
toires mixtes.

1l ne passe pas par le point M d’autres trajectoires, si le
point M r’est pas une position d’équilibre. Cette proposition
peut paraitre évidente au premier examen; en réalité, elle n’est
exacte qu’en vertu du théoréme énoncé tout a I'heure, et elle se
trouve en défaut pour les points d’équilibre. Par un point
d’équilibre M, il peut passer, en outre du faisceau régulier de
trajectoires, des branches sincuLikres de trajectoires (C), qui
présentent au point M des singularités de nature quelconque, par
exemple n’ont pas de tangente; si voisin qu’on prenne M’ de M,
U’arc MM’ de (C) n’est parcouru en un temps fini ni dans le.
mouvement vrai, ni dans le mouvement conjugué. En général,
le systéme (S) tend sur (C) vers la position M quand ¢ croit indé-
JSiniment, dans I'un des deux mouvements vrai ou conjugué. Il
arrive aussi que M est sur (C) un point limite d’une suite de
points d’arrét M, M,, ...; la branche MM’ se décompose alors
en une infinité de segments M, M, MyM,, ... qui correspondent
a autant de mouvements périodiques de (S), alternativement vrais
et conjugués. Enfin, il peut exister sur (C) une infinité de points
d’équilibre (de I'unc ou Pautre des espéces précédentes) formant



— 139 —

des suites dont le point d’équilibre considéré M soit un point
limite.

Tout fragment MM’ de trajectoire, intérieur a E, qui ne com-
prend pas de branche singuliére, notamment tout fragment qui ne
passe pas par un point d’équilibre, est parcouru tout entier en un
temps fini dans le méme sens, d’un mouvement soit vrai, soit con-
jugué; toutefois, dans le cas exceptionnel ol (C) est une trajectoire
mixte, MM’ se décompose en un nombre fini de segments jouis-
sant de cette propriété; si MM’ appartient a une trajectoire re-
marquable, il est parcouru tout entier dans le méme sens d’unc
infinité de maniéres, mais un point quelconque de MM’ est point
d’arrét pour d’autres mouvements.

Quand les forces dérivent d’un potentiel, tout segment MM/
(intérieur a Ex) d’une trajectoire prise au hasard, est par-
couru entiérement en un temps fini, dans le mouvement vrai
ou conjugué. Il n’y a d’exception que pour des faisceaux par-
ticuliers de trajectoires.

Tels sont les principaux résultats qui seront développés dans
ce Mémoire. Je commencerai par établic quelques propositions
bien simples concernanl les équations différentielles des trajec-
toires.

NOMBRE DES CONSTANTES DONT DEPENDENT LES TRAJECTOIRES.

Considérons un systéme (S) a liaisons indépendantes du temps,
et soumis & des forces également indépendantes du temps, mais
que nous ne supposons pas encore indépendantes des vitesses. Le
mouvement de ce systéme est déterminé par les équations de
Lagrange
1) %<%>—%=Qi(9hanm s oo q%)s %292,
. l (i=1,2,...,k),

ol

rr d52
2TEEQL’7/‘AU(91’72; e qE)= o (Aij=Aj),

ct ot le discriminant A de la forme quadratique T n’est pas iden-
tiquement nul.

Soient tg, ¢35, ..y g, 40y Gy - oy g les valeurs de ¢, qa, ..., g1y
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Gy Qs - - > s, pour une valeur donnée de ¢,, soit ¢, =o; les
équations (1) définissent ¢y, g2, « .+, ¢k, ¢\, - - -, ¢3 en fonction
de ¢t — ¢, et des (2k — 1) constantes arbitraires ¢3, ¢3, -+ ., ¢i,
770, .., q;. Exprimons ¢., ..., gx en fonction de ¢, en élimi-
nant ¢, et ¢onvenons de dire que les relations g =29:(q,), .-,
qx= @x(qy) ainsi obtenues définissent les trajectoires du systéme.
H est clair que ces trajectoires dépendent au plus de (2k — 1) con-
stantes, & savoir g3, ..., ¢¢, ¢\, ..., ¢0; d’autre part, elles dé-
pendent au moins de (24 — 2) constantes distinctes, puisque, pour

, dq, dqp Lt , .
¢y donné, g, ..., qx, 2 dgs peuvent recevoir des valeurs

arbitraires. Il est bien facile de voir qu'en général le nombre v
des constantes distinctes dont dépendent les trajectoires est égal
a 2k — 1, et de trouver & quelles conditions ce nombre se réduit
a2k —o.

Résolvons en effet les équations (1) par rapport aux ¢;. Si a;
représente ce que devient le discriminant A quand on y remplace
les éléments de la premiére colonne par Qy, ..., Qx; enfin, si P;
représente une certaine forme quadratique par rapport aux ¢;, on
peut écrire”

(2) q;<=1>l-+%:pi+p,», (E=1,2,..., k).

Nous avons d’autre part

" d2q; 12 dq: "
(Ii:‘d%(/f""c%‘h

et par suite

] dq; ‘ dq;
d°q; <Pt“‘ dq, P1> -+ <f3l—— % 31)

(3) dgt ~ R ’ (E=12,3,..., k).
Dans ce qui va suivre, nous représenterons par ¢y, ¢, - - - les
, -, dg; d2q; .
dérivées dZ;: dqq?l’ -++5 et par II; ce que devient P; quand on y
1

remplace ¢, par 1, ¢, par ¢, ..., ¢, par ¢, L’équation (3)
devient ainsi

(4 gln=T;— g\ T+ &Lq‘%;_”_?i (i=2,3,..., k),

les 8 élant des fonctions de gy, v ooy Gy s Qlary -+ o) Qiay-
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Deux cas sont alors a distinguer : si le second membre de toutes
les ¢quations (4) est indépendant de ¢, le syst¢me (4) forme un
systéme de (A —1) équations du second ordre portant sur les & va-
riables ¢4, ¢2, ..., q&, et ces équations définissent ¢., gz, +. .,
qx en fonction de ¢, et des (24— 2) constantes arbitraires ¢3, ...,
sy @35 ++ -5 @iy S1au contraire ¢, figure dans une au moins des
équations (4), soit dans la premiére, on peut disposer de ¢'* pour
que ¢ ait une valeur arbitraire (en méme temps que g3, ..., gy,
Giayy -+ -3 qy) et les fonctions gq, ..., gz de ¢, dépendent de
(2k — 1) constantes arbitraires.

Pour que les seconds membres des équations (4) soient indépen-
dants de ¢/, et par suite que v =2k — 2, il faut et il suffit évi-
demment que les (k — 1) expressions ¢, B;— ¢ soient homo-
génes et du troisiéme degré par rapport auz q;. Sil’on désigne
par a;; le mineur de A relatif a 'élément A;;, on a d’ailleurs

(5) Bi= %(anQ1+aan+---—l—aika),

ct inversement
(6) Qi: A“pi-—i—Amﬁg ...+ Aikp/.--

Le nombre v sera en particulier égal 4 (2 & — 2) sitous les coef-
ficients Q; sont homogénes et du second degré par rapport aux
vitesses. ‘

Quand les Q; ne dépendent pas des vitesses, il en est de méme
des B;; pour que v soit égal & 2k — 2, il faut donc et il suffit que
les expressions 3;¢, — B. ¢} soient identiquement nulles, ce qui
entraine

Bi=:Ba=...=fr=o0,

Q== Qy=...== Q== o.

ct par suite

Les trajectoires sont alors les géodésiques du ds?.

Un cas remarquable est celui ou, les forces dépendant des vi-
tesses, les trajectoires du systéme coincident avee les géodésiques
du ds?. Pour qu’il en soit ainsi, il faut ct il suffit que les (A —1)
conditions &; ¢, — 8, ¢;== o soient remplies, ¢’est-a-dirc qu’on ait

B B

7 q

I Pl': = A

7k

|

1
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ou encore, d’aprés (6),

T JT JT
(7) QI=15?,‘-) Qi_)\-d;;’ seey Q,.=l___

)} désignant une fonction quelconque de ¢;, g;.

Pour que les trajectoires de (1) coincident avec les géodé-

siques de ds?, il faut donc et il suffit que Q,, Qa, ..., Qx sotent
roportionnels & 2%, O or
S oy ey e
prop 99y 993
Quand ces conditions sont remplies, les trajectoires (qui sont
les géodésiques ) une fois obtenues, il reste a intégrer une équation

dt .
o t est donné

ensuite par une quadrature. Dans le cas ou A est homogéne et du
premier degré par rapport aux ¢;,

différentielle du premier ordre pour obtenir

A=q1S(q1, -y Qs Tizrs ++ o5 Gik))
le théoréme des forces vives donne aussitot

dT =2 fT dq,,
d’ou, en intégrant,

T= esz(r/“...,qk, :l—i:]’—:, eey %—f) dq,;

t s’obtient ainsi & I'aide de deux quadratures.

I1 est facile d’interpréter, dans des cas particuliers intéressants,
ces conditions (7). Si, par exemple, le systéme (S) se réduit a un
point libre M, ces conditions expriment que la force F qui s’exerce
sur M a constamment méme ligne d’action que la vitesse de M. Si
le systéme (S) est formé de points matériels libres M; de masse m;;,
les conditions (7) expriment que la force (F;) qui s’exerce sur
chaque point M; a pour ligne d’action la vitesse ¢; de M;, et que
de plus les forces F; sont entre elles comme les quantités de mou-

P Fo

vement m;¢;, —— = . Enfin, dansle cas du mouvement d’un
Y0 gy m;v; ’

point sur une surface, les conditions (7) expriment que la pro-
jection (sur le plan tangent a la surface) de la force donnée est
-constamment dirigée selon la vitesse du point : c’est ce qui arrive
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quand un point est mobile avec frottement sur une surface dans
un milieu résistant.

Sans insister davantage sur ces applications faciles, je vais me
placer désormais dans I’hypothése ou les forces Q; ne dépendent
pas des vitesses.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES TRAJECTOIRES. — MovuvEMENTS
POSSIBLES SUR UNE TRAJECTOIRE. — TKAJECTOIRES REMARQUABLES.

Les trajectoires ;= ¢;(q,) définies par le systéme
d /oT\ oT dgi .
(1) E(H)’"F&—Ql(qh'“vqk), ar =10 (i=1,2,..,k)
dépendent de (2k — 1) constantes 4 moins que tous.les Q; ne
soient nuls.

Quand tous les Q; sont nuls, les trajectoires dépendent de

(2k — 2) paramétres et sont données, comme on sait, par le
systéme

si 'on pose
’-——-ZAuq?uqij)E 5‘;—} (q(n=l, 9w = %gf)-
Le mouvement sur chaque géodésique est défini par1’égalité
T =k,

oli & est une constante arbitraire, et qui donne ¢ par la quadrature

t— ty= ﬁfqu,.

On voit que sur la méme trajectoire une infinité de mouvements
distincts sont possibles; nous ne regardons pas comme distincts
deux mouvements qui se déduisent I'un de 'autre en augmentant
t d’'une constante.

Je ne dirai rien de plus, pour I'instant, sur ce cas particulier.
J'aborde immédiatement le cas général o les Q; ne sont pas
tous nuls.
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IFormons, dans ce cas, les équations diflérenticlles des tra-

jectoires ; nous avons déja obtenu le systéme

g+ qioh—1 _ qly+ 9(’2)“1““2,
Bi— gt Ba— gz B

(a) (T=3,4, ..., k),

, dt \?
la valeur commune de ces rapports étant <7¢}—> .
1

D’autre part, posons
Yi=Bi—qwby = 9bh+q0Th—T;
ct différentions par rapport a ¢, I'égalité

gpe = gmb ¥
G+ qnhi— 1l YA

2

d 1 ” i 9 A . .
en remarguant que Iq gl=12q,=12 <II, —]‘% -+ B,); 1l vient
1 ‘_

d 1
() 2?1%:)"1';_2_'_23“
¢galité de la forme
wo =33+ gy Mzg—+ M;
9= o -

Mo — q(a)

ot My et My désignent des polyndomes du troisiéme ct du cin-
quitme degré en gy, « .., ¢/ ct M, unc simple fonction des ¢;.
J'ai indiqué dans un autre travail (voir le Journal de Mathé-
matiques, 1894 ) quelques propriciés du systéme différentiel («)
et (b)) qui définit les trajectolres. Je me borneral a rappeler ict
que les équations des géoddésiques de 'l s’obtiennent en égalant a
zéro les numérateurs 4, des rvapports («); il suit de la que les
géodésiques de I font partie des trajectoires; en effet, elles satis-
font aux ¢quations («). et comme U'équation (&) peut s’écrire

clles vérifient aussi cette équation. Les géodésiques de T forment
done, quels que soient les Q;, un faisceau de trajectoires a 2 (A — 1)
paramétres.

Détermination du temps. — Quand le systéme («), (b) estin-
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tégré, on connait ¢, ..., ¢z cn fonction de ¢4 et de (2/ —1)
constantes arbitraires; le temps ¢ est alors donné par unec quel-
conque des égalités

(¢) d,=d71\/;%f:d(11 iU

c’est-a-dire par une quadrature.
On voit qu'une trajectoire ne comporte que deux mouve-
ments distincts ('), qui se déduisent 'un de I'autre en changeant ¢

4_(/;,.,u,_u,3
f_(/Zi)pi

2

en — ¢. En particulier, si cette trajectoire est une géodésique
dt .
quelconque, on trouve =9 t =t,. Inversement, si 'on a
1
di . . T
=" tous les +/; sont nuls et la trajectoire est une géodésique.
[ 1 *

Quand on connait une trajectoire particulicre, le mouvement
sur cette trajectoire est défini par la simple quadrature (c¢).

Trajectoires remarquables. — Il peut exister toutefois des
trajecloires exceptionnelles, que nous appellerons trajectoires -
marquables, pour lesquelles les conclusions précédentes sont en
défaut; ce sont les trajectoires qui donnent a tous les rapports L

¢,

la forme ~» autrement dit qui satisfont & la fois & toutes les

égalités
t Y2= Y3 = TE=YR=O
e

dq. dq, dqs dqy
a | - TR e =L T e
( ) Bl ﬁz Ps r(.‘/:

Les trajectoires remarquables seront donc les géodésiques (s'il
en existe) qui vérifient les équations (d).

En général, ces conditions sont incompatibles; dans tous les
cas, d’apres (d), les trajectoires remarquables ne peuvent dé-
pendre de plus de (k — 1) constantes.

Sur une trajectoire remarquable, une infinité de mouvements
distincts sont possibles. En effet, il est loisible de remplacer les

(*) Cette proposition svbsiste quand les Q, renferment les ¢'; si le nombre v
des constantes qui figurent dans les trajecloires est égal & 2k — 2, chaque tra-
jectoire comporte une infinité de mouvements; si v = 2k — 1, chaque trajectoire
(& part des trajectoires exceptionnelles) ne comporte que deux mouvements qui
"ne different que par le signe de ¢,

XXIIL. 10
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¢quations du mouvement par les équations (3)

o , 0— B b o
(3) o=qly+quh—1i+ M—‘(‘;—i‘ré‘ =ri-gr (=m0 0k),
1 1

jointes d une des équations de Lagrange ou, si 'on veut, & Pégalité
des forces vives

dT = Qudgq\+ Qe dgs+...+ Qv dq;-

Par hypothése, la trajectoire considérée, satisfaisant anx équa-
tions ;= 0, ¥;= o, salisfait aux équations (3); le mouvement
sur cette trajectoire est donc défini par la seule égalité

T=gq?flqu @i 1 qlar s Gl =f[Q1+Q29f2)+---+Q1-7(’A-\] 7

ou ¢ncore
_ AU
dt = dql \/OT—W—{— h,

dt ,,
27 dépend donc d’une constante & (*).
i
Le mouvement du systéme (S) sur une trajectoire remarquable
est celui d’un systéme & liaisons complétes; les points matériels
d’un tel systéme ne parcourent qu’une trajectoire, mais peuvent la
parcourir d’une infinité de maniéres.

Exemple. — Comme application, prenons I'exemple d’un point
matériel libre M ou (z, y, ) soumis & une force F ou (X, Y, Z).
Quelles seront les trajectoires remarquables de M? Ce seront les
droites D (s’il en existe) telles qu’en tout point (z, ¥, %) de D la
force (F) ait D pour ligne d’action. A quelles conditions ces tra-
jectoires dépendront-elles de A —1==2 paramétres? Les droites D
forment alors une congruence; par un point (x, y, 5) quelconque
passe une trajectoire D, et tout le long de D la force I est dirigée
suivant cetle droite. L’ensemble des lignes d’action de I, qui, en
général, constitue un compleze, doit donc se réduire a une con-
gruence; invexsement, quand cette condition est remplie, toutes

(*) Il w’y aurait d’exceplion que si f(g,) était identiquement nul, c’est-a-dire
si la géodésique satisfaisait & I'équation ds*= o. Il est clair qu’elle ne pourrait
correspondre alors a un déplacement réel des points du systéme matériel. Clest
i un point sur lequel nous reviendrons tout & 'heure.
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les droiles de la congruence sont des Lrajectoires remarquables.
Si notamment I¥ dérive d’un potentiel U, la condition exprime
que les surfaces de niveau sont paralléles. Le cas ou I est une
force centrale ou paralléle a une direction fixe sont des cas simples
ot la condition est remplie.

Remarque. — 1l convient de faire au sujet de cet exemple une
remarque d’une portée générale. Ne considérons que les valeurs
réelles de z, y, 5; 51 X, Y, Z sont des fonctions analytiques de
ces variables, holomorphes pour toutes les valeurs réelles de ces
variables, il est clair qu’un segment de droite D ne peut étre tra-
jectoire remarquable sans que la droile tout entiére jouisse de
cette propri¢té; il est clair également que siles forces forment une
congruence dans une certaine portion de 'espace, clles forment
unc congruence dans tout I'espace. Ceci est encore vrai quand les
fonctions X, Y, Z présentent des points singuliers pourvu que ces
points ne forment pas de surfaces séparant U'espace réel en parties
distinctes.

Mais quand les fonctions X, Y, Z ne sont pas analytiques, ou
quand, étant analytiques, elles présentent des surfaces coupures
séparant 'espace en plusieurs parties, il n’en est plus ainsi en
général. Il peut se faire qu'un segment seulement de droite soit
trajectoire remarquable, et aussi que pour les points x, 3, 5 d'un
certain volume les forces I° forment une congruence tout en for-
mant un complexe pour les points d'un autre volume ().

C’est ce qui a lieu, par exemple, si le point M est soumis, &
I'intérieur d’une sphére ¥ de centre O et de rayon ., a la force
centrale X=u, Y=y, Z =75, et 4 l'extérieur de = & la force
X=a—(r—1, Y=y, L=2s, (r=\z*+y*+ z*) : chaque
diameétre O de la sphere est une Lrajectoire remarquable et peut
étre parcouru par le mobile d’une infinité de fagons, mais quand
le mobile sort de la sphére il quitte la droite D pour suivre une
trajectoire tangente a la droite et d’autant plus voisine de D que
sa vitesse de sortie est plus grande.

(*) Quand les fonctions X, Y, Z sont a pluasicurs valeurs, il pcut se faire que, pour
lc m¢me volume, lcs forces forment une congrucnce si I'on choisit une certaine
détermination des X, Y, Z, et un complexe si Pon choisit une autre détermina-
tion



Pour é¢chapper & toute ohjection, il faut done énoncer ainsi la
condition trousée tout a P'heure :

Soit V une portion d’espace ou les X, Y, Z ont une valeur bien
déterminée; la condition nécessaire et suffisante pour qu’il passe
une trajectoire remarquable par un pointarbitraire de 'V, c’est que
les forces F (relatives aux différents points de V) forment une
congrucnce; ou encore, s'il existe une fonction de force, que les
surfaces de niveau contenues dans V soient paralléles.

La méme observation s’applique & un systéme (S) quelconque,
mais il sera plus commode de la développer aprés avoir fixé la
terminologic que nous emploierons dans I’étude des trajectoires
réelles que nous allons aborder maintenant.

Tk tecroireEs REELLES ET MOUVEMENT REEL.

Choiz des paramétres. Définitions. — 1l est toujours loisible
de choisir les paramdétres indépendants ¢, g2, ..., gk qui défi-
nissent la posiiion d’un systéme (S)de fagon que pour toute posi-
tion réelle a distance finie du systéme les ¢y, . . ., ¢4 alent une va-
leur unique, réelle ct finie. Il suffit, en effet, z;, y;, 5; étant les
coordonnées d’un point matéricl M de (S), de choisir, comme pa-
ramétres, k de ces coordonnées qui soient indépendantes.

Nous regarderons, dans ce qui va suivre, ¢y, ¢, - - ., Jx cOMme
les k& ccordonnées rectangulaires d'un espace & k& dimensjons;
quand (S) occupe toutes les positions réelles possibles, le point M
ou(q, ¢a, - -, qk), qui lui correspond dans cet espace, varie dans
un certain domaine réel E; qui ne comprend pas nécessairement
tout 'espace. C’est ce domaine Eg, ot a tout point M correspond
une position réelle du systéme, que nous prendrons exclusivement
comme champ des variables ¢, q2, ..., ¢s.

La position et la vitesse de chaque point M; déterminant sans
ambiguité la force vive 2T, chaque position réelle de (S) définit une
valeur réelle et une seule des coelficients A;;. Mais an point M de Ex
peuvent correspondre plusieurs positions de (3); les coefficients A;;
forment alors un systéme multiforme de fonctions réelles définies
dans Ej; a chaque point M de E; et a une détermination arbi-
trairement choisie des A;; correspond unc position réelle de (S)
et une scule.
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La méme remavque sTapplique aux cocflicients

Qi= E\,‘% + Y,% +ngf,f'
]

quand les forces données X, Y;, Z; sont délinies sans ambi-
guilé pour chaque position réelle du systéme : c’est ce qui a tou-
jours lieu dans les applications. S’il en était autrement, observons
seulement qu’il faudrait fixer celle des déterminations X, Y, Z;
qu'on choisit au début du mouvement, afin que les conditions
mécaniques initiales du probléme fussent pleinement déterminées.

Nous supposons que les diverses valeurs des A;;, Q; définissent
dans E; autant de fonctions uniformes continues admettant des
dérivées premiéres et secondes continues ('), sauf en cerlains
points N de E; que nous appelons points singuliers de ;. En
un point N une au moins des fonctions A;;, Q; ou de leurs dérivées
est discontinue, ou bien deux de ces déterminations devicnnent
égales. Ces points N, dans le cas le plus défavorable, forment une
surface & (k —1) dimensions dans Ex, soit ¢(q,, ¢a, ..., qx) =0;
la surface qui limite Ej en'fait partie, quand K4 n’embrasse pas tout
Iespace.

J’ajoute que, les paramétres ¢; étant convenablement choisis, le

discriminant A de T ne s’annule pas dans E;. Autrement les %—;7,
13

et par suite T, s’annuleraient en un point M de Ej et pour des
valeurs réelles des ¢;; @ M correspond une position réelle du
systéme et aux g; des valeurs réelles des 2, ¥, 5}, qui ne sont
pas toutes nulles si ¢,, par exemple, coincide avec zj. La somme
Tmj(x} 4y + 57) serait donc nulle pour des valeurs réelles
des z', y', 5' différentes de zéro, ce qui est absurde (2).

En définitive, le mouvement de (8) sera défini par les équations

o

) qi="P;+ Biazli,s(qn e @1)g0qs + Bi(q1- -y qi),

r,s

(

ou les )‘im et les 8, sont des [onctions réelles (4 une ou plusicurs

() Il suffit méme que les Q, admettent des dérivées premiéres continues.
(*) Ceci est encore vrai ¢videmment si S est un systéme continu qui dépend
de k paramdctres.
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déterminations) continues dans Ej ainsi que leurs dérivées pre-
micres, sauf en des points singuliers N.

Dans les applications, les diverses valeurs des A;;, Q;, par suite
les )\ﬁ.s, 3; sont des fonctions analytiques holomorphes de G,
G2y - -, ¢k, sauf en certains points N’ de Ex que nous appellerons
points analytiquement singuliers (*). 1l arrive que ces points N’
forment des surfaces décomposant Ex en volumes distincts Ej,
% -+-; nous disons alors que les fonctions A;j;, Q; présentent
(dans E4) des coupures fermées; en particulier, quand les A;;, Q;
sont multiformes, il peut se faire que dans le méme volume E;
deux déterminations d’un-de ces coefficients soient deux fonctions
analytiques différentes.

Dans tous les cas, si I'on place le systéme S dans des conditions
mécaniques initiales arbitrairement choisies, les valeurs corres-
pondantes des ¢; — ¢; ainsi que les valeurs initiales des Ay, L;
sont déterminées sans  ambiguilé, et quand’le point M ou
(q1, -y q&) varie (dans E;) d’'une maniére continue, il n'y a
aucune difficulté & suivre les variations des A;j, L;, tant que M ne
passe pas par un point singulier N.

Jajoute que plusieurs des restrictions précédentes ne sont
nullement essentielles. Quand on assnjettit seulement T & la
condition que A ne soit pas identiquement nul, et quand on em-
brasse tout'le champ véel Ex ot les A;;, Q; restent réels, tout
ce que nous allons dire subsiste, pourvu toutefois qu'on ajoute
aux points singuliers N les points de E; ot A s’annule.

Précisons maintenant quelques définitions relatives aux courbes
(C)[ougi=2i(q:), =2, 3, ..., k] de I'espace E4. Soit d’abord
k=2; si la courbe (C), ou ¢, =¢2(q,), admet dans le voisinage
de M, une tangente conlinue, on peut rapporter ¢, et ¢, a l'arc o
compté a partir de M, positivement dans un sens déterminé.
Quand 5 croit par exemple a partir de o, a chaque valeur de o
correspond un point M de (C) et un seul, tant que o n’atteint pas
une certaine limite &, qui peut étre infinie. Pour o, =00, deux
hypothéses sont possibles; quand & croit indéfiniment, ou bien M
ne tend vers aucun point M, & distance finie, ou bien M tend vers
une position limite M;. Quand &, est lini, M tend sirement vers

(*) Tous les points N sont des points N', mais la réciproque n’est pas vraic.
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un point M; ('). Dans ces deux derniers cas, nous dirons que la
courbe (C) passe par My, mais il convient de remarquer que M,
peuwt étre un point singulier de nature quelconque, notamment
un point asymptote de C.

Ces remarques s’étendent aussitdt 3 un espace Ex quelconque.
Si les (A — 1) fonctions ¢; = ¢;(g,) qui définissent (C) admettent
dans le voisinage de ¢} des dérivées premiéres continues, posons
(suivant la termmologle adoptée)

do*=dq}+ dq}+...+ dq},
et appelons longueur de 'arc M;M de (C) 'intégrale curviligne
n
s —_-.-f ds, effectuée le long de (C).
N

Quand on rapporte ¢,, ..., gx & ¢ (compté positivement i
partir de M, dans un sens déterminé), a chaque valeur de & cor-
respond un poinit M et un seul, tant que ¢ n’atteint pas une cer-
taine limite o, (qui peut étre infinie). S¢M tend vérs une position
limite My quand o tend vers o, (ce qui a toujours liew quand s,
est fini) on dit que la courbe (C) passe par M,. Cette définition
revient & la suivante : (C) passe par le point M, ou (a,, da, ..., ax),
si chacune de ses projections g;=¢;(q,) sur le plan des ¢, ¢;
passe par le point a,, a;.

La tangente a (C) au point M, sera la droite

—q _2—q% _  _ qx— ik
d‘]l ngﬁ) PN qu )
ds ] ( ds /g ds

dont les cosinus directeurs sont ( ) Si ¢y qay - -y gk sont

fonctions de ¢, la vitesse sera le segment qui a comme projections
sur Oqy, ..., Oqx les valeurs ¢ (¢), ..., ¢%(¢), segment dirigé

d
selon la tangente et dont la longueur est =-- La courbure sera

dt
\/2 (zo'l

(*) D’une fagon précise, on entend par 1a que, € étant donné & V’avance aussi
petit qu’on veut, on peut déterminer a de facon que la distance MM, reste moindre
que ¢ quand ¢ varic de 6,— a2 & g, (ou, dans lc cas de o, infini, quand & croit &
partir de x).

Pexpression
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Unarc de courbe MyM, de (C) sera dit régulier, si, ¢n chaque
point M de cet arc (les extrémités comprises), (C) admet une tan-
gente continue. Analyliquement, cela signifie que les ¢; ¢tant
rapportés a l'arc, soit ¢;=4;(s), le point M parcourt MM, quand
o varie entre deux limites finies &, et 3, et que les fonctions ¥;(s)
admettent des dérivées premicres continues entre o, el s, (les
valeurs extrémes comprises).

Si (C) est une courbe analytique, les ¢; sont des fonctions
analytiques de o. L’arc MyM, de (C) sera dit analytiquement
régulier si pour toute valeur de & (5,<5<5,) les fonctions J; sont
holomorphes.

Cette terminologie adoptée, revenons au mouvement réel d’un
systéme (S). Partons d’un point M, de E4avec une valeur particu-
liere des A;j, Q;, et considérons autour de M, un volume Vi de E;
a l'intérieur duquel les déterminations choisies pour les A;j, Q;
soient réguliéres, j’entends restent uniformes et continues ainsi
que leurs dérivées premiéres et secondes. 11 suffit pour cela que V;
ne renferme aucun des points singuliers N.

Les coelficients ). ,, 8; des équations (2) ont ainsi dans V4 une
valeur unique.

Si M, ou (g}, ..., q})est la position de M au temps t,, et v, ou
(g7, --., qi) sa vitesse initiale, les équations

(2) qi=P:;+ 8 (Fi=1,2, ..., k)

définissent wn mouvement et un seul, par suile une trajectoire et
une seule, répondant a ces conditions initiales. On voit que par M,
passent une infinité de trajectoires tangentes en ce point; la
valeur absolue ¢, de la vitesse initiale permet de disposer arbi-
trairement de la courbure en M, de ces trajectoires. Par M, passe
une géodésique et une seule tangente en M, & une droite donnéc.

Qu’arrive-t-il quand la vitesse ¢, croit indéfiniment, sa direction
restant invariable? Si I'on prend ¢, comme variable indépendante,

les équations (2) deviennent, e¢n posant ¢, = ri,
1
dt dar
SE—(]—l—:r,, :i;'—' =—nrI;—rif,
(2)

dq; dqg/; . .
( o PG~y — g M+ (Bi— g0 B 7Y (P=2,3, .0 k),
1

qu S/IGE a’(]
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Ces équations admetlent un systéme d'intégrales, et un seul, tel
qu’on ait, pour g, = ¢¥,

—_— e 0 . — 0 o o .
t=t¢y, ry=ry, 7i=49q;» 2= 93>

ces inlégrales varient 'avec ) d’une maniére conlinue, el pour
1} = o sont de la forme

t=1ty =0, q=0(q1), qi=09i(q),

la courbe ¢;= 9;(q,) étant la géodésique tangente a la direction
(vy). Celte géodésique est donc la limite des trajectoires (C)
quand ¢, croit indéfiniment.

Lorsqu’en M, tous les B3, s’annulent, et que de plus ¢, est aussi
nul, les intégrales du mouvement sont simplement

ni=q%, qa=4q3, ... qr=q);

le point M reste en équilibre, la trajectoire se réduit au point M,.
Nous appelons points d’équilibre les points P de E4 ot tous les
sont nuls; les conditions §; = o équivalent d’ailleurs aux conditions
Q;= o0, puisque A ne s’annule pas dans E;. Les points P sont en
général des points isolés; dans des cas parliculiers, ils peuvent
former des lignes, et méme des surfaces & (kA —1) dimensions
1{q1s <oy qx) = o dans K.

Tout cela suppose seulement que M, ne soit pas un point singu-
licr N des déterminations A;;, Q; counsidérées. Si M, coincidait
avec un tel point N, il faudrait avoir recours en général aux pro-
cédés de discussion de M. Poincaré. Observons toutefois qu’il y a
licu de distinguer ces points N en deux catégories : les points
singuliers parasites qui tiennent au choix des paramétres ¢; et
(u’on fait disparaitre en changeant de paramétres, en prénant par
exemple comme variables A autres coordonnées parmi les zj,
¥j» 3j; et les points singuliers (ntrinséques qui subsistent quels
que soient les paramétres choisis parmiles &z, 3, 5;. Par exemple,
s'il s’agit d’un point mobile sur une surface F(x, y, 5) = o, et si
I'on prend comme paramétres z et y, les points ou le plan tangent
est parallele & O 5 sont des points singuliers N, mais on élimine la
singularité en prenant comme coordonnées z et 5 (ou y et 3),
pour étudier le mouvement dans le voisinage d’un tel point N, a
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moins que N ne soit un point multiple de la surface; dans ce dernier
cas seulement N est un point singulier intrinséque. Il est clair que
les points singuliers intrinséques sont les seuls qui donnent lieu
a des difficultés sérieuses, puisqu’un changement bien simple de
paramétres fait disparaitre les autres points N.
J'arrive maintenant aux propositions que j'ai en vue concernant
les trajectoires et le mouvement réel.

Retour sur les trajectoires remarquables. — Je reviendrai
d’abord un instant sur les trajectoires remarquables; sur une telle
trajectoire (7), le mouvement est défini par 1'égalité

S(q1)
= dql\/‘?(’h)‘*"h’
o f(q)="T(q1s vy @k Ty Qiays +++y qix)) €st toujours positif,
puisque T est positif en tout point M de E4 pour des valeurs réelles
des ¢' qui ne sont pas toutes nulles. On peut, d’autre part, dis-
poser de la constante % de fagon que ¢(¢,) -+ & soit positif dans le
voisinage d’un point arbitraire M de (), en sorte qu’une infinité
de mouvements réels sont possibles sur (v).
Par un point M du volume V; de E; considéré plus haut (ol
les A;j, Q; sont bien déterminés et réguliers), passe une courbe
et une seule satisfaisant aux conditions

dg, dg,
@ BT h
pourva que M ne soit pas un point d’équilibre.

Par un point arbitraire M de V; passe donc au plus une Lrajec-
toire remarquable.

Pour qu’un point quelconque de Vj appartienne a une trajec-
toire remarquable, il faut et il suffit que toutes les courbes défi-
nies par (d) soient des géodésiques. On peut donner a ce théoréme
une forme un peu différente : soit (G) la géodésique tangente en
M au segment f3, ..., Bx; 'ensemble des courbes (G) relatives aux
différents points M de Ex dépend en général de k constantes dis-
tinctes, Pour qu’il passe une trajectoire remarquable par un point
arbitraire de Vy, il faut et il sullit que I'ensemble (G) ne dépende
que de (k — 1) paramétres.

Quand les coefficients A;;, Q; sont (dans E;) des fonctions ana-
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lyliques sans coupure fermée, la condition ne peut éire vérifiée
pour une portion finie de V4 sans étre vérifiée dans tout le domaine
Ex. Mais quand les fonctions A;j, Q; ne sont pas analytiques ou
présentent des coupures fermées, un volume Vy peut se décom-
poser en volumes de deux espéces Vi, Vj : par un point quelconque
des V; il passe une trajectoire remarquable, au lieu qu’il n’en
passe aucune par un point arbitraire de V). Nous avons cité un
cxemple de ce fait (voir p. 147).

MOUVEMENTS REELS SUR UNE TRAJECTOIRE QUELCONQUE.
MOUVEMENTS VRAIS. MOUVEMENTS CONJUGUES.

Sur une trajectoire réelle quelconque, le mouvement est défini
par une des égalités
(¢) dt /9 ~+ 1 g1y —1I; — Z_’
dqy Bi— qin B 1z

Si le long du segment My M, d’une trajectoire réelle (C), la valeur

commune des rapports Li ey positive, I'arc MM, est parcouru

tout entier dans le méme sens d’un mouvement réel, et nous di-

rons que c’est une trajectoire vraie. Si la méme expression % est

$i

négative, le mouvement est imaginaire; il devient réel quand on
change ¢ en it dans les équations (1), ce qui ne modifie pas les
trajectoires; les nouvelles équations (1) sont alors celles du sys-
téme (S) sous I'action des mémes forces (F) dont on a seulement
changé le sens. Nous donnerons & ce second mouvement le nom
de mouvement conjugué du mouvement vrai, et nous dirons que
I’arc MM, est une trajectoire conjuguée. On voit que les trajec-
loires réelles (C) se divisent ainsi en deux classes : les trajectoires
wvraies (C'), et les trajectoires conjuguées (C") qui sont les tra-
jectoires vraies de (S) quand on change le sens des forces.

Pour pousser plus loin I'étude de ces trajectoires, nous établi-
rons une importante propriété du mouvement réel.

DEMONSTRATION D'UNE PROPRIETE DU MOUVEMENT REEL.

’

Plagons le systéme dans une position initiale réguliére My avec
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des vitesses données, ct étudions le mouvement quand ¢ croit ()
a partir de £,. Nous dirons que le mouvement reste régulier
entre ¢, et ¢, si, quand ¢ varie de ¢, & ¢,, le systéme occupe a
chaque instant une position déterminée a distance finie avec des
vitesses déterminées sans passer jamais par une position singu-
li¢re N.

D’aprés le théoréme fondamental sur les équations différen-
tielles, les intégrales ¢;(¢) du mouvement qui correspondent aux
conditions initiales ¢, ¢;°, sont conlinues, et admettent des dé-
rivées premiéres conlinues tant que |¢— ¢,| reste inférieur a
une certaine limite; le mouvement reste donc a coup sir régulier
dans un intervalle de temps fini. Admettons qu’il reste régulier
tant que ¢ n’a pas atteint ou dépassé la valeur ¢'. Quand ¢ tend
vers ¢/, une an moins des trois circonstances suivantes doit se pré-
senter : ou bien (S) ne tend vers aucune position limite & dis-
tance finie, ou bien (S) tend vers une position singuliére; ou
bienenfin (S) tend vers une position réguliére, mais les vitesses
q; ne tendent pas vers des limites finies. Autrement, en effet,
(S) atteindrait 4 'instant ¢’ une position réguliére avec des vitesses
déterminées, et, d'aprés le théoréme invoqué, le mouvement se
poursuivrait réguliérement au dela de ¢/. — La proposition que
nous voulons démontrer, c’est que la troisiéme circonstance ne
saurait se réaliser. Autrement dil, quand t tendant vers t', le
systéme (S) tend wvers une position régulicre, les vitesses q;
de (S) tendent vers des limites finies et le mouvement reste
régulier & Uinstant t' et au dela.

Pour démontrer cette proposition, je m’appuierai sur le théo-
réme fondamental de la théorie des équations tel que I’énonce
M. Picard (2).

Soit M ou (a@y,as, ..., as) un point de E; dans le voisi-
nage duquel les déterminations choisies pour les A;;, Q; sont ré-
guliéres (au sens que nous avons défini); les seconds membres
des équations

dg: dq; .
(2) ﬁ‘ft—=q,~, d%‘:l%%—ﬁ.», (i=1,2,....k)

(') Tl sufiit de fairve croitre ¢, car les équations (1) nc changent pas quand on
change ¢ en — ¢.
(?) Yoir Picarp, T'raité d'Analyse, t. II, Chap. XI. p. 308,



seront continus ainsi que lears dérivées premiéres et moindres
en module qu’une certaine limite M tant que les ¢, q; satisferont
aux inégalilés

lgi — a;]< 3, AR (i=1,2,...,k);

o est un certain nombre positif, L un nombre positif choisi arbi-
trairement, et que nous prenons seulement supérieur a 3.
IO Y . 0 ) . \ . :
D’aprés cela, soit ¢}, ¢,° un systéme de valeurs satisfaisant aux
conditions
N
]

[ql—a,]<; |q‘°l< (i=1,2,..., k)

Pour toutes les valeurs ¢;, ¢; telles qu’on ait

3 3 .
fgi—qll=5  lei—q?l=5) (i=12,...,k)

les seconds membres de (2) restent en module moindres que M.
D’aprés le théoréme invoqué, le systeme d’intégrales q(t),
q; (1) qui, pour t = t, prennent les valeurs q¢, q;°, est un sys-
téme de fonctions de t bien déter mznccs et continues aw moins

c
H
dans Uintervalle t, — S @ bt >M

Voyons, d’autre part, ce qui se passe pour des vitesses initiales
yons, Ppart, ce q F p
trés grandes (en valeur absolue). Prenons comme variable indé-
pendante un des paramétres ¢ choisi de facon que sa dérivée
d . . . . .
(:é) ne soit en module inférieure i aucune des autres dérivées ¢;° ;
0

\

soit ¢, ce paramétre. Le systéme (2) devient le systéme

dt dr
y Sd—(h="u 07:'—‘—"1111—"?{@1»
9
=) d(/l ’ dq([) ’ / 9
=4dun - == 90th i—qdaPr-
dq, =4 dg, = Wi— o+ Bi—gqiBor

Soit M, le module maximum des seconds membres de ces équa-
tions quand on a a la fois

o

o .
o, r s Ly, lfﬂi)lél'*‘,;’ (F=1,2,...,k)

<3

lgi — ]

(L, étant toujours unc quantité quclconque supérieure A G).
Soient, dautre part, des valeurs ¢7, 17, ¢,/ satisfaisant aux con-



ditions

g} —ail s

o

N

s .
’ '"?5.‘-)’ lgls;

il existe un systéme d’intégrales et un seul t(qy), ri(q.),
. .

qi(91), 9.,)(q1) qui prennent pour q,= ¢\ les valeurs t, 1}, q;,

q.), et ces intégrales sont continues au moins dans Uintervalle

~

[0}
aM,
En particulier, si 7} = o, ce systéme est de la forme

de q}—c<,aq) +z<y,enappelant e, la quantité

t=t,, ry=o, qi=9i(q1), 7t = 9i(g1)-

Ceci nous mountre que, dans 'intervalle de ¢ -— ¢, a ¢} + ¢, r,
ne s’annule jamais 4 moins d’étre identiquement nul; ¢ varic donc
constamment dans le méme sens quand ¢, croit de ¢} -—=< a
q9 —+ ¢, et passe de la valeur £, — 7 4 la valeur ¢y + 7/ (ou de la
valeur ¢, + 7' a la valeur t,—=). Il suit de la que ¢,(¢),
q2(t)y -+, qx(t) sont des fonctions de t continues ainsi que leurs
dérivées premiéres dans Uintervalle de t, — 1 a ty+1/, et
que q, passe d’une des valeurs q\ =% ¢ & Uautre quand tvarie
dans cet intervalle.

Le méme raisonnement peuat se répéter si la variable indépen-
dante est un autre paraméire ¢;. Aux équations (2) correspon-
dent des équations analogues ; soit M; le module maximum des
seconds membres de ces équations quand on a a la fois

N | dt ; ¢
lgi—ajss, | Silen, %08
dqji dq; 2
a la quantité ¢, = 8 correspond la quanlité ¢; — NI |
: oM, P q A T J appel-

lerai ¢ la plus petite des quantités ¢;.

Nous sommes dés lors en état de démontrer la proposition que
nous avons énoncée. Admettons, en effet, que, ¢ tendant vers ¢/,
(S) tende vers une position non singuliére @,, a,, . .., ax; de deux
choses I'une : ou bien les ¢; tendront vers zéro (auquel cas le
théoréme est démontré), ou bien 'un au moins des ¢}, pour cer-
taines valeurs de ¢ aussi voisines qu’on veut de ¢, est supéricur
en module & une certaine limite fixe ). Considérons alors le



| gi—a;|<3, P——

&

’ (i=1,2,..., k)

(% remplace L.). Nous pouvons, par hypothése, trouver un

instant ¢, assez voisin de ¢ pour que, ¢ variant de ¢, a ¢/, chaque
variable ¢; reste comprise entre ¢;— a et ¢; + o; « désigne un
N

Cee p, . . 0 VE o . .
nombre quelconque qu’on a choisi inférieur a - et a —- Soit main-
q 2 2

tenant ¢, une valeur de ¢ comprise entre ¢ et ¢, et pour laquelle
0 | I q

le plus grand des modules |¢;|, soit |¢}|, dépasse X. On a, pour
t =ty

3 dt { 'dql' .
{—a;ls - g by = £ = ey K)S
191 all:2’ d/]10<1’ dql():[, (L 1,2, ]l)

quand ¢, varie de ¢} — e a ¢} +¢, ¢ varie de t, — 0 a £, + 7' (ou
de ty 41/ 4 ty —n); je dis que ¢ est compris entre ¢, et ¢y -+ 7.
Autrement, ¢ variant de ¢, & ¢, -7/, par suite entre ¢, et ?, ¢,
varierait de ¢9 & ¢! == ¢; mais, entre ¢ et ¢, on a

, €
lq1—a,|§a<§;

deux valeurs de ¢, dans cet intervalle ne peuvent donc différer
de . L'instant ¢ est nécessairement compris entre ¢, et ¢, + 7/,
et comme, dans cet intervalle, les fonctions ¢;(¢), ¢;(¢) sont con-
tinues, le mouvement se poursuit réguliérement au dela de ¢'.

Cc. Q. F. D.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé ¢ fini. Admettons
maintenant que, ¢ croissant indéfiniment a partir de ¢,, le mouve-
ment reste régulier; trois hypothéses sont possibles : ou bien,
¢ croissant indéfiniment, (S) ne tend vers aucune position limite &
distance finie ('); ou bien (S) tend vers une position singuliére; ou
enfin (S) tend vers une position M ou (@, @, . .., @) non singu-
licre. Je vais montrer que, dans ce dernier cas, cette position M

(1) (S) peut s'¢loigner indéfiniment, ou sa position peut ¢tre indéterminée quand
t tend vers =,



— 160 —
est nécessairement une position d’équilibre P et de plus que
; T
les q; tendent vers séro avec 7

Tout d’abord les vitesses tendent vers zéro ; admettons, en effet,
qu’il n’en soit pas ainsi et répétons le raisonnement fait plus
haut en gardant la méme notation; par hypothése, pour toute
valeur de ¢ supérieure a une certaine limite ¢,, on a

lgi—alsa< s, (i=12,..,k);

mais, d’autre part, il existe des valeurs ¢, de ¢ plus grandes que
¢, et telles que 'un au moins des paramétres, ¢, par exemple,
varie de e quand ¢ passe de ¢y & £, + 7. 1l y a donc contradiction;

. 1
les g; tendent vers zéro avec -
D’autre part, la position limite «,, @, ..., a; est une position
d’é¢quilibre dusystéme (S). Changeons, en effet, en 5; les équa-
tions (2) deviennent

dgi _ __ q: dg; __ Bi+1i

—_—— =

2= = S (i=1,2,...,k).

Par hypothése, quand 6 tend vers zéro, les ¢,, ..., qx tendent
vers da, @y, ..., « et les ¢; vers zéro; il suit de la que
Bi(@y, .-, ar) est nuly car soit By(ay,...,as)=3{%0, on
aurait
dg; _ —pBy+3;
a9 — T 02

b

o; tendant vers zéro avec O, et ¢ croitrait indéfiniment quand 6
tendrait vers zéro. Il faut donc que §Y, B2, ..., 3} soient nuls.

Inversement (') d’ailleurs, si le systéeme (S) tend vers une posi-
tion réguliére d’équilibre P ou (.a., @a, ..., @), avec une force vive
qui tend vers zéro, quand ¢ tend vers une certaine limite ¢/, cette
limite est forcément I'infini; car si ¢ était fini, le mouvement ré-
pondrait pour ¢ — ¢ aux conditions Initiales ¢; = a;, ¢;=0;
or (P étant une position d’équilibre) le systéme unique d’inté-
grales définies par ces conditions initiales est le systéme ¢; = a;.

<
(') Cette réciproque, comme la proposition méme, n’est plus exacte si la
position P est intrinscquement singuliére.



— 161 —

Nous pouvons en définitive énoncer ce théoréme :

Tutorkme. — Si, quand t tend vers ¢, le systéeme (S) tend
vers une position non singuliére, les vitesses lendent vers une
limite finie (V) et le mouvement se poursuit régulicrement au
dela de t'.

Si, quand ¢t croit indéfiniment, le systéme (8) tend vers une
position limite non singuliére, cette position est nécessairement
une position d’équilibre et les vitesses de (S) tendent vers zéro

I
avec ;-
Inversement, si (S) tend vers une position (régulié¢re) d’équi-
libre avec une forcevive qui tend vers séro, ce ne peut étre que
pour t croissant (ou décroissant) indéfiniment.

APPLICATION DU THEOREME PRECEDENT A L'ETUDE DES TRAJECTOIRES.

\

Tangente & une trajectoire. Courbure. — Supposons qu’a
I'instant ¢, le point M de E; qui définit la position. de (S) arrive
en un point M, ou (a,, @y, ..., ax) non singulier; sa vitesse est
nécessairement déterminée et finie, mais deux cas sontl a distinguer,
suivant qu’elle est ou non différente de zéro. Placons-nous d’abord
dans le premier cas qui est le cas général.

Un au moins des ¢}, soit ¢}, est alors diflérent de zéro a I'in-
stant £,. Le mouvement est défini par les égalités

ql:al+bl(t—‘t1)+... (l)l¢())’
Ja= s+ by (t — 1) +...

P T A

La trajectoirc (C) de M se poursuit au deld de M,, et admet

(") Lorsque les fonetions A, Q. sont analytiques, on démontre de la méme
manicre cette proposition plus générale : si, quand la variable imaginaire ¢ tend
vers ¢ suivanl une eertaine loi continue, les ¢, tendent vers des valeurs a,, ..., a,
qui ne sont pas des valeurs singulieres, les ; tendent néeessairement vers des
limites finies. Ce n'est la qu’un cas particulier d’un important théoréme qui con-
cerne toutes les équations

U r ! 5 — .
=Vt q, @ @i o @) (i=1,2,,.., k),
ou I, est algébriquc par rapport aux ¢; : ce théoréme scra développé dans un
Mcémoire consacré aux ¢quations diflérenticlles.
XXI1. [N



— 162 —

en M, et dans le voisinage une tangente continue dont les co-

’ ’
sinus directeurs sont proportionnels a1, Z—,"'—: ceey g,’“
., 1 1
De plus, les égalités ,
qr. pl'— # pl
gln=M— L0+ —F—, (i=2,3,...,k)
91 91

montrent que la trajectoire admet en M, et dans le voisinage une
courbure continue ('). Cette courbure varie pour les diverses
trajectoires tangentes en M, a la méme droite avec ¢, & moins
toutefois que la tangente n’ait précisément pour direction
(815 B2y -+ -5 Bx); les trajectoires (en particulier la géodésique)
tangentes a cette droite ont méme courbure, du moins toutes
celles qui correspbndent 3 une vitesse en M, différente de zéro.
Inversement, donnons-nous en M, la tangente et la courbure
f .

d’une trajectoire (C). Les rapports % = qy;, sont déterminés;
d’autre part, R désignant le rayon de courbure, on a
s — B 2

1 2 [in)[,li_ g + ___@qu q,“zlm]

— - >

R (21
d’ou deux valeurs pour ¢? et, par suite, deux trajectoires (C,) et
(Cy), pourvu seulenient que toutes les quantités 8¢, — B;q|;, ne
soient pas nulles, c¢’est-a-dire que la tangente n’ait pas comme
direction (B, B2, ..., Bx). Mais & quelles conditions ces trajec-
toires (C,) et (C,) seront-elles réelles? Si I'on pose

, Sagl213
Ar=Bjq—Bigip, Br=Mqun—Tig{ e p= [_gﬁ‘;)_]’

il faut que les deux valeurs de ¢'? soient réelles, et, par suite,
qu’on ait
(ZA,B,)2+ZAX(p?2—ZB}) 2o
ou bien
S(A,Bs— AgB,)
TZAZ ’

v

92

Quand cette condition est remplie, les trajectoires (C;) et (C,)

(') Si M, est un point analytiquement régulier des A
une courbe analytique réguliére dans le voisinage de M,.

i Qi la trajectoire est
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sont réelles. Si, de plus, p* est supérieur 3 ZB?, 'une de ces trajec-
toires est vraie, 'autre conjuguée. Pour p?=ZB}, une des trajec-
toires est une géodésique, I'autre une trajectoire vraie ou con-
juguée suivant que TA,B, est positif ou négatif. Pour p2<C B},
(Cy) et (Gy) sont toutes deux vraies ou conjuguées, suivant le
signe de A, B,. Quand 2 A,B, est nul, 5* est nécessairement plus
grand que XB}; pour p2= 2B}, (G,) et (C,) se confondent avec la
géodésique.

Dot cette conclusion : Vi désignant un domaine de Ex ot les
Aij, Qi sont uniformes et réguliers, par un point M, de V;
passent deux trajectoires réelles (C,) et (Cy) ayant en M, une

1 ;
tangente M, T et une courbure ] données, pourvu que la cour-
bure soit supérieure a une certaine limite L. Soit de plus —RI— la
1
. \
courbure de la géodésique (G) tangente en M, a M; T <RL > L) .
1

. , . N . .
si = est supérieur & -, les trajectoires (C,) et (C,) sont 'une

R R,

o . , o I 1
. l'autre conjuguée; si — —
vraie, e conjuguée; si g R;

. L v, . ol e, . LI
toires est la géodésique (G); si R st inférieur & R’ (Cy) et (Gy)

est égal & ——» une de ces trajec-

sont toutes deux vraies ou toutes deux conjuguées suivant que
1
Ry
cette seconde trajectoire se confond elle-méme avec la géodé-

la seconde trajectoire de courbure = est vraie ou conjuguée ; quand

. [ e . ~ / Y
sique, &= coincide avec L. Il n’y a d’exception & ce théoréme
1

que si la tangente M;'T a comme direction (B,,Bs,...,Bx) (').
Quand tous les II;, par suite tous les B,, sont'nuls, & toute valeur

I . N . .
de | comprise entre o el o correspondent deux trajectoires,

I’'une vraie, I'autre conjuguée.
Plagons-nous maintenant dans I’hypothése ou M arriverait en M,
a D'instant ¢, avec une vitesse nulle. Montrons d’abord que les
,‘ . .
rapports -g—f— tendent vers une limite quand ¢ tend vers ¢,. On a,
: 1

(') Ces théorémes et d'autres analogues prennent une forme plus élégante quand
on regarde, d’aprés les idées de M. Beltrami, ¢,,°7,, ..., ¢, comme les coordonnées
d’un espace non euclidien dont le ds* est le ds* défini par T, ds*= A, dg, dg;.
Mais c’est 1a un point sur lequel je teviendrai dans un autre travail.
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en ellet,

(/—/1) N
qi=——" l ilay, ay, "-:“/.')"T'Oi]

(i=2,..., k),

t—(
( )2 (?0 0/)-

les &; tendant vers zéro avec ¢ — ¢,, et]’un au moins des 3¢, soit 39,
n’étant pas nul (*). Les rapports Z’ tendent donc vers gf, Jajoute
1

que les intégrales ¢;(¢) sont alors des fonctions paires de (¢ —¢,);
autrement dit, si I'on pose t — ¢, =t =102, ona

(n) q,~=a,~+bi0+c,~0?+..., (i=1,2,...,k), (blio)'

Si, en effet, dans les intégrales ¢;(z) on change = en — 1, on
obtient encore un systéme d’intégrales : quand le premier systéme-
répond aux conditions initiales ¢, ¢’ pom t =t¢,,le second ré-
pond aux conditions ¢}, — ¢;°; ici, les ¢;° étant nuls, les condi-
tions initiales restent les mémes, les deux systémes d’intégrales
coincident. Donc ¢;(7)=-+ ¢i(—=). Quand ¢ dépasse I'instant ¢,
le systéme S rétrograde; a U'inslant ¢, -+ < 1l repasse par la méme
position qu’a 'instant ¢, — 7, mais loules les vitesses ont changé
de sens.

Les équations (n) nous montrent que la trajectoire (C) se pour-
suit aw delé de My, et admet en M, et dans le voisinage une tan-
gente continue. Cette tangente, au point M, a comme direc-
tion (B4, B2, -+ ., Bx). De plus, & désignant I'arc de (C) compté
dans le sens du mouvement, on a

O (=) (— VBT BT 7 Bl 2) = (L= £)(B )
(¢ tendant vers zéro avec t — ¢,); 5(t) passe donc par un maximum
pour ¢ = ¢,. Sar P'arc M;M’ de (C), qui fait suite au point M,,
c’est le mouvement conjugué qui est réel. Le poinl M, de (C) ot
le point M rétrograde sur sa trajectoire sera dit un point d’arrét.
L’arc MM’ que le point M, divise en deux parties, I'une parcourue
dans le mouvement vrai, 'autre dans le mouvement conjugué,
sera dit trajectoire mixte.

Au point d’arrét M, la courbe (C) peut d’ailleurs ne pas admettre
de courbure. Si 'on suppose toutefois qu’en ce point les coeffi-

(') Autrement M, serait un point d’équilibre et ¢, scrait infini.



— 165 —
cients Al
tinues par rapport aux ¢; les ¢; ont des dérivées secondes par
rapport au paramétre = (¢ — ¢,)2, et (C) admeten M, et dans le
voisinage une courbure continue. Si notamment le point M, est
un point analytiquement régulier des A;;, Qq, la courbe (C) est
analytique et réguliére dans le domaine de M,.

3i des ¢équations (2) ont des dérivées secondes con-

Trajectoires singuli¢res. — Supposons maintenant que, !
croissant indéfiniment, M tende vers unc position réguliére d’équi-
libre P. La trajectoire (C) passe par le point P, mais en ce point
elle n’admet pas nécessairement de tangente; la longueur de
I'arc PM peat étre infinie; enfin la courbe réelle (supposée ana-
lytique) peut ne pas se prolonger au dela du point P.

Soit, par exemple, un point M (ou x, ) de masse 1 mobile
dans un plan et soumis a la force X =22z, Y = p2y; 'origine O
(x =0, y =0) cst un point d’équilibre, et il existe une infinité
de mouvements dans lesquels M tend vers O quand ¢ croit indéfini-
ment, a savoir les mouvements z = Ce™», y = Ce™#; les trajec-.

=

toires correspondantes y = cx» admelttent 'origine comme point

singulier transcendant si )E est incommensurable, algébrique si };

est commensurable. Dans tous les cas, la courbe admet une tan-
gente & l'origine, I'arc 3 ou My M tend vers une limite finie quand M
tend vers o, el ce point n’est pas une extrémité analytique de
la trajectoire.

13

v

Si la force était N\ =227, Y = u2y, la trajectoire. y = Ce ",
’ 1 e
parcourue dans chaque mouvement z = -, y = Ce™#, admet une

tangente en O (I'axe des z); 'arc OM, a une longueur finie, mais
le point O est une extrémité analytique de la trajectoire.

La force X =12), Y=—1ox donnerait lieu de méme aux
mouvements x = Ce~tcost, y = Ce ¢ sint, et chaque trajectoire
correspondante (dont I'équation ~n coordonnées polaires est
1= Ce™) est une spirale logarithmique ayant I'origine comme
point asymptote. Iin ce point, la courbe n’a pas de tangente;
Parc OM, a une longucur finie C\/;e‘e», mais le point O est une
extrémité analytique de la trajectoire.
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Enfin, considérons la force
X=3z(@?+y2 ) —a+y(2t+y?), Y=}y(2*+))2—y—z(22+y?);

le mouvement est défini, en coordonnées polaires, par les équa-
tions

Y—rez= %rﬁ—r, gt(r?()’) =—rt

[

Dans le mouvement particulier r=1¢ ? §=1¢, la trajectoire

r=0"% admet O comme point asymptote (et extrémité analy-
tique), et 'arc MM, croit indéfiniment quand M tend vers O.

Nous donnerons le nom de branche singuliére de trajectoire
a tout arc M, M de trajectoire, tel que M, M ne soit pas parcouru
en un temps fini soit dans le mouvement vrai, soit dans le mouve-
ment conjugué, et cela si voisin du point M, qu’on prenne le
point M.

11 est clair que les trajectoires que nous venons de considérer
sont des trajectoires singuliéres.

CLASSIFICATION ET PROPRIETES DES TRAJECTOIRES REELLES.

Il suffit d’étudier les trajectoires vraies : tout ce que nous
allons dire s’appliquera aux trajectoires conjuguées, puisqu’on
passe du mouvement vrai au mouvement conjugué en changeant ¢
en it.

Plagons donc le syst¢éme a I'instant ¢, dans des conditions ini-
tiales réelles ¢, 49, ..., g+ ¢, ¢y -+, ¢7°, et comptons 'arc &
de la trajectoire (C) a partir du point M, dans un sens tel que ¢
commence par croitre avec ¢; ¢ continuera de croitre avec ¢ tant
que ¢ n’atteindra pas soit une valeur ¢, pour laquelle le mouvement

. . ds
pe A 4 ;
cesse d’étre régulier, soit une valeur ¢, pour laquelle —-, et par

suite tous les ¢; s’annulent.

Envisageons d’abord la premiére hypothése : quand ¢ tendra
vers t;, ou bien le point M de coordonnées (g,, gz, ..., qk) ne
tendra vers aucune position limite M, a distance finie, auquel
cas ¢ croitra indéfiniment, ou bien M tendra vers un point sin-
gulier N de Ex. D’aprés ce qui précede, il n’y a pas d’autres cas
possibles.
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Dans la seconde hypothése (ot tous les ¢; s'annulent quand ¢
tend vers ¢,), ¢ croit jusqu'a une certaine limite s,, puis décroit et
reprend pour £, + « la méme valeur que pour ¢, — a; le point M
rétrograde sur sa trajectoire, qui est une trajectoire mizte; le
point M,, qui correspond a la valeur o, de I'arc, est un point
d’arrét. Quand la trajectoire (C) n’est pas une trajectoire remar-

quable, (%)2 aen chaqlie point de My,M une valeur déter-

minée ¢(z); Pégalité (voir p. 164)

B
c—slz(l——t,)ﬁ‘(;—l—-s')

et sa conséquence

/da\ 2 "
(\Zl—:) :(o‘—c,.)(?,B—-ka)

do\?2 . . .
prouvent que (i) ou 3(s) reste fonction continue de s (mais

change de signe) quand & dépasse la valeur s,.

Le faisceau des trajectoires-mixtes (I') dépend de % constantes
arbitraires, par exemple les & coordonnées (a,, @y, ..., ax) du
point d’arrét M,. Il peut sc¢ faire toutefois que ces Ak constantes
ne soient pas distinctes; cela n’a lieu que si la méme trajectoire
mixte (I') correspond a une infinité de valeurs des constantes a,,
Ayy ..., Ak, telles qu'on puisse prendre arbitrairement au moins
I'une d’entre elles. S’il en est ainsi, tous les points d’un segment
de (T') sont des points d’arrét et, par suite, une infinité de mou-
vements sont possibles sur (I') qui doit étre une trajectoire remar-
quable. Comme, d’autre part, par un point M, il passe au moins
une trajectoire mixte, a savoir celle qui admet M, comme point
d’arrét, on voit que le faisceau des trajectoires mixtes (I') dépend
soit de &k constantes, soit de (k — 1) constantes; dans ce dernier
cas (qui est un cas particulier), le faisceau (T') se confond avec
celui des trajectoires remarquables.

Une trajectoire remarquable (y) doit d’ailleurs étre regardée
comme une trajectoire mixte, en ce sens qu'un point quelconque
de (Y) est point d’arrét pour un des mouvements de M sur ().
En effet, tous ces mouvements sont définis par une égalité de la

forme
T = f(q1)+ h.
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ol /i est une conslante arbitraire. Soit pour  =1{,, ¢, =a, et soit
h=— f(a,); an point (ay, @z, ..., a;) de (v) la force vive, et
par suite ¢, ..., ¢4, s'annulent, et M rétrograde sur (y). Mais il
peul exister sur () des mouvements qui aient lieu toujours dans
le méme sens. Par exemple, si (S) est un point, mobile dans le
plan des zy ct repoussé par I'origine O proportionnellement a la
distance, Oz est une trajectoire remarquable, et les mouvements
sur Oz sont définis par I'égalité

2= R2x*+ h;

si & est positif, 2’ ne s’annule pas et I'axe des z est parcouru toul
entier dans le méme sens quand ¢ croil de —oc & + . Si /v est
négatif, le mouvement présente un point d’arrét.

Il importe de préciser les conditions dans lesquelles les trajec-
loires mixtes et les trajectoires remarquables se confondent.
Considérons un domaine Vi de Ex dans lequel les déterminations
prises pour les A;;, Q; soient uniformes et régulicres. I’aprés une
remarque faite plus haut, dans tous les cas Vy se décompose ¢n
domaines partiels V', V} caractérisés par la propriété suivante :
dans un domaine V), par un point M quelconque passe une tra-
jectoire remarquable ; dans un domaine Vi, les points qui appar-
Liennent & une trajectoire remarquable ne forment pas un domaine
fint & & dimensions. Ceci rappelé, il est claiv que par un point
d’un domaine V) passe une trajectoire mixte, et une seulr,
ayant un point d’arrét dans V' ; le faiscean de ces trajectoires
est formé, en effet, des trajectloires qui passent par chaque point M
de V), et correspondent & une vitesse nulle en ce point, conditions
initiales qui définissent la trajectoirve remarquable passant par M.
Au contraive, par un point arbitraire de N passent une infi-
nité de trajectoires mixtes dépendant d’une constante arbi-
traire (et ayant un point d’arrét dans V) : autrement, ces trajec-
toires ne dépendraient dans V) que de (A — 1) conslantes distinctes
et seraient des trajectoires remarquables; un point wrbitraire de
Vi appartiendrait donc a une trajecloire remarquable, ce qui est
contre hypothése.

Pour que le faisceau des trajectoires mixtes se confonde
avee le faisceau des trajectoires remarquobles. i fuul done
et dosuffit que par oun point arbitraire de Vo (quelles que



— 169 —
soient les déterminations choisies pour les A;j, Q;) passe une
trajectoire remarquable.

Dans la discussion précédente, nous avons supposé ¢, fini: sile
mouvement reste régulier quand ¢ croit indéfiniment, ou bien M
ne tend vers aucune position limite M, et I'arc ¢ de (C) croit in-
définiment avec ¢, ou bien M tend vers un point d’équilibre P qui
peut étre un point singulier quelconque de (C).

D’aprés cela, soit M un point quelconque de Ej dans le voisi-
nage duquel les déterminations prises pour les A;;, Q; sont régu-
lieres, et quir’est pas un point d’équilibre.Toute trajectoire (C)
qui aboutit au point M admet une tangente en ce point et se
prolonge au dela; si, en effet, (C) n’est pas une géodésique, T a
au point M une valeur bien déterminée, soit Ty; quand T, est
différent de zéro, la trajectoire se prolonge dans le mouvement
méme (vrai ou conjugué); quand T, est nul, les deux mouvements
(vrai et conjugué) qui répondent a la position initiale M et aux
conditions initiales ¢, = o définissent la trajectoire (C) en deca
et au dela de M. Si (C) est une géodésique, la chose est encore
vraie, lors méme que M est un point d’équilibre : on le voit en
appliquant les théorémes établis plus haut au cas particulier ou
tous les Q; sont nuls. Les trajectoires remarquables sont des
géodésiques : il y a lieu toutefois de signaler ici les trajectoires
dont un segment seulement M, M est remarquable et, par suite,
coincide avec un segment de géodésique; une infinité de trajec-
toires MM’ prolongent alors le segment M, M, suivantla vaicur de /
dans 1'égalité T = f(q,) + & qui définit le mouvement sur M. M
(voir Vexemple de la p. 147).

Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes :

Soit (C) une trajecloire définic par la position et la vitessc
initiales M, et (vy) de M, les déterminations choisies pour les
coefficients A;j, Q; étant véguliéres dans le domaine du point M,.
Il 0’y a aucune difficulté & suivre les variations des A;;, Q; le long
de (C) tant qu'une au moins de ces fonclions ne devient pas dis-
conlinue ou égale a une autre détermination du méme cocfficient.
Ceci posé, toute trajectoire réelle (C) est prolongeable régu-
licrement (V) tant qu’elle ne rencontre pas soit un point sin-

(1) Ventends par la qu’en chaque point, la courbe admet une tingente con-
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gulier N des déterminations considérées des A;j, Qi, soit un
point d’équilibre P (point o tous les Q; s’annulent) : en
chaque point M la courbe (C) admet une courbure continue,
sauf peut-étre aux points d’arrét si c’est une trajectoire mixte
(non remarquable).

En particulier, toute géodésique se prolonge réguliérement et
admet une courbure continue tant qu’elle ne rencontre pas un
point singulier N des A;;.

Si les coefficients A;j, Q; sont des fonctions analytiques des
qi, toute trajectoire (C) est une courbe analytique qui se pro-
longe réguliérement (au sens analytique) tant qu’on ne ren-
contre pas soit un point N oi les A;j, Q; cessent d’étre holo-
morphes, soit un point d’équilibre.

Soit donc MyM un fragment continu de la méme trajectoire
réelle (C), qui ne passe ni par un point singulier N des A;j, Q;,
ni par un point d’équilibre P. La courbe admettant en chaque
point (les extrémités comprises) une tangente continue, la lon-
gueur totale de cet arc est un certain nombre fini o. Si (C) n’est
pas une trajectoire mixte (ce qui est le cas général, le faisceau
des trajectoires mixtes ne dépendant que de & constantes), I'arc
M;,M est parcouru tout entier dans le méme sens en un temps
fini, soit dans le mouvement vrai, soit dans le mouvement con-
jugué. Ceci est encore vrai, quand la trajectoire (C) étant mizte
(sans étre remarquable) n’admet pas de points d’arrét entre M,
et M.

Si (C) est une trajectoire mizte, en général elle ne posséde
qu’un point d’arrét M,. Quand ce point fait partie de I'arc MM,
cet arc est décomposé en deux parties My M, et M, M, I'une trajec-
toire vraie, 'autre trajectoire conjuguée. Il peut arriver pourtant
qu'entre M, et M il existe plusieurs points d’arrét M,, M., ...,
mais il n’en existe jamais qu’un nombre fini; supposons, en

tinue sans rebroussement. Ce prolongement ne comporte aucune ambiguite,
sauf dans le cas ott (C) est une trajectoire doat des segments partiels sont remar-
quables; les segments en question apparliennent alors a ung infinité de trajectoires
réelles. Ge cas ne saurait sc présenter quand les A, Q, sont analytiques et sans
coupures fermées,

ijr
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et i d infinité de zéros
effet, que ( — = ¢ (s) admette une infinité de zéros
0 <0< L0l LT

o, lend vers une limite 'S quand n croit indéfiniment et la
fonction ¢(c), continue entre ¢ et g, s’annule pour ¢=¢'; comme,
par hypothése, le point M/ correspondantn’est pas un point d’équi-
libre, on a :
¢(0) =(c—0d')(2B+¢), (BsZo),

ce qui montre que ¢(s) n’admet dans le voisinage de ¢’ d’autre
zéro que ¢’; 'hypothése est donc absurde.

D’aprés cela on pourra toujours décomposer U’arc M M en
un nombre fini de segments qui seront tout entiers les uns
trajectoires vraies, les autres trajectoires conjuguées. A chaque
segment M, M,, compris entre deux points d’arrét, correspond un
mouvement périodique du systéme (vrai ou conjugué).

Si le segment My M est une trajectoire remarquable, chaque
point de M, M est un point d’arrét d’un des mouvements corres-
pondants; mais on peut toujours, dans I'égalité

() T=f(qg1)+h=F(c)+h,

prendre h assez grand pour que MyM soit parcouru tout entier
dans le méme sens d’un mouvement vrai. De plus, aucun des
mouvements qui ont lieu sur (C) ne saurait présenter entre M,
et M deux points d’arrét. Admettons, en effet, que T s’annule
en M, et en M,; d’apres I'égalité (a), F'(c) (qui est continu en M,
et M) s'annule entre M, et M,, donc entre M, et M; si F/ (<) est
identiquement nul, T est constant et différent de zéro; sinon,
soit ¢’ le premier zéro de F'(¢) qu’on rencontre en partant d’un
point u de MM ou F/(o) est différent de zéro et en allant vers M
(ouvers M,); je dis que le point M’ (ou¢’) de C doit étre un point
d’équilibre P; il suffit, pour le voir, de considérer le mouvement
défini sur (C) par I'égalité

T =F(0)— F(¢') = (¢ — o' )2 — Fy(0);

comme, entre et M/, F, (o) s’annule au plus une fois (soit en M,)
le long d’un arc fini M, M/, le signe de F, est constant, et il est
loisible de le supposer positif (sinon on changerait ¢ en it); on a



donce

&(s) restant supérieur & un certain nombre positi{’ quand o varie
entre ¢’ —a'ets’; ¢ croit donc indéfiniment quand s tend vers &, ou
encore s tend vers o’ quand ¢ croit indéfiniment. Cela n’est possible
que si M’ est un point d’équilibre (*). 1l suit de la que pour 2
suffisamment grand (A > /,) le segment MyM sera parcouru en
entier dans le mouvement vrai correspondant; pour / inférieur a
une certaine limite h,, le segment sera parcouru en entier dans le
mouvement conjugué; pour /& compris entre A, et hyy MgM se
décomposera en deux parties, parcourues l'une dans le mouve-
ment vrai, I'autre dans le mouvement conjugué; %, et i, peuvent
étre infinis.

Enfin si le segment MyM n’est que partiellement une trajectoire
remarquable, par exemple si le segment M, M’ est remarquable el
le segment M'M ordinaire, la valeur de T au point M’ détermine
la valeur de /i, donc de T, le long de MgM'; T a ainsi une valeur
bien définie le long de MM qui jouit, par suite, des mémes pro-
priétés qu’une trajectoire ordinaire.

Branches de trajectoires singuliéres. — Admetlons mainte-
nant que le segment MM passe par des points d’équilibre P
(mais non par des points singuliers). Soit P le premier point

(*) I est facile de vérifier cette conclusion ainsi. On a

. dg dq, dq,
o =Q, == +Q, 5 .. .- Q=25
I (5) Q: ds Qz ds - = Qe ds ’

mais, d’autre part, (C) étant une trajectoire remarquable, on sait que

d dq. .
(Tl{)‘l:_(qu‘_L’ (t:::‘).,g....,/-')i
d’ol U'égalité
Q
F'(g) = _':'L?l_—*— T Sk itk
VR34 B

expression qui ne peut étee nulle que si tous les 3. sont nuls.
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d’équilibre que I'on rencontre sur MyM en partant de M,; étu-
dions le segment MyP en supposant d’abord que (C) n’est pas
une trajectoire remarquable.

\ ds\? . .
Dans cette hypothése, (E) est une fonction de o, continue

tant que M reste compris entre M, et P; mais qu’arrive-t-il quand
M tend vers P? Je dis que ¢(c) tend vers une limite. Tout
d’abord, si 9 (=) tend vers zéro, la proposition est démontrée; s'il
n’en est pas ainsi, on peut trouver sur (C) des points M aussi voi-
sins que 'on veut de P et tels que 9 (o) (et par suite un au moins
des ¢;*) ait en M une valeur absolue supérieure & un certain
nombre fixe A2. En répétant alors identiquement le raisonnement
de la page 160 (soit surle mouvement vrai, soit sur le mouvement
conjugué), on voit que M doit atteindre en un temps fini la posi-
tion P avec une force vive déterminée et finie, et par suite le mou-
vement, comme la trajectoire (C), se prolongent réguliérement
au dela de P. En résumé, f(s) tend vers une limite f(P) quand
on fait tendre M vers P sur la courbe MP, et si cette limite
n'est pas nulle, le point P est un point ordinaire de (C).

Si au contraire f(P) est nul, 'arc MyP ne saurait étre par-
courua en un temps fini dans le mouvement soit vrai, soit conjugué,
et cela si voisin-de P qu’on prenne M, sur la trajectoire. Le
segment M, P est donc, d’aprés notre définition, une branche
singuliére de trajectoire. Mais deux circonstances distinctes
peuvent se présenter suivant que /() s’annule ou non un nombre
infini de fois entre M, et P. Placons-nous d’abord dans ce dernier
cas qui est le plus général.

1° 1l nexiste entre My et P qu’un nombre fini de séros de
/(o). 1l suffit alors de considérer le segment M, P adjacent a P
et ot f(o) garde un signe constant qu’il est loisible de supposer
positif. Quand ¢ croit, le point M placé entre M, et P et lancé
vers P tangentiellement a (C)avec la vitesse g;—r tend vers P quand
¢ croit indéfiniment. Le point P peut étre un point singulier
quelconque et une extrémité analytique de (GG). Nous avons donné
plus haut des exemples de cette singularité.

2° f(o) admet une in/ém'lé de zérosMy, Ma, ..., M,, ... cntre

"M, et P. Les points d'arrét My, M,, ..., M,, ... tendent vers I
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quand n croit indéfiniment. Le segment M, P se trouve ainsi dé-
composé en une infinité de segments M, My, MyMs;, ... qui tendent
vers P et qui correspondent a autant de mouvements périodiques
(alternativement vrais ou conjugués), dont I'amplitude tend
vers zéro. Gomme exemple de ce cas, cilons les équations

| o= Z[Larryrr—3]+ ;@ onsr—a,
(A) < '
( Y= % Yoty — gwy<x’+y’) + %z -y
Une des trajectoires définie par (A) est la suivante

cosf sin®

r = ——> = —=
/o Y=

ou encore, en coordonnées polaires,

I

cetle trajectoire admet l'origine (point d’équilibre) comme point
asymptote, et le mouvement correspondant est défini par I'égalité

1
dt — _dO 0% 2 dr

V/sin rs .1
rsin —
r2

Sur chaque arc de courbe 2nn << <(2n + 1)7 le mouvement
vrai est réel et périodique, surlesarcs (2n+1)r<0<<2(n-+1)m,
c’est le mouvement conjugué qui est périodique. :

Comme dans le premier cas, P peut étre un point singulier
de nature quelconque et une extrémité de (C); quand M tend
vers P, ¢ peut tendre vers une limite, ou croitre indéfiniment
comme dans I’exemple ci-dessus.

Quand la courbe C, dans I'un ou l'autre cas, se prolonge au
dela de P, elle peut passer par un autre point d’équilibre Py, etc.
11 peut arriver que les points d’équilibre forment sur (C) une
suite ayant certains points limites P' qui sont nécessairement des
points d’équilibre (*); mais, dans tous les cas, () est une fonc-

(') Par exemple, soit M un point mobile dans un plan et soumis & une force
qui s’annule tout le long d’une certaine courbe (G) ct soit M, un point de cette
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tion continue le long de MM, qui s’annule en tous les points
d’équilibre singuliers pour la trajectoire et en particulier aux
points limites P'.

Toutes les trajectoires singuliéres qui passent par un point
d’équilibre P ou (a,, a, ..., ax) s'obtiendront donc en-cher-
chant toutes les intégrales du systéme

dq: _ dgs _ dgv _ _dqy _ _dq; - A
74 9% ” % B+ 1 Ba+Ly 77

qui satisfont aux condilions initiales
qi= ai, q;'=07 (t=1,2,..., k).

Il nous reste a dire un mot du cas que nous avons laissé de c6té
ou la trajectoire M, P serait remarquable. Si cette trajectoire n’est
que partiellement remarquable, ce qui précéde subsiste; mais
quand un segment fini attenant au point P, soit M, P, est tout
entier remarquable, on peut aller plus loin. Tout d’abord, dispo-
sons de la constante A de fagon que le point M atteigne le point P
avec une vitesse différente de zéro; la trajectoire se prolonge
alors réguliérement au dela du point P. Si, au dela de P, la
trajectoire est encore remarquable (ce qui a lieu nécessairement
quand P est un point analytiquement régulier des A;j, Q;), ce
prolongement n’est possible que d’une seule maniére; sinon une
infinité de trajectoires prolongent réguliérement M, M.

Dans les deux cas, le mouvement sur M,P étant défini par
I'égalité

T = F(a) + h,
si’on donne a 4 la valeur F(P), le point M tendra vers P quand
¢ croitra indéfiniment. Quand la trajectoire est encore remar-
quable au dela du point P, on a dans le voisinage de P (ot 0 =1¢’)

T=~h+(c—0a)(A+c¢),

A ayant une valeur finie et ¢ tendant vers zéro avec (¢ —d¢’). En
effet, la trajectoire (C), étant une géodésique, admet en chaque
point, notamment au point P, une courbure continue, et I’égalité

courbe; il peut se faire qu’une trajectoire passant par M, rencontre (G) en une
infinité de points voisins de M, qui soient tous points singuliers de la trajectoire.
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F’(:r):z Ql%q—‘ montre que I"(z) existe au point . Si A est
g

négalif, les mouvements correspondant a de petites valeurs de £
sont périodiques autour de P; si A est positif, la méme remarque
s’applique aux mouvements conjugués.

Observons qu’une trajectoire remarquable (y) peut d’ailleurs
renfermer un nombre infini-de points d’équilibre P formant une
suite. C'est ce que montre 'exemple des deux équations

” | I "
22" = 23 (52 sin— —cos — |, Yy =o,
x x

qui -admettent les trajectoires remarquables y =y, le long
desquelles le mouvement est défini par la relation

dx 2__1.5<' U e
2) =& sino

. , .« o, 1 1 N
toutes les racines z; de I'égalité tang — — - correspondent a des
S 5x

points d’équilibre P qui tendent vers l'origine.

Dans cet exemple, les fonctions X, Y = o sont continues ainsi
que leurs dérivées premiéres 4 l'origine. Mais il convient de
remarquer que la singularité en question ne se présente pas si les
coefficients A;;, Q; sont des fonctions holomorphes dans le do-
maine du point P. En effet, le point P est alors un point analy-
tique 1¢égulier de la trajectoire (y) et les variables ¢; sont des
fonctions holomorphes de s dans le voisinage de 5"; la fonction

F'(G)EEQ,%%—I est donc holomorphe dans le voisinage de o,

et o' est nécessairement un zéro isolé de 1 (a). Lors done que le
point d’équilibre P est un point analytiquement régulicr des
Ay, Qi towte trajectoire remarquable M, P est prolongeable
analytiquement et reste awdela du point P réguliére et remar-
quable; de plus P est un point d’équilibre isolé sur cetle tra-
jectoire.

Observons enfin que les 3; peuvent éwe nuls out le long du
segment M, M de la trajectoire (v). Il faut pour cela ct il suffit
que la géodésique Mg M de 'I' soit un lieu de points d’équilibre P.
L.e mouvement sur MyM est alors Je méme fluc st le systéme S
n'était soumis a aucunc force; T est constant.
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Remarque sur le cas oit les forces Q; dérivent d’un potentiel
U(qi, g3, - - -» ¢k). — S'il existe une fonction de forces U, et si,
de plus, les points d’équilibre P ne forment pas un ensemble con-
tinu, les trajectoires (C) qui passent par un point d’équilibre P
sont nécessairement exceptionnelles.

Tout d’abord, les trajectoires (C) pourlesquelles P est un point
ordinaire [T £ 0 en P] dépendent seulement de k& paramétres.

Quant a celles pour lesquelles P est un point singulier [T=o0enP],
elles satisfont a la condition

U(ay, asy ..., ax)+h =o.

Ces trajectoires correspondent donc a des valeurs particuliéres
de 4, et par suite ne peuvent dépendre de plus de (2k — 2) con-
stantes. :

ConcLusIONS.

Les principaux résultats que nous avons obtenus au sujet des
trajectoires réelles se résument ainsi :

Soit V4 un domaine de E; dans lequel les déterminations choisies
pour les fonctions A;j, Q; sont ‘uniformes et continues; nous

admettons de plus que les dérivées premiéres des Q; et les dérivées
secondes des A;; sont aussi continues dans le méme domaine.

I. Par un point M de Vi passe une géodésique de T, et une
seule, tangente a la direction MT ; toute géodésique est prolon-
geable réguliérement tant que Uon ne sort pas de Vy et admet
en chaque point une courbure continue.

II. Toute trajectoire réelle (C) de (S) est prolongeable régu-
liérement tant que U’on ne sort pas de Vi ou que {’on ne ren-

contre pas dans Vi un point d’équilibre P (point oi tous les Q;
sont nuls).

Une trajectoire (C) ne comporte que deux mouvements distincts
dont 'un se déduit de l'autre en changeant t en — ¢. Il n’y a

d’exception que pour certaines trajectoires remarquables (y) qui

n’existent pas en général et qui se composent des géodésiques
de T satisfaisant en méme temps aux conditions

(A) %T"—‘%f: = Ik

XXii.
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Ces trajectoires (y) dépendent au plus de (kK — 1) constantes;
sur une telle trajectoire une infinité de mouvements distincts
(dépendant d’une constante) sont possibles.

Tout segment de trajectoire réelle compris dans V; et ne ren-
fermant pas de point d’équilibre est parcourn tout entier dans le
méme sens d’un mouvement régulier soit vrai, soit conjugué. I
n’y a d’exceptions que pour une classe de trajectoires dépendant
de & constantes, et qui se décomposent en segments alternative-
ment vrais ou conjugués, les points de séparation étant des points
d’arrét ot T s’annule et ou le systéme rétrograde. Ces trajectoires
(trajectoires mixtes) ne dépendent plus que de (k—1) con-
stantes et se confondent avec les trajectoires remarquables quand
toutes les courbes définies par (A) dans Vj sont des géodésiques.

Quand la trajectoire (C) rencontre dans Vi un point d’équi-
libre P, les conclusions précédentes subsistent si la trajectoire (C)
est remarquable, ou si, (C) étant trajectoire ordinaire, T [qui a
une valeur déterminée en chaque point de (C)] ne s’annule pas
en P. Mais si T s’annule en P, I'arc MyP de (C) ne saurait étre
parcouru en un temps fini (si petit que soit My P) dans le mouve-
ment vrai ou conjugué. C'est une branche singuliére de tra-
jectoire qui peut admettre P comme point singulier quelconque
et comme extrémité analytique.

Les seuls points de Vi par lesquels puisse passer une tra-
jectoire sans tangente continue sont donc les points d’équi-
libre P.

III. On peut toujours admettre que V; est tout entier soit de
I'espéce V) (c'est-a-dire qu’un point quelconque de Vj appartient
a une trajectoire remarquable), soit de 'espéce Vy (c’est-a-dire que
les trajectoires remarquables n’emplissent aucun domaine fini a
k dimensions a I'intérieur de Vy).

Ceci posé, plagons-nous d’abord dans le cas partiéulier ol Vi
est de l'espéce V.

Toutes les. trajectoires (C) qui passent par un point M de Vi
qui n’est pas un point d’équilibre ont en ce point une tangente
et une courbure continues. Par un point M passent deux trajec-
toires tangentes en M 4 une direclion donnée MT et de courbure
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donnée %-{, pourvu sculement que la direction MT ne soit pas la

. . I . , . . .
direction (8, Ba, ..., Bk) et que R SOt supérieur & une certaine

limite qui peut étre nulle. Quand MT coincide avec la direction
(B4, B2, .-+, BK), toutes les trajectoires tangentes 8 MT se confondent
avec la géodésique tangente en M a MT, qui est une trajectoire
remarquable : il ne passe pas par M d’aulre trajectoire mizte,
ayant un point d’arrét dans V.

Plagons-nous maintenant dans le cas général ou Vy est de
Pespéce V. Toutes les trajectoires qui passent par un point M
de Vi (qui n’est pas un point d’équilibre) admettent en M une
tangente et une courbure continues, sauf peut-étre la trajec-
toire unique qui admet M comme point d’arrét. Ceue der-
niére a en M une tangente continue, mais n’a pas nécessairement
de courbure. Par un point arbitraire M passent encore deux tra-
jectoires tangentes 3 MT et de courbure donnée, pourvu que MT
ne $e confonde pas avec la direction (3, 82, ..., Bx). Si MT coincide
avec cette direction, il existe une infinité de trajectoires langentes
a MT, mais toutes ces trajectoires ont méme courbure en M; il
existe de plus une trajectoire isolée tangente 8 MT, admettant M
comme point d’arrét, et qui n'a pas nécessairement de courbure
en M.

Par chaque point M de Vj passent une infinité de trajectoires
mizxtes (dépendant d’une constante arbitraire) et présentant un
point d’arrét M’ dans V.

Que Vi soit de I'espéce Vi, ou Vy, si les A;j, Q; sont holomor-
phes dans Vi, toute trajectoire est une ligne analytique régu-
lire dans Vi, sauf peut-étre aux points d’équilibre P.

Soit maintenant P un point d’équilibre de Vi. Par ce point
passent une infinité de trajectoires (C) tangentes en P a la
droite PT, et ces trajectoires ont méme courbure que la géodé-
sique qui leur est tangente : elles se confondent avec cette géo-
désique dans le cas particulier ot V4 est de Uespéce V) et ot loutes
les trajectoires remarquables passent par P. Mais le fait le plus
important, c’est qu’il peut exister en dehors de ces trajectoires
d’autres branches singuliéres passant par P et telles que le
segment Mo P d’une de ces branches (si petit qu’il soit) ne soit
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parcouru en un temps fini ni dans le mouvement vrai, ni dans
le mouvement conjugué.

Ces branches singuliéres peuvent ne pas admettre de tan-
gente au point P et ne pas se prolonger analytiquement au
dela. Toutes ces branches s’obtiennent en cherchant les intégrales
du systéme

dgi _ dgr _  _ dqr _ _dq, agi

9% 9% qr P+l T PBenig

qui satisfont aux conditions initiales ¢;=a;, ¢; = o, (ai, @, ..., ak
étant les coordonnées des points P) (*). Ces conditions donnent
ep particulier les trajectoires remarquables qui passent par P.
IV. Enfin, quand les forces dérivent d’un potentiel, une trajec-
toire prise au hasard n’est ni mixte, ni remarquable, ni singu-
liére; elle se prolonge donc réguliérement et est parcourue tout
entiére dans le méme sens d’un mouvement régulier (vrai ou
conjugué) tant qu'on ne rencontre pas un point singulier des

Aijy Qi

Ezxemple. — Pour appliquer ces généralités a un exemple,
traitons le cas d’un point matériel libre M ou (z, ¥, z) soumis a
une force (F) qui dérive d’un potentiel U(z,y, 3), fonction holo-
morphe des trois variables réelles x, y, 3; nous admettons de
oU dU oU
oz’ gy’ 0z
ment qu’en des points isolés.

plus que les trois dérivées ne s'annulent simultané-

Toute trajectoire est une courbe analytique qui se prolonge in-
définiment d une maniére réguliére tant qu’on ne rencontre pas
un point d’équilibre. De plus, une trajectoire prise au hasard ne

(*) Quand il n’y a pas de point d’équilibre, il n’y a pas de branches singuliéres.
En général, les points d’équilibre sont isolés, mais ils peuvent, dans des cas par-
ticuliers, former un ensemble continu. Par chaque point d’équilibre P, il peut ne
passer qu'un nombre fini de branches singuliéres, ou il peut en passer une infinité
dépendant de constantes; c’est ce dernier cas qui est réalisé dans les exemples
cités plus haut; le premier est réalisé dans le mouvement défini par les équa-
tions '

=z, y'=—y,
ot les seules trajectoires définies par les conditions initiales z =0, ¥ =0, 2 = o,
»' = o sont les deux axes Ox et Oy (trajectoires remarquables).
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passe pas par un point d’équilibre; elle est prolongeable indéfini-
ment d’une fagon réguliére et un segment fini quelconque est par-
couru tout entier dansle méme sens en un temps fini d’un mou-
vement régulier (vrai ot conjugué).

Deux cas principaux sont d’ailleurs & distinguer suivant que les
surfaces de niveau U= const. forment ou non une famille de sur-
faces paralléles. Dans le premier cas, les normales a ces surfaces
forment.une congruence de trajectoires remarquables (). Toute
trajectoire, autre que ces droites, est ou vraie, ou conjuguée. Les
trajectoires mixtes se confondent avec les droites remarquables (v).
Par un point d’équilibre P passent en général ape infinité de
normales, formant un céne du second degré, et quisontautantde
trajectoires remarquables : si on place M sur une de ces droites
(v) avec une vitesse convenable, M tendra vers P quand ¢ croitra
indéfiniment ; la méme droite comportera une infinité de mouve-
ments périodiques (vrais ou conjugués) ou M oscillera autour
de P.

Quand les surfaces de niveau ne sont pas paralléles, il ne passe
pas par un point arbitraire de trajectoire remarquable. Les trajec-
toires miztes dépendent de trois constantes arbitraires.

Par un point M de I'espace (qui n’est pas un point d’équilibre)
passent deux trajectoires tangentes i une droite donnée MT et de
courbure donnée; l'une de ces trajectoires est vraie, l’autre con-
juguée. Toutefois, si la direction de MT coincide avec celle de
(F), toutes les trajectoires tangentes 3 MT ont méme courbure
en M que la géodésique qui est la droite MT, c’est-a-dire ont
en M une inflexion, sauf, toutefois, la trajectoire qui admet M
comme point d’arrét et dont la courbure en M n’est pas nulle
en général : si la ligne d’action de (F) est trajectoire singuliére,
toutes les trajectoires tangentes en M a (F) se confondenl avec
cette droite (F). C’est ce qui a lieu, quel que soit M, quand les
surfaces de niveau sont paralléles. '

Par un point d’équilibre P passent une infinité de trajectoires
tangentes & une direction donnée PT et toutes ces trajectoires (qui
dépendent d’une constante arbitraire) ont une inflexion en P; tou-
tefois, si PT est trajectoire remarquable, ces trajectoires se con-
fondent avec la droite PT. Mais, de plus, il peut passer par P
d’autres trajectoires singuliéres qui s’obtiennent en cherchant
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toules les intégrales du systéme

dz _dy _ds _dd' _dy _ds

Ty T & _E)_—E_J oU ~ dU
z

qui satisfont aux conditions initiales #'=3)'= 3 =0, z=a,
y=2~0,z=c (a, b, c étant les coordonnées du point P).

Soit, par exemple, un point M attiré par l'origine proportion-
nellement a la distance; les surfaces de niveau sont des sphéres de
centre O, famille paralléle; les trajectoires vraies sont les ellipses
concentriques & l'origine, les trajectoires conjuguées les hyper-
boles; enfin les trajectoires mixtes, confondues avec les trajectoires
remarquables, sont les droites () issues de l'origine. Quand on
remplace I'attraction par une répulsion, les trajectoires vraies et
les trajectoires conjuguées se permutent. Les trajectoires singu-
liéres passent par le point d’équilibre O et se confondent avec les
droites ().

Soit maintenant un point M de masse 1 soumis a la force (I')
qui dérive du potentiel U= xy. Les trajectoires s’obtiennent en
éliminant ¢ entre les relations

z =aet+ Be-t+ycost, y=oaet+fBe-t—ycost, z=ct+c.

Les trajectoires mixtes correspondent aux valeurs des constantes
a={ et c=o. Les seules trajectoires remarquables sonl I'axe
des z el les droites y ===z, 5 =¢', qui se confondent avec les
branches singuliéres passant par chaque point d’équilibre z = o,

. . e Xy . .
y=o0, 3=2c. Si le potentiel était -——;‘—'Z—, les seules trajectoires

remarquables seraient I’axe des 5 et les droites x = 0, 5 = ¢’ d’une
part et y = o, z = ¢’ d’autre part, mais par chaque point d’équi-
libre £ = o0, ¥ = o0, 5 = ¢/ passeraient une infinité de trajectoires
singuliéres

1

y=0Ce T, z=c
Revenons au mouvement général d'un point. Pour que chaque
mouvement vrai du point M soit périodique, il faut et il suffit
qu’une trajectoire vraie prise au hasard soit une trajectoire fermée

(c’est-a-dire qu’en la prolongeant réguli¢rement a partir d’un quel-
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conque de ses points, on revienne au point de départ). Pour qu’un
mouvement particulier seulement soit périodique, il faut ou que
la trajectoire vraie correspondante soit fermée et ne renferme pas
de branche singuliére, ou que ce soit une trajectoire mixte admet-
tant deux points d’arrét entre lesquels le mouvement vrai est réel
et régulier, ou enfin que ce soit une trajectoire remarquable (une
droite) qui passe par un point d’équilibre P correspondant 4 -un
maximum de U sur la droite.

D’une maniére générale, un mouvement d’'un systéme quel-
conque sera périodique chaque fois que la trajectoire correspon-
dante sera une courbe fermée qui ne passera ni par un point sin-
gulier intrinséque, ni par un point d’équilibre, pourvu toutefois
que la trajectoire ne soit pas une trajectoire remarquable : par
trajectoire fermée, j'entends une trajectoire (C) telle que le sys-
téme (S) partant d’une position quelconque sur (C) et parcourant
(C) dans le méme sens, revienne a sa position initiale. Mais quand .
(C) est une trajectoire remarquable, il faut de plus que, dans le
mouvement, (S) revienne a la position initiale avec la méme
force vive, ce qui n’a pas lieu nécessairement. Par exemple, soit
un point M de masse 1 mobile sur I’hyperboloide de révolution

! _ z
mr Y=
7 = o; le cercle de gorge de la surface est une trajectoire remar-
quable fermée qui ne passe ni par un point d’équilibre ni par un
point singulier intrinséque; sur ce cercle, le mouvement est défini

224 y2— z2=1 et soumis & la force X =

par I'égalité dt = %, et 'on voit que le cercle, quand ¢ croit,
-+

est décrit un nombre indéfini de fois avec une vitesse toujours
croissante.

Remarques sur les théorémes précédents. — La proposition
fondamentale sur laquelle repose toute la discussion précédente,
c’est que les vitesses d’un systéme restent déterminées, finies et
continues tant que le systéme; occupe a chaque instant une posi-
tion déterminée qui n’est pas une position singuliére ; mais nous
n’avons rien dit du cas ou le systéme traverse une position singu-
liére, non plus que du cas ol le systéme, quand ¢ tend vers ¢,,
ne tend pas vers une position déterminée a distance finie.

Quand (S) atteint une position singuliére non intrinséque, la
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difficulté n’est pas sérieuse, puisqu’on la tourne i 'aide d’un simple
changement de variables. Mais, si la singularité N est intrinséque,
deux circonstances sont possibles suivant que les vitesses ten-
dent ou non vers une limite quand le systéme tend vers la position
N. Dans la premiére hypothése, il faut avoir recours aux méthodes
de M. Poincaré qui permettent, dans des cas trés étendus, de dis-
cuter les intégrales correspondant i des valeurs initiales singu-
liéres (1).

Mais une difficulté bien plus grave réside dans cette circon-
stance que les vitesses peuvent éire indéterminées quand (S) tend
vers N, ainsi que dans le fait que, ¢ tendant vers ¢,, (S) peut ne
pas tendre vers une position limite. Dans un autre travail, nous
ferons voir que ni I'une ni I'autre de ces singularités ne saurait se
présenter quand les équations du mouvement satisfont a cer-
taines conditions. Ces conditions remplies, il est théoriquement
possible de représenter les fonctions ¢;(¢) a I'aide de dévelop-
pements qui convergent pour foutes les valeurs réelles de ¢;
la difficulté consiste a choisir un mode de développement adapté
aux équations étudides; c’est ici que les nouvelles méthodes d’ap-
proximation de M. Picard semblent appelées a jouer un réle con-
sidérable.

(*) Lors méme que cette discussion analytique peut étre menée a bonne fin, on
sait qu’elle ne permet pas en général de déterminer sans ambiguite le mouvement
ultérieur du systéme. Par exemple, soit M un point de masse 1 mobile dans le

1

plan des zy et soumis a la force X = %xi, Y = o, force bien définie et continue

en chaque point, mais pour laquelle g—l; est discontinue le long de P'axe des y.

Chaque fois que le mobile atteint I'axe des y avec une vitesse dirigée selon cct
axe, on a le choix entre trois mouvements ultérieurs possibles, & savoir le mou-
vement défini par ’égalité y = at + b jointe & ’une des égalités

z=o, z=3(t—¢), r=—3(t—t,).
Le mobile peut d’ailleurs arriver au point d’équilibre = o, ¥ = & en un temps

fini, avec unec vitesse nulle. Dans d’autres cas, on a le choix entre unc infinité de
mouvements.



