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ABAQUE EN POINTS ISOPLÈTHES DE L'ÉQUATION DE KEPLER;

Par M. M. D^OCAGNE.

1. Si Von met Inéquation de Kepler

( ï ) u — e sinu = nt

sous la forme
ï ï- a — — e sin u === ^n n

elle rentre dans le type général envisagé dans les §§ 2 et 3 de ma
Note sur \ Abaque général de la Trigonométrie sphérique (1) .

Appliquant les formules (3), (4) et (5) données àPendroit cité,

(') Bulletin astronomique, p. 5; 189^.
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on voit donc que Inéquation est représentable par un abaque ainsi
constitué :

1° Le système de points simplement isoplèthes ( t ) défini par

(2) v==t, y= -o ;

2° Le système de points simplement isoplèthes (e) défini par

(3) x - = e , y = i ;

3° Le système de points doublement isoplèthes (u, n) défini par

___ __u__ _ sin u
~ / î4-s in^A Î n-{-s\nu

Pour avoir les isoplèthes Çu) et (^), formant par leur ensemble
ce dernier système, éliminons d'abord n entre ces deux dernières
équations, ce qui donne

sin u
(5) y^-^.x.

Les isoplèthes (u) sont donc des droites passant par Porigine.
Pour éliminer maintenant u, écrivons ces deux équations

nx 4- x sin u = M, ny -+• (y — i) sin u = o,

et ajoutons-les, après les avoir multipliées respectivement par
(i —y) et x^ ce qui donne

nx = u{i—y).

Portant la valeur de u tirée de là dans la seconde des équations
précédentes, on obtient pour les isoplèthes (/î) l'équation

(6) ny-^- (y — i) sin -^—— === o.

Les équations (2), (3), (5) et (6) définissent complètement
l^baque demandé.

J'ai tenu à signaler cette solution, théoriquement la plus satis-
faisante, pour montrer un nouvel exemple d'application du prin-
cipe qui m^a servi à construire Pabaque général de la Trigonomé-
trie sphérique. Mais il vaut mieux, en pratique, éviter le tracé des
courbes (n) définies par Inéquation (6), en adoptant la solution
suivante.
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2. Posant nt = 9, considérons l'équation sous la forme

u — e sin u == 9.
Ecrivons-la

6 -+- e sin ̂  — u == o

et prenons 9 et e pour des coordonnées parallèles de droite, U et V.
Nous aurons alors pour premiers systèmes d'isoplèthes (9) et

(e) les points

(7) U =6 et V = e ,

constituant des graduations naturelles respectivement sur Faxe
des U et sur l'axe des V.

Le troisième système d'isoplèthes (u) sera dès lors donné par
l'équation

U -4- V sin u — u = o,

qui représente, pour chaque valeur de ^, un point dont les coor-
données, rapportées à un axe des x confondu avec l'axe des ori-
gines et à un axe des y équidistant de ceux des U et des V, sont,
en représentant par ia Fécartement de ces deux derniers (1) ,

. Q. i — sin u u
(8) a?==—a———- .——, y ===———;—•

i -h sinu v « -+- sin u

Les formules (^) et (8) définissent complètement notre nouvel
abaque.

3. Ici se place une première remarque importante au point de
vue de la construction de Fabaque.

La variable u croît de o à 271. Or, lorsqu'elle croît de o à TT,
x reste compris entre — a et o; mais, lorsqu'elle croît de TT à 271,

x devient infini pour u = —Tr- Les points isoplèthes (u) s'éten-î
draient donc jusqu'à l'infini, ce qui est pratiquement inacceptable.
Afin d'éviter cet inconvénient majeur, j'aurai recours a l'artifice
que j'ai déjà employé dans mon livre pour Fabaque de la distance
sphérique (2).

Pour les valeurs de u supérieures à TT, posons

(9) U = 6 , V==-e.

( ' ) Nomographie, p. 53.
( 2 ) Nomographie. Note au bas de la page 84.
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II vient alors pour les points isoplèthes ( u ) l 'équation

U — V sin u — u == o,

qui donne, en coordonnées cartésiennes,

_ i -5- sin u __ u
i—sin u9 i—smu

Cette nouvelle valeur de x reste finie lorsque u varie de TC à a-rc.
De cette façon, tous les points isoplèthes (u) sont à distance finie.
Seulement à la variable e correspondent deux graduations : l'une,
portée dans le sens positif, sert lorsque u << TC, c'est-à-dire 9 << TT;
l'autre, portée dans le sens négatif, lorsque u > ?r ou 9 > TT.

4. Voici maintenant, à propos de la construction de l'abaque,
une autre remarque non moins importante au point de vue pra-
tique.

Tandis que la variable 9 varie deçà 2îr== 6,a83, ..., la variable e
reste comprise entre 0,01 et o,4. Cela conduirait à avoir sur l'axe
des U une échelle seize fois plus développée environ que celle qui
serait portée par l'axe des V.

Pour obvier à cet inconvénient, posons < ? = = — - et construisons
l'abaque de l'équation

défini, d'après ce qui précède, par les formules

/ u = = o , v = e ' >
(il) \ j o—s inu îoa ? pour u < TT,

l x ==— a ———:——, y == ————-,—— \
{ 10 -4- sin u u 10-{-Sïn il ]

u = = e , v = - ^
( i ' 2 ) 10 -h sin u \ou p o u r ^ > 7 T ;x = — a ———-,— , y = ————;—— r

10—sin u v 10— sin u

puis, cetabaque une fois construit, graduons l'échelle des points(^)
au moyen des valeurs correspondantes de <?.

On peut remarquer qu'ici la transformation employée précédem-
ment pour éviter les points à l'infini et qui a donné naissance aux
formules du second groupe n'est plus nécessaire, puisque le déno-
minateur des valeurs de x et dey dans le premier groupe ne peut
plus s'annuler.
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11 vaut mieux néanmoîns continuer à en faire usage pour la
raison que voici : la valeur de l'inconnue u est donnée par le
point où la droite qui joint le point coté 9 au point coté e coupe
la courbe graduée au moyen des valeurs de u. Au point de vue de
la précision, il est préférable que ce point de rencontre se trouve
entre les points servant à déterminer la droite indicatrice de la
lecture. Or, la transformation susmentionnée a précisément pour
effet de faire rentrer tous les points (u) entre l'axe des U et l'axe
desV.

8. Pour obtenir Pabaque en points simplement isoplèthes qui
vient d'être décrit, nous avons dû prendre le produit nt pour un
argument que nous avons appelé 9; mais rien n^estplus facile que
d'éviter de faire ce produit en complétant l'abaque de la façon
suivante. Formons l'abaque du produit

0 —- nt
en posant

U==6, V = - / î ,

ce qui donne pour isoplèthes (t\

T J - ^ V = 0 ,
OU

x == a ̂ -j-^, y = o.

Comme n reste compris entre o,ooa5 et 0,006, tandis que t
varie de o à a5oo, nous coterons encore ici, pour la construc-

tion de l'abaque, les variables t' = —— et n' == 1000^1 aux va-
•z / 1000

riables t et Uy et nous coterons les points (^ /) et ( n ' ) respective-
ment au moyen des valeurs de t et de n, ces dernières étant
même, pour plus de commodité, exprimées en secondes.

L'abaque complémentaire ainsi construit peut, sans nul incon-
vénient, être superposé au premier, les échelles (9) de Fun et de
l'autre, qui sont semblables, étant mises en coïncidence.

C^est de cette façon qu'a été obtenu l'abaque représenté 'par la
fig. i. Son mode d'emploi peut se résumer ainsi :

Une droite lirait sur un transparent ou fil tendu) passant
par le point coté n sur l7 échelle verticale de.droite est amenée

xxn. i4
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à passer par le point coté t sur V échelle horizontale. On la fait

Fig. i.

100 100 .100 400 500 .600 700 800 1SOO 2000 ÏiiOOjoilf
Edielh de i

ensuite pivoter autour du point 9 où elle coupe l'échelle verti-
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cale de gauche, jusqu'à ce qu'elle passe par le point coté e sur
l'échelle verticale de droite^ dans sa partie supérieure si le
point 9 est sous l'arc inférieur de la courbe, dans sa partie in-
férieure si le point 9 est sous l'arc supérieur. On n'a plus qu'à
lire la cote du point où cette courbe est alors coupée par la
droite.

6. Si Von ne tient pas à effectuer le produit 9 == nt sur l'abaque
même, c'est-à-dire si l'on conserve 9 comme entrée, on peut ré-
duire notablement encore le Tableau de la manière suivante :

Considérons la seconde partie de l'abaque, celle qui correspond
aux valeurs de u supérieures à TC. Elle comprend l'échelle infé-
rieure de droite pour la variable e, la moitié supérieure de l'échelle
de gauche poiir la variable 9, la courbe supérieure pour la va-
riable u.

Supposons menée la droite qui joint le point coté o de l'échelle
de droite au point coté T; de l'échelle de gauche, et prenons la
figure symétrique oblique de l'ensemble qui vient d'être définie
par rapport à cette droite, la symétrie ayant lieu parallèlement
aux axes des U et des V.

Dans ces conditions, l'échelle inférieure de e vient coïncider
exactement avec l'échelle supérieure de la même variable ; la partie
supérieure (de TC à 27t) de l'échelle de 9 se rabat sur la partie infé-
rieure (de o à Te), le point de cote 9o venant en coïncidence avec
celui de cote arc— 9o. Je dis qu'il en est de même pour l'échelle
curviligne correspondant à u.

Soient, en effet, les valeurs UQ << ^ et a - r c — ^ o > ^ Les for-
mules (i i) donnent pour le point («o) les coordonnées

10 — sin^o iot/oXQ = — a ———-.—— , YQ = ————;—— ,
104-sini^o io-1-smMo

et les formules (12), pour le point (271— Uo),

10—s ' ïnuo lof^'jr ~ Uo)a-i = — a ————:——- » n = ————;——-'• •io-4-sm^o - ïo -hs inMo

Ces deux points, ayant même abscisse, sont sur une parallèle aux
axes des U et desV. D'autre part, le point milieu de leur inter-
valle a pour ordonnée

y == ^° ^"-rl = '0^ ^
2 1 0 -4- sin UQ
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Son abscisse étant

10 — sin^o.r == — a ————:——-,10 -h sin UQ

on voit, par l'élimination de s in?/o, qu'il se trouve sur la droite

^x -+- iay == air,

qui est celle joignant le point e == o(x = a, y == o) au point
^='K{x=—a,y=^).

La transformation indiquée a donc bien pour effet d'amener
le point de cote 270 — UQ en coïncidence avec le point de cote u^.

L'abaque se trouve ainsi réduit à la fig. a.

Fig. 2.

Son emploi consiste simplement en ceci :

Joindre par une droite le point coté e sur l'échelle de
droite au point coté 6 sur l'échelle de gauche. Suivant que 9
est plus petit ou plus grand que TC, lire, au point où cette
droite coupe V échelle curviligne, la valeur de u plus petite ou
plus grande que TC.

Il est bien évident que pour obtenir, avec un tel abaque, le
degré de précision requis par les besoins de l'Astronomie, il serait
nécessaire de lui donner des dimensions qui rendraient son em-
ploi peu pratique. Il permettra en tout cas d'obtenir rapidement
une valeur approchée de l'inconnue, et supprimera ainsi tout tâ-
tonnement dans l'application des méthodes connues d'approxi-
mation.


