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Sur U'application de la théorie des formes binaires i la géométrie des courbes
tracées sur une surface du second ordre; par M. LiGUERRE.

(Séance du 18 décembre 1872)

L — CONSIDI:IRATIONS PRELIMINAIRES.

1. Bien que les considérations suivantes puissent étre appliquées a toutes
les surfaces algébriques, et en particulier au plan (%), je ne les dévelop-
perai, dans ce mémoire, que relativement aux courbes que I'on peut tracer
sur une surface du second ordre.

Soit S une surface du second ordre, elle posséde deux systémes de géné-
ratrices rectilignes; avec M. Chasles (Théorie des courbes tracées sur Uhy-
perboloide & une nappe, Comptes rendus, 1861), j'appellerai directrices les
droites de 1'un de ces systémes, en réservant le nom de génératrices aux
droites de l'autre systéme.

Prenons arbitrairement sur S une conique K que je désignerai sous le
nom de conique fondamentale; cette courbe est wnicursale, c’est-a-dire
quon peut désigner chacun de ses points par la valeur d'un paramétre ¢ et
de telle sorte qu’a chaque valeur du paramétre corresponde un point unique
de la courbe.

Soit M un point de la surface §; par ce point passe une directrice de la
surface coupant K en un point unique, dont je désignerai le paramétre
par & ; par ce méme point passe une génératrice de la surface coupant K en
un point unique, dont je désignerai le paramétre par y. Il est clair, du
reste, que le point M est complétement déterminé et sans ambiguité par
les deux quantités x et y; je les appellerai les coordonnées du point M.

L'équation d'une courbe tracée sur S sera de la forme f(z, y) =0; son
degré p, relativement & la variable 2, indiquant en combien de points elle
est coupée par une génératrice quelconque, et son degré ¢, relativement a
la variable y, indiquant en combien de points elle est coupée par une direc-
trice. (Voy. CuasLes, loc. cit.) _

2. On connait le procédé ingénieux employé par Pliicker pour rendre
homogéne I'équation f(z, y) =0, en remplagant les variables = et y par

{*) Le cas du plan présente naturellement un trés-grand intérét, mais demande pour
Papplication de la théorie quelques explications dans lesquelles je n'ai pas voulu entrer
ici.
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2 : nous emploierons ici un procédé analogue en remplagant z par

AL

et y par %, De cette fagon, I'équation d’une courbe algébrique tracée
sur S deviendra

F(z, o5y, y)=0,

le polynéme F étant homogéne et du degré p par rapport aux deux varia-
bles = et ', homogeéne et du degré g par rapport aux variablesy et 3.

3. Cela posé, je rappellerai d’abord ce que I’on nomme émanant d'une
forme binaire ou d’un polynéme algébrique homogéne a deux indéter-
minées.

Soit U(x, ') un tel polyndme; on appelle émanants de ce polynéme les
divers polyndémes compris dans les expressions suivantes :

v du
Vo TV @
U U
2(y @ T gy TV dx’*)’

1 dsu &sU sy
2, /5
g o(y i T VY Gy W g TV i )

.........................

dont la loi est facile 4 saisir.

Pour abréger, je désignerai ces émanants par la notation (U),, (U),,
(U)sy-..; la parenthése indiquant un émanant de la forme U, et I'indice qui
lui est adjoint 1 degré de cet émanant par rapport aux lettres y et '

Lorsqu'une forme est de degré pair, elle posséde un émanant dans lequel
les variables z et y entrent au méme degré ; j’appellerai cet émanant éma-
nant principal de la forme, et jele désignerai par la notation (U), en omet-
tant I'indice adjoint & la parenthése, lorsque cela ne donnera lieu 4 aucune
ambiguite.

4. 1l résulte de ce qui précéde que tout émanant d’une forme U se réduit
a cette forme lorsque I'on identifie les variables x, «" et y, ¢’

Soit U la forme du degré (p+gq) a laquelle se réduit le polynéme
F(z, 2'; y, y') lorsqu’on fait 2’ =z et y' =y ; 'expression

Fz, oy, y) — (U)g

est homogéne et du degré p par rapport aux variables x et 2/, homogéne et
du degré ¢ par rapport aux variables y et 3'; de plus elle s’annule lorsqu’on
fait r=2x' et y=1y/, elle est donc divisible par

Yz’ — Y = o,
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et 'on peut poser

Fz, s y, )= (U); + oF,(z, o5 9, v),

I, désignant un polynéme du degré p — 1 par rapport aux variables z, z’
et du degré ¢ —1 par rapport aux variables y, y'.

On peut appliquer au polyndme F, le méme raisonnement et, en conti-
nuant de proche en proche, mettre 'équation d’une courbe, tracée sur la
surface du second ordre S, sous la forme suivante :

)

o =(U)g + o(V)g—1 + 0*(W)g—g + .= 0,

ou U, V, W,... désignent respectivement des polynémes entiers en x et 2,
desdegrésp+¢q, p+q—2, p4+q—4, ....

3. En particulier si 'on ap=g¢, I'équation de la courbe pourra se mettre
sous la forme

o= (U) + o(V) + o*}(W) + ...=0,

ou U, Vet W désignent respectivement des polyndmes entiers en « et x’,
des degrés 2p, 2(p—1), 2(p —2); et je ferai ohserver que, dans ce cas,
¢ est homogéne et du degré p par rapport aux quantités z—y, xy et
x4y (7).

6. Par la forme précédente que j'ai donnée a I'équation d’'une courbe
algébrique, on voit que cette équation s’obtient en égalant & zéro un poly-
néme &, qui est un covariant double des formes U, V, W, ...; on sait en
effet que « est un covariant double de toutes les formes et qu’un émanant
quelconque d'une forme est un covariant double de cette forme.

De la résulte que I'étude de cette courbe se rattache intimement a I'étude
simultancée de ces formes; je ne veux pas dire par la qu'elle s’y réduise,
car, pour étudier complétement une courbe, il est nécessaire de la compa-
rer avec d'autres courbes qui introduisent d’autres formes dans cette étude.

On pourra toujours néanmoins, dans un calcul relatif & un certain
nombre de courhes, faire en sorte que I'on n’ait a considérer que des inva-
riants ou des covariants d’un systéme de formes binaires, et profiter de
leurs propriétés connues pour en déduire des propriétés géométriques de
ce systéme de courbes, ou pour simplifier les opérations.

§il s’agit, par exemple, de calculer un covariant simple, il suffira de
calculer son premier terme; s'il s’agit d’un invariant, on pourra le calculer
sous sa forme canonique (**).

(*) Ici, pour abréger, je fais, comme je le ferai plus communément, dans la suite de ce
mémoire, 2’ =y =1.

(*) Voir en général, sur cette théorie des formes, I'Algébre supérieure de Sauuox (Paris,
Gauthicr-Villars).

1 3
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7. Eclaircissons ceci par un exemple. Je ferai auparavant remarquer que,
si O désigne le péle du plan de la conique fondamentale K par rapport 4 la
surface S, les coordonnées d’'un point M de cette surface étant « et y, les
coordonnées du point M’ ou le rayon OM perce S sont y et x. De 1a résulte
que si une courbe peut étre placée sur un cdne ayant pour sommet le point

0, son équation doit étre symétrique en z et y; elle doit étre par conséquent
de la forme.

(0) + 02(W) + ... =0,

et ne pas contenir les puissances impaires de w.

En particulier, considérons une biquadratique gauche tracée sur S, ¢’est-
a-dire la courbe du quatriéme ordre qui résulte de I'intersection de S par
une surface du second ordre n’ayant avec elle aucune génératrice com-
mune. Comme on peut la placer sur quatre cones différents, son équation
pourra, de quatre facons-différentes, se mettre sous la forme

(U) + ko2=0,

k désignant une constante et U un polyndme du quatriéme degré ; si I’on
fait
U= az* + 4bx® + 6ca® + 4dz + e,

I’équation de la courbe sera par conséquent
(1) y*(az® + 2bx + c) + 2y(ba? + 2z + d)+ (ca + 2dz + ) + k(y — z)* = 0.

Pour trouver les génératrices de la surface qui touchent la courbe, il faut
chercher pour quelles valeurs de y, x acquiert des racines égales. Ces va-
leurs seront données par I'équation F(y) =0, ot F désigne le discriminant
de ’équation précédente pris par rapport  x; de méme, pour une raison
de symétrie, les directrices de la surface tangentes & la courbe seront dé-
terminées par I'équation F(z)= 0.

Quelle est I'équation générale des biquadratiques tangentes & quatre
directrices données et pouvant étre placées sur un céne dont le sommet est
en 0?

1l est clair que, pour résoudre cette question, il faut déterminer de la
facon la plus générale le polynéme U et la constante k de telle fagon que le
discriminant F (z) soit un polynéme donné.

On voit aussi facilement que le probléme est identique avec l'intégration
de I'¢quation différentielle d’Euler, qui sert de point de départ a la théorie
des fonctions elliptiques. En effet, I’équation (1), étant successivement
ordonnée suivant les puissances décroissantes de z et de y, peut se mettre
sous les deux formes suivantes ; '
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Mz® 4 2Nx 4 P=0 et My2+ 2Ny + P'=0,

d’ott I'on déduit par la différentiation

Mz + Nydz + (Wy + N)dy = 0;
¢videmment
Mz + N=yF{@) et My+N=yF({),

I’équation devient donc
de.  dy

Flz) V()

et 'on voit que, pour intégrer cetle équation, il faut (ce qui est précisément
la méthode de Cauchy) déterminer le polynéme U et la constante £ de la
facon que j’ai indiquée.

Comme le discriminant F (z) est un covariant de la forme U, il suffit de
calculer son premier terme ; en ne conservant dans U que les termes du
degré le plus élevé en z, il se réduit a 22 (ay*+2by—+c—+£k), d’oit I'on
voit que leterme de F (z) du degré le plus éleve en z est (ac — b?) z*~+kax?;
par suite on a F () =H + kU, H désignant le hessien de U.

8. Supposons maintenant que nous remplacions U par «U—+65H, « et 3
désignant des quantités numériques indéterminées. Sans faire de nouveau
calcul, on sait, par les importantes formules dues a M. Cayley, que H
devient («8S—+952T)U~+ («2—3p2S)H (*), S et T désignant les invariants
fondamentaux de la forme U. '

Par suite F () devient MU ~+ («>— 3%S + 6kB) H, M désignant un nombre
dont il est inutile d’écrire la valeur.

Pour que le discriminant F () prenne donc (& un facteur numeérique pres)
une valeur donnée U, il suffit de choisir la constante & de fagon que 4l’équa-
tion o — 54°S + 643 =0 soit satisfaite. D’ott la proposition suivante :

Soit U un polynéme quelconque du quatriéme degre ; en designant par
H son hessien et par S son invariant quadratique, Uintégrale generale de
Uéquation

e dy
Vi(@) Vi)
est
6B(2U + OBH); + (3828 — «*) (z — y)* =0,

le rapport «: B étant la constante arbitraire introduite par lintégration.

La parenthése affectée de 'indice 2 désigne ici I'émanant principal de la
forme «U-68H.

(*) Samon, Algebre supéricure, p. 183,
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11. — EQUATION D'UNE SECTION PLANE; SYSTEME DE COORDONNEES DANS L’ESPACE.

9. L’équation d’une conique tracée sur la surface est de la forme
(2) y(Ar + B) + (Br + C) + K(y —a) =0;

je considérerai les quantités A, B, C. K. qui enirent dans celte équation,
comme les coordonnées du point de I'espace dont le plan polaire par rap-
port & la surface est le plan de la conique.

On pourrait aussi les regarder comme les coordonnées tangentielles de ce
plan, et je le ferai quelquefois; mais généralement je les emploierai comme
coordonnées ponctuelles.

Cela posé, étant données les équations de deux coniques

y(Az +B) + (Bz+C)+ K(y—2)=0 et y(A'c+B)+ (Br+C)+K(y—x)=0,

on voit par un calcul facile que la condition nécessaire et suffisante, pour
que le plan d'une de ces coniques contienne le péle du plan de I'autre, est
contenue dans la relation suivante AC’' + C\’— 2BB’ + 2KK' =0. Par suite,

Yéquation du plan polaire (par rapport a la surface) du point de I'espace
dont les coordonnées sont A’, B, C’, K’ est

AC’ + CA’ — 2BB’ + 2KK' = 0;

et cette équation étant linéaire par rapport aux variables, il en résulte que
le systéme de coordonnées employé est simplement un systéme particulier
de coordonnées tétraédrales.

10. Dans tout ce qui suit, on voit que j'emploierai simultanément deux
systémés de coordonnées, dont I'un (en z et y) ne se rapporte qu’aux
courbes tracées sur la surface, tandis que I'autre (en A, B, C, K) s’étend 4
tous les points de Vespace.

La méme équation, suivant que 'on y considérera les z, y ou les
A, B, C, K comme les coordonnées courantes, présentera un sens différent.

11. Cherchons les coordonnées rectilignes d’un point (x, y) de la sur-
face. En désignant par X, Y les coordonnées courantes, la conique suivant
laquelle la surface est coupée par le plan polaire du point (ici cette conique
se réduit & deux droites) a pour équation

X—z)Y—9y)=XY —yX —2Y + 2y =0;

si 'on identifie cette équation avec I'équation (2), on en déduit les relations
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d’ott encore

T avy w y—=s
) 3

A B C
(3) : £

Ces formules serviront & trouver en coordonnées rectilignes 1'équation
d’une courbe donnée en coordonneées sur la surface, et je ferai, 3 ce sujet,
celte remarque importante que si, dans un invariant de la forme (A, B, C)
et d'un nombre quelconque d’'autres formes, on remplace respectivement
A, B, C, K par les valeurs données ci-dessus, le résultat sera un covariant
du systéme composé de ces formes.

12. En particulier, supposons que I’équation d’une courbe M soit de
méme degré p par rapport & = et 3 y; on sait que (n° 5), dans ce cas, son
¢quation est homogéne par rapport aux quantités x—y, x—+y et zy; en
remplagant ces quantités par les expressions données, on obtiendra I’équa-
tion d’une surface de degr¢ p, qui contiendra la courbe et dont cette der-
nic¢re conslituera l'intersection compléte avec la surface du second degré
fondamentale (%) ; el je lerai observer que cetle équation sera un invarian
du systeme de formes qui caractérisent la courbe.

Ainsi, I'équation d'une biquadratique étant

yHazt 4+ 2z + ¢) + 2y(ba2 + 2cx + d) + ey + 2z + e+ k(y— 2)2 =0,
on pourra la mettre sous la forme
az*y® + 2xy(z + y) + c[(y +2)* + 2xy] + 2(z+y)+e + A(ly—x)2=0

d’olt I'on déduira, en employant le tableau (5), I'équation en coordonnées
rectilignes d’une des surfaces du second degré qui contient la biqua-

dratique
aC? — 4bBC + c(4B2 + 2AC) — 4dBA + eA* 4 4kK* =0,
ou simplement E+ 2kK>=0, en désignant par E 'invariant fondamental
des formes (A, B, C) et (¢, b, ¢, d, €)
1aC* — 2DBC + ¢(2B* + AC) — 2dBA + LeA®.
13. Sil'on élimine les variables z et y entre les équations (5), on oblient

évidemment 1'équation en coordonnées rectilignes de la surface du second
degreé S. Cette ¢quation est K2+ D=0, en réprésentant, comme je l¢ ferai

(*) Voir, & ce sujet, la note de M. Halphen, méme tome, p. 19.
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constamment dans la suite de ces recherches, par D I'invariant AC — B? de
la forme (A, B, C).

II. — RECHERCHE DE LA FPORME LA PLUS SIMPLE QUE L’ON PEUT DONNER A L'£QUATION
D'UNE COURBE ; GROUPES DE COURBES.

14. On peut, en faisant varier la conique fondamentale, donner une
infinité de formes & I’équation d’une courbe donnée M.

Les formules de transformation :peuvent évidemment (sans nuire a leur
généralité) étre mises sous la forme

X=z et Y:“y+ﬁ
W+’

a, B, yetd désignant des quantités numériques; en sorte que I’on dispose de
trois constantes arbitraires.

La chose la plus importante est d’obtenir une ¢quation de la courbe
donnée dans laquelle entre le moins de formes possible.

A ce point de vue, on voit facilement que I'équation des cubiques gauches
peut, d’une infinité de fagons, étre mise sous une forme qui ne contienne

qu’une forme binaire cubique; sa forme générale est en effet
(a2® 4 3ba® +-3cx + d), + (alx + Vy) (y-— x) =0,

et l'on peut, d’une infinité de maniéres, disposer des trois constantes arbi-
traires en sorte que a’ et b’ s’évanouissent.

L’équation de la biquadratique peut (comme on le sait déja) étre mise, de
quatre facons différentes, sous une forme ou n’apparait (u’un polynéme du
quatriéme degré.

L’équation générale de la quartique gauche, c’est-a-dire de la courbe du
quatriéme ordre par laquelle .on ne peut faire passer qu'une surface du
second ordre, est

(az® + 4ba® 4 bex? + ddx +e), + (a'22 + 2b'x + ¢')(y — x)= 0,

et un calcul simple fait voir que 'on peut, d’une seule facon, disposer des
constantes arbitraires en sorte que a’, b’ et ¢’ s’évanouissent; on peut donc
mettre I'équation de la quartique (et cela d’'une seule maniére bien déter-
minée) sous une forme ol n’apparait qu'une seule forme biquadratique ; ce
sera pour nous I’équation réduite de la courbe.

15. Etant donné un systéme quelconque de formes, je classerai dans un
méme groupe toutes les courbes dont I'équation ne dépend que de ces
formes et de leurs divers covariants, et je dirai que toutes ces courbes con-
stituent les formes du groupe.
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Ainsi étant donnée une forme biquadratique U, les courbes qui appar-
tiendront & son groupe seront toutes celles dont 1'équation renferme seule-
ment la forme U elle-méme, son hessien H et son covariant du sixiéme
degré .

Si I'on s'en tient aux courbes dont le degré ne dépasse pas 4, on voit
(ue cg groupe contient seulement des biquadratiques et des quartiques
gauches.

Toutes les biquadratiques du groupe forment un sysiéme conjugué par
rapport & un tétraédre fixe qui caractérise le groupe ; c’est-a-dire que les
sommets de ce tétracdre sont les sommets des quatre cones qui contiennent
chacune de ces courbes. Les quarliques jouissent de propriétés analogues
par rapport & ce tétraédre.

(Vest le groupe dont je viens de parler que je veux étudier d’abord dans
la suite de ces recherches.



