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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

MEMOIRE SUR LA THEORIE INFINITESIMALE DES EQUATIONS
ET LES FONCTIONS IMPLICITES;

Par M. A. PeLLET.

1. Nous dirons que les n premiéres racines d’une équation,
F(x)= o, sont séparées dans le plan, lorsque I'équation obtenue
en y remplacant chaque coefficient par son module & ’exception
de celui de x" qui est remplacé par une quantité négative de
méme module, équation qui offre deux variations de signe, a une
racine positive simple r. Alors I'équation F(z)=o0 a n racines
de modules inférieurs a r, et 'on peut former, d’une part, I'équa-
tion de degré n qui admet ces n racines, d’autre part, celle qui
admelt toutes les autres racines qui sont de modules supérieurs
ar. Soit

F(r)=ai+ oz + a3z +.. .+~ azi+....

‘Posons

f(Z)=ap+ar1x+...+ap g 2"+ appq et .

o(Z)=ap+a 2 +.. el R o P L R
o; étant le module de a;. On a
F(z)=a,z"+ f(x),

et les n premiéres racines de I'équation F(x) = o sont séparées
dans le plan sila fonction a, 2" — ¢(z), qui est négative pour z=o,
est positive pour les valeurs positives de 2 comprises entre ret R,
R > r. Il est clair qu’on peut remplacer dans o(x) les coefficients
par des quantités positives supérieures et «, par une quantité po-
sitive plus petite; si la nouvelle fonction ‘est positive pour des
valeurs positives de z, ces valeurs rendront a fortiori positive la
premiére. ‘

Pour les valeurs de #, dont le module est compris entre 7 et R,
ona

wll a n @€ n

Hanzn+ f(2)] = lagan+ L)1 [M]T

[.a série & doublc entréde du second membre est absolument
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convergenle el on peut I'ordonner suivant les puissances crois-
santes et décroissantes de x. Soit alors

IF(z) = lapz"+ o+ £1% +...+ gixi+... +h,;‘+. .ot h,--;-‘;.—i—....

Posons
G(z)=g12 + go22+...+ gizl'+...‘,

H(—I)=ﬁ+...+}—l’:+....
x x xt

La série G(x) a un rayon de convergence égal ou supérieur

\ 1 , . £ s
a R, et H(;) un rayon de convergence égal ou inférieur a r, 11

vient, passant des logarithmes aux nombres

1
=) G
e Flz)=a,z" eH(“) e (r);

d’ou
1
(I) an,xTh 8“(";) — =& F(.Z’) e—G(.l‘)’
1
(2) e F(x) e‘“(;) p—

Ces deux égalités ayant lieu pour toutes les valeurs de z de mo-
dule compris entre r et R, les deux membres doivent étre iden-
tiques dans chacune d’elles. Or, les seconds membres sont des
séries holomorphes en x, les premiers ne contiennent donc des

1 ,
termes en — qu en apparence.
e | pp

Les deux membres de 1'égalité (1) sont des polyndmes entiers
de degré n en z; en égalant a o, on obtient I’équation qui admet
les n premiéres racines de F(2)= o; le produil de ces » racines
est égal a

a
(— I)”‘ ;;)l- e 8o,

Les deux membres de I'égalité (2) sont des séries holomorphes
en z, le degré du terme de degré le moins élevé étant n; égalant
a o et supprimant le facteur ", on obtient une équation admet-
tant toutes les autres racines de I’équation F(z) = o, et récipro-
quement; le nombre de ces racines peut se réduire a o, et leurs
modules sont supérieurs a R. .

Si les 7, premiéres sont également séparées dans le plan, n, >n,
on aura

. '
Ap, T e"’(.r) = e—#&! F(Z‘) e—Gn(l),
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g0 Gi(2), Hi( ) étant les valeurs correspondantes de g,, G(z),
H(;) On en déduit

R (x)"“(x) = a, ebo8} Gu-)—c.u-)’

et1'on a ainsi sous deux formes différentes, comme précédemment,
I’équation de degré n, — n, qui admet les n, — n racines nouvel-
lement séparées.

2. Posons

anP(z)=aprz+...+api@+. ..,

4 an-—i
a,,Q() xn—l— Hee ——

znll-!—l

Ap T (&) = Apiy & ~+ Apia B2+ o Apii Xl .o,y
1 -3 o) 1n——1

anx<—) = o e
z x

xn xn—

Le terme indépendant de z est nul dans f( = et, par suite, est

le méme dans [‘—lf:—x%] et [M] —Pi(z) — Q"<l>-

a,x" z

Soit . la valeur minimum de w©(z) + 7y ( ) le terme indépen-
dant de z dans [P(x)-{—Q(E)]‘a un module plus petit que

pi(n— 2—:—;) et par suite, en prenant pour g, le terme indépendant

;zf_::_,i - % <a—,,j;n) .. (l—_‘z‘ (a,;;;n>z'—:’

. w! 1
on commet une erreur ¢ de module plus petit que ——— <1—-~.— ’
(1—p) 2i—1

et il en résulte, pour le produit des n premiéres racines,

de z dans

a . P .
(—1)2 — €&, une erreur relative ¢ — 1, de module inférieur a
1

S AN U o
i(1—p—pi) 21"
Ainsi, pour n quelconque, on a

Qp+1Qp—1—+ AnygQp—g—+. ..~ QAo _ pd
o =— > ) | € l < 7‘-—'—-'
ap A(1— )
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Pourn=2:

asa1+a,ay  agat+2asagay+ a,al + ayal 7
Bo=— 3 -+ 3 el <E— s
a; ay 4(' ®)
Pour n=1:
asa, asa} a,a}+3ialal asal-+4asa, ao we 31,
Fo=— "3 -+ @ " + 3 lel<gm—m
i 1 ajq aj 6(1—p) Y

dans ce cas, on peut écrire, en ajoutant des termes qui se trouvent
dans la suite des termes négligés avec des coefficients au moins
égaux, de sorte que la limite de U'erreur est inférieure,

Cp () _spr (B mmal
so=p (= a)-ie (- 5) - =5

et il en résulte pour valeur de la premiére racine

e 2) e (-2)- =]
ay |, ay ay ai

. . 6
avec une erreur relative de module plus petit que _LT
6(1t—p—ps)
3. Ona

=i p@] e, M =i (2)] S,

G(z) étant la partie contenant x & des puissances positives, et
I . . . , . ,
5(=) la partie contenant z a des puissances négatives du déve-

x

loppement de la série

2‘ - [(P + Q)i — Pi—Q1),

ordonnée suivant les puissances croissantes et décroissantes de .
J étant un entier positif ou négatif, le coefficient de z/ dans

[P+ (2)] —Puor—e(3)

a un module inférieur a

on) o))

0 ’
Z




Y -

¢ étant compris entre » et R. Donc, dans §(x) et § (;’), le coeffi-
cient de 2/ a un module inférieur a

u(p)x(é)

()

. . : B(L
et par suite dans les fonctions egm, ed(x), holomorphes, I'une en

z, 'autre en ;'., le coefficient de z/ a un module plus petit que

‘ﬂ(P)X(%) »
t—ﬂ(p)——x(f,) —i=(p)y (%) o

Cela posé, on a l'identité

e80e5® e"(fi)= 1+ P(z)+ Q(;‘)
D’ou
n(i . x _Q)
eSoe (I)—l+ H_—P—(?)e Jd s

en ne retenant pas dans le second membre les Lermes contenant z

. . , . . . s 1 .
4 une puissance supérieure a o. Ainsi ordonnons ——— suivant
1+ P(x)

les puissances positives de x, multiplions par Q(;‘) et soit

1 a,_ a,_ a
Q’(—):a;,+ L . R S S
x x

la partie de ce produit contenant z & une puissance nulle ou né-

gative; on a
1
e8o e"(.i‘): I+ Q'(;I') y

. . 1
I’erreur absolue commise sur le coefficient de — ayant un module
xl y

“01(;) 1 ()

|——ﬂ(.O)—-)(.(é) - éw(p)xc;) -

inférieur a
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ol

I ’
ya <5) representant

oy
4;,+-—u +.oo+ =
e P

ou a; est égal au module de a;.
De méme

(1
e8o ecm= 1+ _E(_x)_l__ e_(,)(:_l')’
I+Q z

en ne retenant pas dans le second membre les termes contenant
a4 une puissance négative. Désignons par P'(z),

P(z)=ap+ ap & +al 22 +...+~ah_xi+...,
P(x)
I
1+ Q( =
+Q(z)

€80 eS = 1 + P'(7);

la partie de la fonction ne contenant pas x i une puis-

sance négative; on a

I'erreur absolue commise sur le coefficient de x? ayant un module
inférieur a
I

ﬁ(p)x<;>ﬂ’(p)
—w(e)—x(3) — = (3) ¥

v

—

= (p) représentant la fonction
Up Ay P APl

Lorsque F(x) est une fonction entiére de degré m, P'(x) doit
étre arrété au terme de degré m — n.

™ (p) et X’<%> sont sensiblement égaux respectivement a =(p),
X(é) lorsque p est petit, et I'on peut prendre pour limite du mo-

dule de I’erreur commise, dans I'un et I’autre cas, sur le coefficient

PR . o . 4 “3 _: , .
de %, i entier positif ou négatif, 5 T—gf {, p étant la valeur qui

rend minimum la fonction = (x) +')((;;)’ lorsque x varie de r
aR.
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z"[l—}-—Q' <é)]=o
pour I'équation qui admet les n premiéres racines de F(z) = o,

et 1+ P'(z) = o pour celle qui admet toutes les autres, avec une
approximation d’autant plus grande que p est plus petit.

On peut prendre

4. Si I’équation f(x)=o0 a nracines de modules inférieurs
& 7, et aucune dans l'intérieur de la couronne comprise entre
les cercles de rayon r, et r,, r, étant supérieur a r, et au plus
égal au rayon de convergence de la série holomorphe f(z), il
peut se faire que ces nracines ne soient pas séparées dans le plan;
mais les n premiéres racines de 1'équation transformée en posant
y = ¥ seront séparées dans le plan pour toutes les valeurs du
nombre k, supposé entier, supérieures i une certaine limite.

Pour la facilité des calculs, on choisit pour % les puissances
successives de 2; méthode de Griff et Carvallo (thése de M. Car-
vallo, 1889g).

On obtient la transformée en y en effectuant le produit

f(@) f(8z)...F(0k1z),

b étant une racine primitive de 8% — 1 =o0. Apreés les réductions
ce produit est une fonction entiére de %, et il suffit de changer
x* en y, pour avoir le premier membre de 'équation en y. Or,
d’aprés un thédréme de M. Weierstrass, on a, pour les valeurs de
x de module inférieur a r,,

f(@) =F(2) ™,

F(z) étant une fonction entiére en xz, de degré n, dans laquelle
on peut supposer le coefficient de la plus haute puissance de =
égal & l'unité et G(z) une série holomorphe convergente dans
le cercle de rayon r,. Posons

G(z)=bo+ bz +...+ bzt +....

La transformée de f(z), en posant y = z*, sera égale au pro-
duit de la transformée de F(z), F(y), par !+ on

Gi(p)=k(bry +.. .+ byt +...).
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Le module de ib;R¢ est aussi petit que I'on veut pour toutesles
valeurs de ¢ suffisamment grandes, si B, quantité positive, est
plus petite que r;. On peut donc poser

n

b; e

16:] < tRi
pour les valeurs de ¢ supérieures & un nombre Z,, R étant compris
entre 7, et ry. Pour les valeurs de & supérieures a ¢, les modules
des coefficients de G, () sont au plus égaux aux coelficients cor-

R¢
teur ¢*% et prendre pour transformée de f(x), () e®; d'apres
ce qui précéde, les coefficients de cette transformée ont des mo-
dules inférieurs aux coefficients de la fonction

y+rin
Y
TRk

développée suivant les puissances croissantes de y; de plus, si
1+ c est le coefficient de y* dans ce développement, ¢ est une

respondants de — / (1 — -J—’.>n- On peut faire abstraction du fac-

71
R
Iinfini, et le coefficient de y” dans $(y) €% a un module com-
pris entre 1 — ¢ el 1+ ¢. Ainsi, pour démontrer la proposition,
il suffit d’établir que I’équation

2}/7& — <M>n= (4]
I— _‘Z.
R4

a deux racines positives pour les valeurs de & suffisamment
grandes. Extrayant la racine ni¢¢, il vient

. . LI . .
fonction entiére de( ) » infiniment petite lorsque & tend vers

Y
/2%—(\/2—1)}'—4—#‘:0.

Cette équation du second degré a deux racines positives pour les
valeurs de k& qui satisfont a 'inégalité

(Va—ry>a¥a(3)"
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5. Soit I'équation
(1) Xo+ X4y +...+Xpy?+... =0,

les X désignant des séries holomorphes en z, les n premiéres X,,
X, ..., X,_y s’annulant et la (7 +1)¥=¢, X, ne s’annulant pas
avec z. Pour les valeurs de z, d’assez petit module, les n pre-
miéres racines de cette équation en y seront séparées dans le plan.
Ordonnons en effet par rapport a z et soit alors

(a,.+Yo)y”+ Y;-T—F Yoz2+...=0

ce que devient I'équation, a, étant la valeur de X, pour z =o.
Désignons par | Y;| ce que devient Y; quand on y remplace tous
les coetficients par leur module. Cela posé, soient y, une quantité
positive rendant &, — | Y, | positif (a, module de a,), et inférieure
aux rayons de convergence des séries Y,, Y,, ..., Y,, ...; Z, une
quantité positive rendant positif ou nul le premier membre de
I'équation

(2) yi(en—IY§) =& | Y]l =2} | Y} | —...—a] | Y}|—...=0,

| Y| représentant la valeur de | Y;| pour y = y,.

Pour les valeurs de  de module inférieur & z,, I'équation (1)
a n racines de modules inférieurs a y,, ét ces n racines sont sépa-
rées dans le plan. Presque toujours, dans le cas par exemple ou
le premier membre de I’équation (1) est un polynéme entier en z
et y, il y aura une valeur positive p de z; pour laquelle I'équa-
tion (2) admettra une racine positive double en y,, 0. Alors, pour
z, < p, I'équation (2) aura deux racines positives y,, y., com-
prenant entre elles ¢, ys>¢>>y,; et pour| z|<<z,, 'équation (1)
a n racines de modules plus petits que y,, séparées dans le plan.
La méthode -du n° 1 permettra de former ’équation de degré »
qui admet ces n racines. Toute fonction symétrique et entiére de
ces n racines est développable suivant les puissances croissantes
de x et l'erreur commise en négligeant les termes de degré supé-
périeur & i a un module inférieur a

<'zl)i+i
NP/

8

1 —

o
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A désignant la valeur que prend la fonction quand on y remplace
chaque racine par ¢, et les coefficients par leur module.

6. Soit I’équation
yr—zf(y)=o,

\

ou

SON=bo+bry +...+biyi+....
Posons

o(y)=Bo+ By +...+Biyi+...,

B; étant égal ou supérieur au module de b;. On pourra prendre
pour ¥, un nombre positif quelconque inférieur au rayon de con-
1

vergence de ¢(y); x, sera égal & SO

; v sera déterminé par I'é-

LS S
o(v) — ¢'(v)
En particulier considérons I'équation

quation ¢¢'(¢) — ne(v)=o0 et p=

y—axsin(b+y)=o.

. . T .
Soit § I'angle compris entre o et ~ ayant méme sinus en valeur

absolue que b; on a

) y -y Y — e~y
?(~y)=sln{i\e———%——— ~+ cos B g—e.
Pour yy =1,
Y S 2
2 > o0,514.
¢ (1)~ Va(er+ e-?) !
L’équation en ¢ devient
. . v2 ot 124 A
= —sinf} -~ sin — e — ... . e ST
¢ g ! p<2+2.4+ +l.2...(2l-—2).2l+ )
o3 o2i+1
-+ CO¢ —_— cee q = < oo ).
os@(3+ +1.2...(’n—-—1).(2z+|) )

4
@ tendant vers o, ¢ tend vers (3 tang3)?, et p vers 'unité. Ainsi
@ varie entre 0,51 et 1; on sait que Laplace a montré que le rayon
de convergence de la fonction y est supérieur a o,662.




