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MEMOIRE SUR LA DEFORMATION DES SURFACES;

Par M. Paur Apam.

Soient (), (¢,) deux surfaces applicables I'une sur I'autre. Les
principaux points de ce Mémoire sont les suivants :

Je considére la surface (X), lieu du milieu de la corde joignant
deux points correspondants de () et de (o), et la surface (%),
lieu de I'extrémité du vecteur paralléle a cette corde et égal a sa
moitié.

Je forme d’abord I’équation aux dérivées partielles de (2,) quand
(Z) est donnée.

Cette équation est beaucoup plus simple que I’équation des sur-
faces applicables sur une surface donnée; or (X) et (Z,) étant con-
nues, (o) et (¢,) le sont également, car celles-ci ont, par rapport
aux deux premiéres, la méme définition que (X) et (Z,) par rap-
port a (o) et (s,). Par conséquent :

La détermination des couples de surfaces applicables tels
que le lieu du milieu de la corde joignant deux points corres-
pondants soit une surface donnée dépend d’'une équation
beaucoup plus simple que la recherche des surfaces appli-
cables sur une surface donnée.

Jétablis, entre les rayons de courbure de (Z) et (Z,), une rela-
tion que 'on peut regarder comme l'analogue de la relation de
Gauss pour les surfaces (¢) et (5,) et j’en déduis plusieurs théo-
rémes, parmi lesquels ceux-ci :
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Tandis que (s) et (3,) sont toujours toutes deuzx convexes ou
toutes deux a courbures opposées aux points correspondants,
() et (%)) sont l'une convexe et U'autre a courbures opposées
ou toutes deuz a courbures opposées, mais jamais toutes deux
convezxes..

Si les extrémités m et m, d’une droite de longueur con-
stante sont les points correspondants de deux surfaces (s), (s,)
applicables Uune sur Uautre, le rapport des rayons de cour-
bure principauz de la surface (%), lieu du miliew de mm,
(surface qui est toujours & courbures opposées) est égal &
Uinverse du rapport des carrés des distances du point m, ou
du point m,, aux directions principales de cette surface (T).

Je m’occupe ensuite des couples (s), () pour lesquels (X) est
un cylindre. J'établis que, dans ce cas :

() est une surface réglée quelconque et () la surface ré-
glée symétrique, par rapport a une droite quelconque, de la
surface réglée applicable sur (s) avec parallélisme des géné-
ratrices.

Jentre dans quelques considérations intéressantes relativement
a ces couples (o), (o) et a la surface (Z,) correspondante.

Je détermine enfin tous les couples (v), (5,) pour lesquels (T)
est une quadrique.

Lorsque () est une quadrique dénuée de centre, je démontre
que, parmi les couples (¢), (7,) correspondants, se trouvent la
surface minima d’Enneper et son adjointe :

La surface minima d’Enneper et son adjointe peuvent étre
orientées de maniére que le licu du miliew de la corde joi-
gnant deux points correspondants soit un paraboloide hyper-
bolique équilatére.

Le cas ot (Z) est une quadrique a centre se raméne trés sim-
plement a la recherche des couples de surfaces applicables avec
invariabilité de la distance des points correspondants, couples
¢étudiés par Ribaucour.
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“QUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE LA SURFACE ().

Soient, en coordonnées rectangulaires, z, y, 5; x,, ¥1, 21; X,
r ’ .
Y, Z; X4, Y,, Z, les coordonnées respectives des surfaces (s),
(°|)7 (2), (E')

On a
z=X+Xy, zy =X — Xy,

(]) (‘}’-‘—‘Y-{'—Yl, }’1=Y~—'Yl,
=Z—I—Z|, 51:Z—-Z1.

Si 'on prend X et Y comme variables indépendantes, les con-
ditions pour que (o) et (o) s’appliquent I'une sur I'autre sont

(0Xy L ol
‘ XITxXX =%
dY L 0L L
() ¥ ¥ Y =
ax, oYy | OL 0Ly oL 0 _
1l 9Y ToX Tox oY Toavex - %

Il est facile d’éliminer les deux fonctions X, et Y, entre ces
trois équations.

En égalant d’abord les deux expressions de dx);Y tirées de la
premlere et de la troisiéme, on trouve

s NY,  NLIL, IL BL,
3) oxt Toxtoy toy oxz — *

La seconde des équations (2) différentiée ensuite par rapport

a X donne

AY,  #L 0L, oL 0L, _
(4) GXoY T X oY oY T oY oXoY

03Y,
Il n’ya plus qu’a égaler les deux expressions de TXToY tirées des

équations (3) et (4) pour obtenir I'équation suivante entre les
fonctions Z et Z,,

L N7, ML . NZL, L 2L,

(%) oX: oY 29X oY oXoY oy oxz . *

Si la surface (X) est donnée, la fonction Z(X, Y) est connue,
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et Péquation (5) définit la fonction Z(X, Y); les équations (3) et

(4) donnent ensuite les deux dérivées de §, on obtient par suite
g)y—(— par deux quadratures; I'équation (4) exprime alors que cette
valeur de FY)( et que l'expression de —% tivée de la seconde des
équations (2) sont les dérivées d’une méme fonction Y, : dout Y,
par deux nouvelles quadratures; enfin, en vertu de I'équa-
tion (3), la premiére et la derniére des équauons (2) font con-
(&
oY
laquelle se calcule pal deux derniéres quadratures.

En résumé, I’équation (5) est l’équation auzx dérivées par-
tielles de la surface (2,) quand (X) est donnée, et, en suppo-
sant que la fonction (1,) ait été déterminée, six quadratures
définissent, au moyen des relations (1), les coordonnées des
deux surfaces (a) et (=) applicables l’une sur Uautre.

X
naitre pour et 0 ‘ les deux dérivées d’'une méme fonction X,

RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX
DES DEUX SURFACES (2) ErT (Z;) AUX POINTS CORRESPONDANTS.

Appelons P, Q, R, S, T les dérivées de la fonction Z(X, Y), et
P,, Qi, Ry, Sy, T, les dérivées de la fonction Z, (X,,Y,).
Les équations (2) s’écrivent

%’;‘1 + P % =o,
%_.+%%+ az. Qoz,__
Joignons-y les identités
:)g(, —r, % ax. .l aY,
oLy _ p, %1 dx. . dY,

oY
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En combinant ces cinq équations, on les remplace par celles-ci

[0y __ oL oY, 1+ PP, 0Z,
‘ox‘ X’ X -7 Q X’
2&1 . 1+ QQ1 8Z| dY‘ _ dZ,

© Y =P, o’ v =—x’

0Z oZ
(l-+ PPl—I- QQI)(PI""}—(" +Q‘-0—Y‘) = 0.

La derniére se décompose en deux.
Premiére hypothése :
14+ PP+ QQ; = o.

Les normales aux deux surfaces (X), () aux points correspon-
dants sont alors rectangulaires. C’est 1a un cas trés particulier,
dont 'examen est facile, et qui conduitau résultat suivant (je me
borne a I'énoncer en raison de son peu d'intérét) :

Pour que les deux surfaces (X) et (£,) aient leurs normales
rectangulaires aux points correspondants, il faut et il suffit
que (o) et (o) solent deux cylindres paralléles quelconques
regardés comme applicables U'un sur I’autre génératrice par
génératrice. (2) et (L,) sont alors deux cylindres paralléles a

(o) et (1) (*)-

(*) Si 'on coupe les quatre cylindres (¢), (9,), (), (X,) par un plan perpen-
diculaire & leurs génératrices et si (), (7,), (T'), (T,) sont les sections droites
obtenues, on peut donc dire : ’

Soient (v) et (y,) deux courbes planes se correspondant point m par point m,,
(T') le lieu du milieu M de la corde mm,, (T,) le lieu de ’extrémité M, du vec-
teur paralléle a la corde mm, et égal ‘a sa moitié; pour que les normales aux
courbes (T'), (T,) auz points correspondants soient rectangulaires, il faut et
il suffit que les-arcs correspondants de (v) et de (y,) soient égaux.

En particulier, si (T,) est un cercle dont le.s vecteurs sont issus du centre, (Y)
et (y,) constituent les licux des points m et m, obtenus en prenant sur les tan-
gentes 4 (T'), & partir et de chaque coté du point M de contact deux longueurs
égales et conslantes; ainsi :

Etant donnée une courbe quelconque (T), les lieux () et (v,) des points m
et m, obtenus en prenant sur les tangentes a (T), a partir et de chaque cote
du point M de contact, deux longueurs constantes égales a l, sont tels que
deux cordes égales a 21 et sappuyant chacune sur (y) et sur (v,) laissent
entre leurs extrémites correspondantes des darcs égaux.



On a alors, en
tions (6),
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Seconde hypothése :

OZ, ()Z‘

+ Qi oy

écrivant a nouveau les quatre premiéres équa-

) O 0Z, oYy _ 1+ PPy 0Z,
) ) & oX ~  Q, oX’
Xy _ 1+ QQy 9Ly oY. _ Qozl
oY — T P, oY’

)z oZ

‘ l Q| |=

Sil'on écrit que

0 Xy 0 0X, 0 dY, 0 oY,

oY 9X T oX oY’ oY 9X ~ oX oY’

on obtient, en tenant compte des équations (7 ), une seule et méme
équation qui est la suivante

(8)

07
P Q‘(I+PP'+QQ‘)dXd’Y
+[PQ‘([+QQ|)R1—(I+PP‘+QQ1+2PP|QQ1)S|
+ QP (1+ PPy Ty 22 1

Différentiant ensuite la derniére des équations (7) par rapport

aX et 2 Y, on obtient les deux équations

(9)

027 07 oz
P'Q‘FX’! +onxdly [—PQiRy+ (1+ PPy)S, ]( ‘)
. JZy JZ
""_[_1\3(21S|"‘(l-0—PP,)’I‘{‘IB—‘1 ?‘_Yl =o0,
{ )
o2 2z oLy 0L
8 X dlY [an;Y—;- ;i-[(l—f—QQl)R,—QP‘S‘]‘_’?! E_YT'
0Z,\*
+[(1+ QQ1)S; — QP Ty] (av) —o.

En résolvant les trois équations (8) et (g) par rapport aux trois
dérivées secondes de Z, relativement a X et Y, on trouve I'équa-
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tion (8) elle-méme et les deux ci-apres

iz,
P3Q(1+ PPy+ Q0Oy) — INT
4+ Pyt PPy QQy ) [— PQ, Ry + (1 PPy)S, 1("2')
+[— PQI(1+QQ)) R, _—
(14 PP (1= PPy QQuIQu Sy (14 PP 2y Ty 20 O
(10) ¢ 27 '
P,Q2(1 + PP, + Qo,)dY,'
NZ/AY
+Q1(1+Ppi+QQ:)[(I-*‘QQi)Sn‘—Q[‘)lT:J<U‘vl->
+ [(1+0Q0Q)2Q
, . , ) o7y IZ,
+(l+QQ1)(I+[P.—QQ,)P|§1—Q|f(l—i-fP.)T,]-‘)—i,—?ﬁ,—:n_

Si I'on porte enfin les trois dérivées secondes de Z, par vapport
a X et a Y délinies par les équations (8) et (10) dans ’équa-
tion (3), on arrive, entre les dérivées de Z par rapport a X et Y et
celles de Z, par rapport a X, et Y, a la relation suivante qui ne
contient plus que les dérivées premiéres de Z, par rapport a X
et Y

PiR§Qu(1 PPy-- QRN [+ QRS — QP4 (%)
+ [(1+=QQ1)2Q Ry
+(I+QQ1)(I+PP,——QQl)P.S,—QP’(I—,-[P,)T,]
—2P1Q,S[PQ(1+ QQ1)Ry
— (14 PPy + QQ, - 2PP;QQ,)S, + QP (1 + PP)T, ] %!

oL. 07, p
oY \

0Z, 97,
X oY

+QIT% Pi(l—F‘PPl—i—(\)(li)l*PQikl—:—(l pp])b j(d7‘>-
+ l'__ [)()z(l_'_QQ )Rl

+ (14 PP) (1 = PP+ QQ)Q; Sy~ (1 + PPy)2P, Ty ] Z\ L\% o

Cette équation élant homogéne par rapport aux dérivées pre-
miéres de Z, relativement a X et Y, on peut, en vertu de la der-
ni¢re des équations (7), y remplacer ces dérivées respectivement
par Q, et — P;. On obtient alors, toutes réductions faites, I'équa-
tion symétrique suivanle entre les dérivées P, Q, R, S, T de 7Z
par rapport & X et Y et les dérivées Py, Qq, Ry, §,, T, de 7, par

XX, 16
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rapport & X, et'Y, ‘
(Q2R —2PQS + P2T)(Q3R;— 2P, Q,;S;+ P} Ty)
‘ +2(QR—PS)(Q,R;— P, 5y)
+2(QS —PT)(Q:8,—P,Ty)
+ RRy + 288+ TTy = o,

(11) ¢

Cette équation a é1é établie indépendamment du choix des
axes de coordonnées. On peut donc, pour en dégager la significa-
tion géométrique, adopter des axes particualiers : prenons alors
pour axes des X et des Y les tangentes MX, MY aux lignes de
courbure de la surface (), et pour axe des Z la normale MZ &
celle surface; cela revient 2 faire

P = Q =S = 0,
et 'équation (11) se réduit a
(12) RR;+TT; =0 ().

Appelons o et o’ les rayons de courbure principaux de (%) au
point M, estimés positivement suivant MZ. On a

; 1 1
(13) R = E’ T = ?
Soient M, X,, M,Y, les directions principales, et M,A, M,A/ les
directions asymptotiques de (X,) au point M, qui correspond au
point M. Si ’on considére les cosinus définis par le Tableau sui-

vant
MX MY
M, X, a g
MY, | « B
M, A oy By
MAY % B

(') Il n’était pas nécessaire, pour obtenir ce résultat, de former équation (11);
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les deux rapports

B, et E,' sont les racines de I’équation
ay ay
R,a%+2slaiﬁ,+ T1 ﬁ% = 0.

On a en conséquence
; Ry _ B
14) =

TI oy a

Mais si 0, est I'angle X,M,A,, on a

-

.

-

ay = a cosl;+ a'sinf, 2} = acosf;— a'sinf,
By = B cosh;+ B'sinby, By = P cos0, — B'sinb,,
ce qui transforme la relation (14) en

Rl _ B! COt’e|— B’i

T, ~ acot?l, — a2

(15)

Enfin, en appelant p, et p| les rayons de courbure principaux
de (Z,) au point M, on sait que, en grandeur et en signe,

(16) cot’O,:——P—'.

P

Eu égard aux relations (13), (15) et (16), ’équation (12) se
transforme, en définitive, en la suivante :

‘32 _P_:_+ p'z
P

P
(17) — == ’
P q? ‘?f— + a'?
1
ou bien
(18) appy+ 22pp} + P2p'py + B'2p"pl = 0.

C’est la relation cherchée entre les rayons de courbure -princi-
paux des deux surfaces (Z) et (Z;).

La relation (18) montre que Pﬁ' et g—f- ne peuvent pas étre tous
1
deux positifs.
De la ce théoréme :

Tandis que les deux surfaces () et (s,), applicables {’une
sur l’autre, sont toujours toutes deux convexes ou toutes deux
a courbures opposées aux points correspondants, les deuz sur-

on pouvait faire tout de suite P =Q = S = o dansles équations (8) et (g); mais
Péquation (11), en raison de sa symétrie, sert de vérificalion au calcul,
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Jaces (T) et (X)) sont ’une convexe et Uautre & courbures oppo-
sées ou toutes deux & courbures opposées, mais jamais toutes
deux convexes.

Supposons que I'une des deux surfaces (), (X,), par exemple
(X), soit une développable; en supposant que la direction princi-
pale MX soit celle de la génératrice, on a

p=r0
et I'équation (18) se réduit a

(19) atp 4+ a'25) = o.

La surface (£)) est donc toujours & courbures opposées.

Menons, dans le plén tangent X, MY, a (X)), la paralléle M, G,
a la projection de la génératrice MX sur ce plan, et soit A
I’angle X,M,G,; on a ‘

'

= tang),

R R

el par suite, en vertu des relations (16) et (1g),

Par conséquent :

Quand Uune des surfaces (2), (X,) est une développable,
(2) par exemple, Uautre (2,) est toujours a courbures oppo-
sées; la projection de la génératrice de la premiére (2) sur le
plan tangent a la seconde () fait, avec ’'une quelconque des
directions principales de cette derniére surface, un angle aigu
égal aux angles aigus de la seconde direction principale
de (X)) avec les directions asymptotiques de cette méme surface.

Supposons maintenant que (X,) soit une sphere, c’est-a-dire
que (o) et () soient applicables l'une sur Uautre avec inva-
riabilité de la distance des points correspondants m et m, (*).

On a alors

P1=Pp1

(') Le cas ou c’est (X) qui est une sphére se raméne & ce cas-la en rempla-
cant (¢,) par sa symétrique par rapport a 'origine des coordonnées.



et la relation (18) devient
pla+a'2) +o'(32+ 3'2) = 0.

En appelant 1 et ' les angles de la normale a la sphére (X)),
ou de la corde mm,, qui lui est parallile, avec les divcections prin-
cipales MX et MY de (X), on a

a + a'? = sin?y,
) B2+ B2 = sin2y,
et, par suite,
psin?u + o' sinzp’ = o,
ou bien, en appelant ¢ et & les distances du point m de (), ou
du point m, de (o), aux directions principales MX et MY de (Z),
et en prenant 5 el o’ en valeur absolue

982 =9 02,

De la ce théoréme

Si les extrémités m et m, d’une droite de longueur con-
stante sont les points correspondants de deux surfaces(s),(s)
applicables U'une sur U’autre, le rapport des rayons de cour-
bure de la surface (2), lieu du miliew de mm, (surface qui est
toujours & courbures opposées) est égal a Uinverse du rapport
des carrés des distances du point m, ou du point m,, aux di-
rections principales de cette surface (I).

Cas ou L'unNE pEs surraces (¥), (X,) EST UN PLAN!

Dans ce cas, on arrive trés facilement aux théorémes suivants :

Pour que la surface (2) soit un plan, il faut et il suffit que
les deux surfaces (s), (o), applicables Uune sur Uautre,
soient égales.

Pour que la surface (2,) soit un plan, il faut et il suffit que
les deux surfaces (s), (a,) soient symétriques par rapport a un

point.
Ces théorémes sont trés utiles quand on a besoin de s’assurer
que deux surfaces applicables 'une sur 'autre ne sont ni égales,

ni symétriques.
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Cas ou L'unE DEs surrAces (Z), (Z,) EST UN CYLINDRE.

Supposons que la surface (Z) soit le cylindre
(20) Z=F(X),
paralléle & ’axe des Y (*).

SiI'on porte 'expression ci-dessus de Z dans I'équation (5), on

obtient
"z,
0Y?

=0,
ce qui exige que
Zi=Y f(X)+9(X).

Les équations (3) et (4) donnent ensuite

Y, 1Y,
L

oxX B &y =©
et, conséquemment,
oY, .
2 -._—fF 7 dX.

On tire maintenant de la seconde des équations (2)

oY,
oY

= 0.
- . (’Y' . .
ce qui, rapproché de la valeur ci-dessus de 53> conduita

X
Y,=—dejF’de.
Enfin, d’aprés la premiére et la derniére des équations (2), ona

oX o X o
d—x1=-—(Yf+q))F, - = F'f' dX

oY — .
et, en intégrant,

X,=—YfF'f’dX—-fF’ep'dX.

En résumé, la surface (Z,) est définie par
x,=_YfF'f'dx -—fF’?' dx,

(21) Y‘=—defF”de,

Zy= YF+?,

(*) Le cas ou (£,) serait un cylindre se raméne au cas dans lequel (Z) est cy-
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expressions qui sont linéaires par rapport a Y, et, d’aprés les re-
lations (1), les surfaces (o) et (a,) ont pour équations

z, x,=¢YfF’f’dX+X¢fF'ga'dX,

”, y,:Y;:fdfo’fdx,

3, 5=t Yf+F*o,

(22)

les signes supérieurs se rapportant & () et les signes inféricurs
a (9,); ces équations sont également linéaires par rapport a Y.

On lit immédiatement sur les équations (21) et (22) les résul-
tats ci-aprés :

(o) est une surface réglée; (s,) est la surface réglée symé-
trique par rapport & l’axe des Y, c’est-a-dire a la direction
des génératrices du cylindre (2), de la surface réglée appli-
cable sur (c) avec parallélisme des génératrices correspon-
dantes. (3,) est une surface réglée admettant un plan direc-
teur perpendiculaire aux génératrices de (2). Les génératrices
se correspondent sur les quatre surfaces (a), (s), (2)et (Z,).

(o) est la surface réglée la plus générale. En effet, les équa-
tions (22) montrent que le cone directeur dépend de deux seule-
ment, F et f, des trois fonctions arbitraires F, f et ©; d’autre
part, si I'on calcule le paramétre de distribution & de (s), on

trouve
© = %[|+f’+(‘fF'f’dx)’];

ce paramélre ne dépend donc également que de F et de f; on
peut, en conséquence, se donner arbitrairement le cone directcur
et le paramétre de distribution de () et la surface dépend encore
d’une fonction arbitraire ©, comme cela a lieu quand elle est la
plus générale possible.

Etant données deux surfaces réglées applicablesl'une surl'autre
avec parallélisme des génératrices, il est facile de reconnaitre que la
symétrique de I'une d’elles par rapport  une direction quelconque

lindrique en remplacant (o,) par sa symétrique par rapport 4 'origine des coor-
données. En général, du reste, cette opération permet de ramener le cas oi (X,)
est une surface donnée quelconque au cas o c’est () qui est cetle surface.
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forme avec I'autre un couple pour lequel la surface (X) est un cy-
lindre.

Mais le calcul précédentmontre que c’est la le seul couple pour
lequel (Z) soit un cylindre. Ce méme calcul donne d’ailleurs une
forme simple pour les équations du couple le plus général de sur-
faces réglées applicables 'nne sur 'autre avec parallélisme des
génératrices; ce sont les équations (22) ot 'on changerait le signe
des expressions de z, ct de 5,, c’est-d-dire

e, xQ:-YfF’/"dX:!:X— [Fg ax,

(23) (}',y,:Y;,—_defF”fdx,

3, 31=YfEF+o,

en désignant par 2 et 5, les valeurs de x, et de 5, changées de
signe, et en affectant comme précédemment les signes supérieurs

\

a(o).

Il existe des relations intéressantes entre la suvface (I,) et les
surfaces (&) et (¢,) définies par les équations (21) et (22).

En premier lieu, le calcul montre que la ligne de striction est,
sur chacune de ces trois surlaces, définie par la méme relation

Y=_%.

Par conséquent les lignes de striction se correspondent sur
les trois surfaces (s), (s,) et (5)) (elles devaient nécessairement
se correspondre sur (o) et (s,) qui sont applicables 'une sur
Pautre).

SiI'on calcule ensuite le paramétre de distribution ®, de (2,),

on trouve o
neplo( frra))

expression qui, rapprochée de la valeur obtenue ci-dessus pour w,
conduit a4 la relation

v L4 f2 (}F’f’dx)';

or, si 3 est I'angle de la génératrice de (o) ou de (o) avec I'axe
des Y, c’est-a-dire avec les génératrices de (X), les équations (22)
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de (s) et de (5) donnent

I
cos?fl = —
|+fhk(/FfﬂX)
on a donc
Lot — N
5 =1—cos 8,
ko] e
== sin?f;

on peut donc, en remarquant que 3 est le demi-angle des généra-
trices de (s) et de (=), énoncer le théoréme suivant :

Si deux surfaces réglées (), (s,), applicables 'une sur
Uautre acec parallélisme des génératrices, sont disposées de
telle sorte que le lieu (2) du miliew de la corde joignant deux
points correspondants soit un cylindre, le liew (£,) de 'extré-
mité du vecteur paralléle a cette corde et égal & sa moitié
est une surface réglée a plan directeur; le rapport des para-
métres de distribution de (2,) et de () ou de (5,) est égal au
carré du sinus du demi-angle des génératrices de (o) et
de (a,).

Supposons, en particulier, que (Z) soit un cylindre parabo-
lique

Z="2x2,
2
c’est-a-dire que
mm:%y.

Dans ce cas, il est facile de faire disparaitre les intégrales des
équations (23); il suffit de remplacer f et o par une dérivée
seconde /” et une dérivée premiére o' et d’employer I'intégration
par parties; on obtient

z, 2y =aY(f'—Xf") =X+ a(9p—X9'),
= Yxaf,
55= YfEIXrg,

1l suffit alors de prendre pour f et » deux fonctions algé-
brigues quelconques pour obtenir deux surfaces réglées algé-
briques applicables avec parallélisme des génératrices.

Celte remarque n’est pas sans intérét, car, élant donnée une
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surface réglée algébrique, il n’y a aucune raison pour que la sur-
face réglée applicable sur celle-ci avec parallélisme des généra-
trices soit elle-méme algébrique; par exemple, si la premiére
surface estun hyperboloide de révolation, on sait que la seconde
est un hélicoide réglé, c'est-a-dire une surface transcendante.

Cas ou LA SURFACE (Z) EST UNE QUADRIQUE DENUEE DE CENTRE.

L’équation de la surface (Z) peut alors s’écrire
(24) Z = m2X2— n?Y?,

m et n désignant deux constantes réelles ou purement imagi-
naires.

Eon portant d’abord I'expression (24) de Z dans 'équation (5),
on voit que la fonction Z, (X, Y) doit satisfaire a I'équation

027, 027,
o Gl

=0;

il en résulte pour Z, I'expression
Zy=f'(mX+nY)+9'(mX—nY),

S et ¢ étant deux fonctions arbitraires et f', ¢’ désignant les
dérivées de ces fonctions par rapport a leurs arguments respec-
ufs.

Les équations (3) et (4) donnent ensuite

Y, _ N " " tptY(F" m
oxXT = —2m n(f—:p Y+2mntY(f"+ o),
d’Y " "

Xoy = (S —¢"),

et, par intégration,

%1 =amnY(f'+o")—amn(f—¢'),

en négligeant une constante que 'on peutl supposer conlenue
dans f’ ou dans ¢'.
On tire maintenant de la seconde des équations (2)

aY .
.B_Y-' =2n03Y(f"—0o"),
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expression qui, rapprochée de la valeur ci-dessus de %lx'-, con-
duit &
Yi=2nY(f'+¢')—2n(f—¢).

Enfin, d’aprés la premiére et la derniére des équations (2),
ona

0X|

oX

X

d—d?'- =—amnX(f'—9")+a2mn(f —9'),

=—am*X(f"+ 9¢"),

et, en intégrant,
Xy =—2mX(f' +¢')+2m(f+ @)
La surface (Z,) est, en définitive, représentée par les équations

Xy = a2m(f+9)—2mX(f'+¢'),
(25) Yi=—an(f—9)+2an? Y(f'+¢),
Z‘ = f’+?1,

et, en vertu des relations (1), les surfaces (a) et (o) ont pour
équations '

z, xy=Ftam(f+ ) FomX(f'+¢')+X,
(26) yyi=Fan(f—g)Fan Y(f'+9)+Y,
3,5y =E(f' +9¢') + mXt— ntY?,

les signes supérieurs se rapportant a (¢) et les signes inférieurs

a(sy).

Pour faire une application des équations (26), prenons

f= é(mx+ nY),

puis

Les surfaces (2) et (), qui ont en général les équations (24)
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et (23), ont ici pour équations
1 .
Z=— (X2-Y2
7 ( )s
i Y
X;=—X2Y + 37

Y= XY2— :‘—;—a’
Z, = — XY.
V2
On voil que () est un paraboloide hyperbolique équilatére.
Donnons maintenant au systéme d’axes OX, OY une rotation
autour de l'origine, dans le plan XOY, & 'aide des formules de

transformation
X =X"cosax—Y'sina,

Y =X'sina+ Y cosa,

el prenons pour « |'un des angles définis par
P

. 1
COS2% = —SIN2A == — «
Va2

On trouve que les deux surfaces () et (X,) ont pour équation,
avec les nouvelles coordonnées X', Y', Z e X', Y, Z;, en sup-

primant les accents
X2 . Yz
Z="—+XY— —,
2 2

3
Xl= _XY1+ J—Y,&—,

7___ l .
Y= —X2Y + 3

S ys
2

(Z.=—X— XY+ Y2
2 2

Pour obtenir les équations de (s) et de (s,), il suffit d’appli-
quer les relations (1) & ces nouvelles coordonnées, car le chan-
gement d’axes n’a pas modifié les relalions géométriques qui
existent entre les quatre surfaces (s), (3y), (£), (2,); on Lrouve
ainsi, en continuant de désigner par z, », 3z, Zy, ¥y, 5, les coor-

données de () et (5,) aprés le changement d’axes
4 3
w:X—-XY’—&—%&. x;=X+XY2—§3—,

(2'-) '3 3
’ }’=Y—‘XQY+‘A—;’ )’1=Y+X2Y—%7

~ =2XY, 5= X?—Y2.
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On reconnait en (5,) la surface minima d’ Enneper rapportée
a ses lignes de courbure.

Quant a (), si I'on calcule pour cette surface les six rotations
P s 7'y Piy g1y 1y considérées par Codazzi, p, ¢, r se rapportant
au déplacement le long de la courbe Y = const., et Py (i, I'y au
déplacement le long de la courbe X = const., on trouve

P1=9=0.

Cela veat dire que, sur (o), X et Y sont les paramétres des
lignes asymptotiques; ainsi les lignes asymptotiques de ) cor-
respondent aux lignes de courbure de (3,) et sont par suite rec-
tangulaires ; il suit de la que (=) est la surface minima adjointe
a la surface d’Enneper.

Si I'on désigne par ¢, ¢/, ¢ les cosinus directeurs de la nor-
male a () et par ¢y, ¢, ¢| les cosinus directeurs de la normale
a (o), ces normales étant dirigées de maniére a former avec les
tangentes aux courbes X = const. et Y = const. deux triédres
de méme signe attachés aux deux surfaces, on trouve

_ —2X o= —aY
CETEXIY T IR Xe e
. 2Y o = —2X
CE XY X v
, 1= Xr— Y2 , _1—X—Y:
cEIFxY =TIy

expressions qui monltrent que les normales auz deux swrfaces
deviennent paralléles et de méme sens si l'on donne & (s)
une rotation positive de go° autour de Os.

En résumé:

La surface minima d’Enneper et son adjointe peuvent étre
disposées de maniére que le lieu des milieux des cordes joi-
gnant les points correspondants soit un paraboloide hyperbo-
lique équilatére.

Cas ou LA surfFACE (I) EST UNE QUADRIQUE A CENTRE.

L’équation de la surface (I) peut s’écrire, dans ce cas,

X2 Y2 YA
et aTI=Y

@, b, ¢ étant réels ou purement imaginaires.
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-Supposons calculées les coordonnées de la surface correspon-
dante (Z,); les coordonnées des deux surlaces (o) et (a,) appli-
cables 'une sur l'autre ont, comme nous le savons, pour coor-
données '

( 2 =X+ X, zy= X — Xj,
(28) ryr=Y+Y,, ri=Y-Y,,
z::Z—l—Zi, 51=Z—Zt.

Posons
; =X', aX,=X’1,
y Y ’ ’
(29) 3 =Y, bY;=Yj,
%: Z, cli=1,.

Ainsi qu’on le voit tout de suite, les deux surfaces (') et (o)),
de coordonnées -

7' =X"+X), zy=X—X{,
(30) y=Y+Y,, ri=Y-Y,,
3= Z'—i—Z'“ z',=Z'—Z'l,

sont aussi applicables I'une sur I'autre. Or, pour celles ci, les
deux surfaces jouant le réle de (Z)et de (Z,), surfaces que nous
désignerons par (') et (Z,), ont pour coordonnées respectives
XY, Z et X, Y, Z,, et (¥) satisfait & 'équation

X4 Y24 Zr—1=o,
c’est-a-dire que (') est une sphére.

Ainsi, a tout couple (<), (o) de surfaces applicables tel que
() soit une quadrique a centre, correspond un couple (') (s,)
tel que (¥') soit une sphére.

La réciproque est vraie et se démontre en remontant des équa-
tions (30) aux équations (28) & I'aide de la transformation (29).
Or, si le couple (¢'), (d,) est tel que (T') soit une sphére, le
couple composé de (¢’) et de la surface (o),) symétrique de (q')
par rapport a l'origine est tel que la corde joignant les points
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correspondants ait une longueur constante. Par conséquent, la
recherche des couples (), (v,) de surfaces applicables tels que
la surface () soit une quadrique a centre se raméne ¢ la
recherche des éouples de surfaces ('), (3,) applicables avec
invariabilité de la distance des points correspondants.

Ces couples (a'), (d’,) ont été étudiés par Ribaucour.

Récemment, M. Caronnet a donné un moyen simple et élégant
de calculer leurs coordonnées que jappelle 2/, 3/, 7' et z},
Yo 3y (') .

En se reportant aun travail de M. Caronnet, dans lequel il faut
faire /=2, puisque la transformation (29) rend égale 4 2 la lon-
gueur constante des cordes joignant les points correspondants
de (d’) et de (o)), on voit que les coordonnées de ces deux sur-
faces sont, avec nos notations, définies par les relations

z, ¥y, & =X, Y, 2, +X,Y, 7,
‘Tlh .}/’27 zli = XIH Y'ﬁ Z'l _XI’ Y’, Z”
en prenant

a+p -a‘—ﬂ Zv_l"“?'

(31) X=x+a@’ Y=L1+aﬁ’ 1+’

et, pour X, Y|, Z|, les racines des trois équations

(1= B)X +i(1+p*)Y{—2BZ, = 4B,

(1—a?) X, —i(1+a?) Y| —2aZ| = 4A,

(a+P) Xy +i(a—B) Yi+(1—aB)Z}
=2(AB+Ba)—(1+af)(A'+ B’),

(32) (%)

A _est une fonction arbitraire de a, et B une fonction arbitraire

de 8.

(*) Bulletin de la Société mathématique, t. XXI, p. 134.
(2) Je signale ici une erreur d’impression au commencement de ’équation (5
du travail de M. Caronnet ; il faut lire
—(a+B)z+....

Je remplace d’ailleurs, dans ce travail, A par 4A, et B par 4B.
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En résolvantle systéme (32) parrapporta X', Y, Z), on trouve

_2(A+B)—(a+ B)A'+ B
_— b

X 1+ a8
. _2(A-—=B)—(2—BYA'+B)
(33) Yl—l |+u§ ’
7 o 2(1\{1—1—Ba)—i—(l—-aﬁ)(j\'—lr—B').
1= 1+ a8

Des expressions (31) et (33), et des relations (2¢), on déduit
aisément X, Y, Z, X,,Y,, Z,, et ces valeurs portées dans les équa-
tions (28) donnent enfin, pour les équations des couples (), ()
applicables de maniére que (X) soit une quadrique a centre,

a(a+B)= = [2(A +B)— (a-B)(A' + B

xr, ry = ,
1+ af
(34) ¢ ~b(az—;s‘)t%[z(A_B)_(_mmWA,Jr B
o=t 1+ af ’
c(1—aB)F = [2(AB +Ba)-+ (1—aB)(A'+ B')]
3, &y = ’

1+ af

les signes supérieurs se rapportant & (7), et les signes inférieurs
8 P Pl ) 8
a(ay).

Pour que () et (7,) soient des surfaces réelles, il faut :

1” Si (X) est un ellipsoide, c’est-a-dire si a, b, ¢ sont réels,
que a et 3, A et B soient imaginaires conjugués ;

2° Si (Z) est un hyperboloide & une nappe, c’est-a-dire si @ et ¢
sont réels et b purement imaginaire, que a, 3, A, B soient réels ;

3¢ Eunlin, si () est un hyperboloide a deux'nappes, c’est-a-dire
si c est réel et @, b purement imaginaires, que z et — 3, Aet — B
soient imaginaires conjugués.

Silonfaita=b=c= —f dans les équations (34), et si I'on

change les signesde x,, y, 5., ces équations définissent, sous une
forme assez simple, les couples de surfaces applicables, tels que
la corde joignant les points correspondants soit constante et
égale a /.



