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UN THEOREME SUR LES FONCTIONS ITERATIVES;
Par M. Lévenray.

Si I'on'se donne la relation

= "?(:)1
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la fonction ,
Za =9 (%n—1) = ¢ (3)
est dite la ni¢me fonction itérative de ¢ (2). M. Kenigs (‘) a
étudié le cas oli, x désignant une solution de I’équation

z—q(z):o,

mod [i%if—)],< 1.

on a

Si l'affixe de z est pris & Iintérieur d’un contour convenable, le
point z est point limite de la substitution [z, ¢ (z)]. Il a étudié la

fonction
0,(3)—2
LA A

B(z)=lim TIOIE

pour ~ infini.

Cette fonction a re¢u depuis plusieurs applications; les plus
récentes sont dues, je crois, & M. Appell (2) et & M. Grévy (3).
M. Grévy a considéré particuliérement le cas ol ¢'(z) est nul. Je
me propose de considérer le cas

(z)=r.
1. Désignons par 3,4, la n + 1¥™e fonction itérative; alors
Zp+1= @ (2,).
Dérivons par rapport a 3, on aura

dzpiy - dzpiy dz,

ds =~ dz, dz’
d’.3n+l . d’zn-u 4’3_:: : dzpy d¥z,
dz* ~  di} dz dz, dzt’

APz - drzp,y (dza\P dzpy drz,
dzr ~  dzb (?7 +Up+ dz, dzv’

(*) Annales de U’Ecole Normale; 1884. Supplément.

(*) Sur des équations différentielles transformables en elles-mémes (Acta
mathematica, t. XV ).

(°) Etude sur les égquations fonctionnelles (Ann. de I’Ec. Norm.; aott 18g1).
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ou U, désigne la somme des termes qui contiennent les dérivies
de 3, par rapport a 5 avec des indices de dérivation autres que 1
ou p.
’ - Lt ar . . Y. .
Supposens 2 (3) telle que, x désignant une racine de 'équation

s()—z=o,

la fonction 9 (z) — 5 ait, aa point x, ses p — 1 premicres dérivées
nulles; dans cette hypothése o’ (z) =1 et U, s’annule pour s ==z,
'expression de la pi*™e dérivée au point x est

dsr [ dash /. L dsP [,
Faisons successivement n=1,2,3, ...; on ¢n lire

d/' -"u\ dz',‘
(G )= ().

Par suite, dans notre hypothése, la dérivée p™e de la nieme
fonction itéralive au point x est égale a n fois la dérivée p' ™ de

la fonction donnée au méme point.

2. Les fonctions holomorphes au point z, quelles admettent
pour point limite et telles qu’en ce point les p — 1 premiéres déri-
vées de la fonction 9 (3) — 5 soient nulles peuvent s’écrire

?(Z)=3‘=5+(2—'$)P [% +fp(;_1-)]

“ v e ’ (r: » dl’:
ou P désigne la valeur (supposée différente de zéro) de ( dz!:>, et

ou ® désigne une fonction qui, lorsque 5 — z devient infiniment
petit d’un certain ordre, devient infiniment petite d’un ordre au
moins égal. Les fonctions considérées ne peuvent différer que par
la fonction ®. Supposons que, parmi ces fonctions, il y en ait une
pour laquelle le produit

n(z,—x)r-t

ait une limite quand ~ est infiniment grand du premier ordre.

C'est dire que 5, — z est infiniment pelit de 'ordre ' _. Ladif-

—1I

XX, _ 18
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férence de deux itératives successives est

B N p B
Spr1— & =(3p— T)P ;T +(Bp— )P (5, —);

P_.
b

alalimite, le premier terme du second membre est de 'ordre

le deuxiéme terme est, au moins, de ordre

P P,
p—1t  p—1  p—1’

il reste
])
lim (5,41 — 5,) = ]7 lim (5,—a)r.

On voit donc que z,,,— 5, est d’ordre p parrapport a (s, — z).

Si le produit n(5,—x)?~! tend vers une limite, cette limite
est indépendante de la valeur initiale de 3, pourvu que cette der-
niére ait été choisie dans la région de convergence réguliére (au
sens de M. Kenigs) appartenant au point z. Soient, en effet,
deux valeurs de ce produit

n(s,—x)P=t, (n4+9v)(3p4ey— )Pt

n L d )l’-'
n—+V\Sp4y—2
Quand, v étant fini, n croit sans limite, le premier facteur tend
vers l'unité; d’autre part, en général, la limite du rapport

Leur rapport est

Sp—
’ In+yv— T
est, comme l'on sait,
) . 1
(¢'2)Y

.
>

dans notre cas, le deuxi¢me facteur tend donc aussi‘ vers I'unité.
Mais 5, peut étre considéré comme étantla niéme fonction itérative
quand on a pris pour valeur initiale, non plus 3, mais zy; la pro-
position est donc démontrée et la limite du produit est indépen-
~ dante de z. -

3. Je dis maintenant que, s'il existe une de ces fonctions,
toutes les autres (qui n’en ‘différent que par @) présenteront la
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méme limite pour le produit considéré. Soit la fonction

[)

u=s+(z3—zx)P [17 +‘b,(:.—.z‘)].
Sa (m + 1'*™¢) fonction itérative est
P
Umt+1= Um "l"(uln'_ 1')” ;J_i “+ Dy (2 — 1‘) .
On peut évidemment trouver des valeurs de m et de n telles
que l'on ait
I, Um<< Sn+1,

etsoit u, = 3, -+ ¢, ¢ élant une quantilé plus petite que 35,y — 3,;
on a

P
. — + P(3p+e—2)
ur}t+1"“u'n__(zn+5_u>" P

Bp+1— 3p Zp— _I:‘ (s

p.

A la limite, ¢ est infiniment petit du méme ordre que Znpr—5n:
il est donc infiniment petit d’ordre p par rapport a3 z,—z; la
limite du premier facteur du second membre est 1; le deuxiéme
facteur a aussi lunité pour limite; le premier membre a donc
pour limite 'unité. Par suite, il existe des valeurs de m et de n
assez grandes, mais finies, et différant d’'une quantité constante,
pour qu’en rangeant suivant l'ordre-de convergence vers z, les
termes de la suite z,, 22, 33, ... et de la suite w,, us, /3..., on
trouve alternativement un terme de chaque suite,

Zny Umy 3Bn+1y Um+1y  Bn+ay

*Si'on pose
m=n-+r,

les deux produits s’écrivent
n(zp— )P, (n+r)(Upsr— z)p-t:
a la limite, le second devient
n(uy,— z)p-1.

Comme, dans le premier, on peut remplacer 5, par z,,,, on
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voit que l'on a & la limite («,, étant compris entre 5, et Sngr)
limn(s,—z)P-t=limn (lt,,,;— )=t =limn(u,— z)P-1.

4. La limite étant indépendante de ® et étant constante est
nécessairement fonction de P. Appelons « et 3 deux valeurs suc-
cessives du produit

2 =n(3s,—z)P-!,

B=(n+1)(3pr1—2)P~ = n(3pay — £)P=V+ (54— )P,

on a )
B—a=n[(sp+1— &)1 — (3, — 2)P~1] + (3p4y— )P 1;
or
\ P
41— = (zn-—.’r)+(z,,— .z')P <]7 + d))
P
= (sn— ) [l+(z,,—-x)l’—l <'1"—,' + ‘l’)]-
Posons

(;-1—‘1)):?

Elevons a la puissance p — 1, et retranchons des deux membres
(sn—x)P'; ona

(Sur— @t — (su— 2=t = (p —1)(3a— @)~V m

p—1p—2

1 2

-+

(sp—z)P-Vwm? 4+, .;
par suite

B—a=(sprm—xPt+n(p—1)(sp—2)r-Vp

p=1p—2
I 2

-+ n Zp—zPr-Vg2 4 .,
Divisons par (5, — z)P™!, et passons a la limite ¢n remarquant
qu’alors

. >
limp = —;
il vient

B—= P

lim (Gn— )1 =14 n(p—1)(z,—x)r-! P

=K,

ot K est une grandeur inconnue; on a alors

(K—1)p!

limn(z, —a)r-? =.m.
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5. 1l reste & montrer quil existe une fonction telle que le
produit n(35, — x)?~* ait une limite. Pour trouver une telle fonc-
tion, éliminons « entre les équations

w(s—z)r-t=C, (u+1)(5—2)-1=C;

A AT
=T T ———C—f—(z—'.l‘)l‘_‘.

Cette fonction s’itére directement; on trouve

on en lire

On vérifie qu’elle admet bien x pour point limite; la limite du
produit est C. 1l reste & déterminer la valeur de K, au moyen de
I'expression

—_— 1
c=K=vp'

Pour cela, il nous faut connaitre la valeur de P. Développons

le bindme
1
[C+ (2 —z)r1 ]—I'—l,
on obtient

- N B B
C /)—l_,__C p—1 (z—.z')l'—'
p—I1
I 1 L2
—+ — (———4—1) C Pt (s—a)2-V 4 .
2(p—1) \p—1
par suite
s—2x)P
Zl'_—_a:‘—|—(:,_x)_...._l.__(__..__)_.

p—1 G

1 1 (3 — z)r—1
3 —n (,,—_7”“) e "

En dérivant p fois cette expression, on arrive & une expression
de la forme

dr 3, 1 1 .
- - —1)...3.2.1+R,
dszp p—1t CP(P % 21

ot R désigne 'ensemble des termes qui contiennent des puis-
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sances de's — x. Pour 5=z, R s’annule; il reste donc

[2o] —p=— 28
dzr | . (p—1)C
On voit donc que K est nul; en sorte que:

Si une fonction 9(s), holomorphe au voisinage du point «,
admet ce point pour point limite; si, de plus, les p — 1 pre-
miéres dérivées de la fonction ¢ (5)— 5 sont nulles au point z,

on aura
li () { p-1 P! i
lmn[c? (-)__1-] .__.__(____l),

P désignant la valeur de la premiére dérivée an point 5 = z.



