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UN THÉORÈME SUR LES FONCTIONS ITÉRATIVES;

Par M. LÉMEUAY,

Si Von se donne la relation

^=?(^



— ÎS6
la fonction

^n=^(-zn-.t)==^(z)

est dite la n1^ fonction itérative de y(^) . M. Kœnigs ( « ) a
étudié le cas où, x désignant une solution de l'équation

z—®(^)==o,
on a

, rd^(z)~}mod T v / < i.
L ^ J.r

Si rafÏixe de z est pris à Pintérieurd^un contour convenable, le
point x est point limite de la substitution [^, y (^)]. Il a étudié la
fonction

B^um^^
. p . l?^^pourn infini.

Cette fonction a reçu depuis plusieurs applications; les plus
récentes sont dues, je crois, à M. Appell (2) et à M. Grévy (3).
M. Grévy a considéré particulièrement le cas où <p'(x) est nul. Je
me propose de considérer le cas

y(a?)=î.

1. Désignons par Zn^ la n -^ i""»® fonction itérative; alors

-S/»-H==9(-2,().

Dérivons par rapport à 5, on aura

dZn-^\ _ (f^n^-t dZn
dz ~~ dzn ~dz9

^Zn+i _ f^-M /^A' d3n^ d^Sn^)'-dz^ ^ dz\ \ d z ] ^ ^Sz7 "d^ '

dp^^ ̂  dPz^ (dZn\P dSn+l dPZn
dzP dzfi \ dz ) + v^ ~dz^ ~dzP '

(1) Annales de l'École Normale; 1884. Supplément.
(3) Sur des équations différentielles transformables en elles-mêmes (Acta

mathematica, t. XV).
(3) Étude sur les équations fonctionnelles (Ann. de VÉc. Norm.; août 189', ).
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où \Jp désigne la somme des termes qui contiennent les dérivées
de Zn par rapport à z avec des indices de dérivation autres que i
ou p.

Supposons y ( z ) telle que, x désignant une racine de Inéquation

0 ( ^ ) — 5 = = 0 ,

la fonction ç(^) — z- ait, au point .r, ses/^— i premières dérivées
nulles ; dans celte hypothèse ̂  (x) === i et Up s^annule pour z == .r,
rexpression de la ^i(>mc dérivée au point x est

(dPZn^ _ (dl^n^\\ ( d P Z n \

\ a^p ^-~ \, d^ /., \ rUp ,L*

Faisons successivement /? == i, 2, .'i, . . .: on en tire

/^^/^n ^/^^) -^/^ï^ .
\ d^ I x \d2P).r

l̂ r suite, dans notre hypothèse, la dérivée ^ième de la /i111""
fonction itérative au point x est égale à n fois la dérivée p^^ de
la fonction donnée au même point.

2. Les fonctions holomorphes au point A*, quelles admettent
pour point limite et telles qi^en ce point les p — i premières déri-
vées de la fonction y (z) — ^ soient nulles peuvent s^écrire

(?(5)= ^1= 5-^(Z—X)P —j -4 -< î>(5—rc)

où P désigne la valeur (supposée différente de zéro) de (-— l) et
\ dzP I x

où $ désigne une fonction qui, lorsque z •— x devient infiniment
petit d\in certain ordre, devient infiniment petite d^un ordre au
moins égal. Les fonctions considérées ne peuvent différer que par
la fonction ̂ . Supposons que, parmi ces fonctions, il y en ait une
pour laquelle le produit

n (^-;r)/'-i

ait une limite quand n est infiniment grand du premier ordre.

C'est dire que Zn — x est infiniment petit de l'ordre —— • La dif-
xxiii. 18
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férencc de deux itératives successives est

' P ' '
Zn+i—JSH^ÇZn—^V —, +(^/t—a')^4»(^—.r);

à la limite, le premier terme du second membre est de Perdre —'— ;

le deuxième terme est, au moins, de Perdre

P _ _1__, _ P-^-ï .
p — \ p—\ p — i '

il reste
p

lim (^-n — Zn) -^ —, ^«"1 ( ̂ // — y ) 1 1 -

On voit donc que Zn^-\ — ^n est d'ordre^ par rapport à (z,, — *r).
Si le produit n^Zn—x)P'~{ tend vers une limite, cette limite

est indépendante de la valeur initiale de 5, pourvu que cette der-
nière ail été choisie dans la région de convergence régulière (au
sens de M. Kœnigs) appartenant au point x. Soient, en effet,
deux valeurs de ce produit

n(J5n—x)P-^ (/i-hvK^+v-^-1.

Leur rapport est
n / Zn—y V-1

n-+-^ \zn^—x)

Quand, v étant fini, h croît sans limite, le premier facteur tend
vers Funi té ; d'autre part, en général, la limite du rapport

est, comme Fon sait,

^x)^

dans notre cas, le deuxième facteur tend donc aussi vers Punité.
Mais^^v peut être considéré comme étant la /i101"® fonction itérative
quand on a pris pour valeur initiale, non plus z^ mais z^ ; la pro-
position est donc démontrée et la limite du produit est indépen-
dante de z.

3. Je dis maintenant que, s^il existe une de ces fonctions,
toutes les autres (qui n'en diffèrent que par 0) présenteront la
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même limite pour le produit considéré. Soit la fonction

u^z-^(z—x}P r-^4-<î*i(5-.r)1.

Sa (m + i'11"111) fonction itérative est

[ P 1
l̂ -H == U,n -+- ( U,n —X)P —^ 4- «Ï*i ( II m — S-) .

On peut évidemment trouver des valeurs de m et de n telles
que l'on ait

^/t <^ ^/« <^-3/»-+-!»

elsoi t«w== Zu-\- £, £ étant une quantité plus petite que z,^ — ̂ ;
on a

, l-,-i-4>(5,t4-£--.r)|
M,̂ l — M^ ̂  /^,,-4-S^My j / ? ! _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ j

^i-^ ^^-^ y ^ £+<ï,(^_^ J'
A la limite, £ est infiniment petit du même ordre que z,^ — Zn :
il est donc infiniment petit d^ordre p par rapport à Zn—x\ la
limite du premier facteur du second membre est i; le deuxième
facteur a aussi P.unité pour limite; le premier membre a donc
pour limite Punité. Par suite, il existe des valeurs de m et de n
assez grandes, mais finies, et différant d'une quantité constante,
pour qu'en rangeant suivant l'ordre-de convergence vers x^ les
termes de la suite z^ z^ ^3, ... et de la suite u^ u^y if^ ..., on
trouve alternativement un terme de chaque suite,

zn•> umî zn-\-\9 um+l^ £n+îî ....

Si l'on pose
m == n -t- r,

les deux produits s'écrivent

n(zn-- a?)^-1, (n 4- r)(un+r— x)P-^ :

à la limite, le second devient

n(u,n—x)P-^

Comme, dans le premier, on peut remplacer Sn paï* ^/?+o on
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voit que l'on a à la limite («„, étant compris entre z,. et 3/,+.)

lim«(3»-:r)/'-t=]im/»(M/,,-^-i=]inin(^_;r)/>-,

4. La limite étant indépendante de <ï> et étant constante est
nécessairement fonction de P. Appelons a et ? deux valeurs suc-
cessives du produit

a =n(:,,— a")»-i,
?=(«+i)(^+,-a")/>-i=^(3,,^_^_,^^^_^_^

on a
^ P-«=»[(^i-^--(^-.r)/>->]+(^,_^/,-,;

.?„+! — a- = (za— x) -+- (z,, — a-)P / ̂  + <t>\

= (-»«— a-) |i + (.s,,- a-)/'-i f p + *M.
Posons L V 7 ? ! ' ^

(^)-

Elevons à la puissance^ ~ i, et retranchons des deux membres
(5,/—^)^-« ; on a

(Zn^ - .T)P-t — (s^^)p-t =(p^ i)(^ _ ^(p-V „

n — I n — ^
+ ———— t—^— (^ — x)^P-^ nrî 4- ... ;

par suite

? — a = (̂ .i - .y)//-l 4- ̂ (^ _ l)(^— .y)2(^-l)ro

-î- ^ p——— ̂ -2 (^ — .y)3(//-l) CT2 + . . . .

Divisons par (^ - x)P-^ et passons à la limite en remarquant
qu^alors

liniCT == -— •
., . p\
il vient

lim(^r^='+^^--0(^--^•^=K,

où K est une grandeur inconnue; on a alors

lim/?^-^-i== f K-1)^
^ ( P - t )
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3. Il reste à montrer qiril existe une fonct ion telle que le
produit n(Zft— x)P~^ ait une limite. Pour trouver une telle fonc-
tion, éliminons u entre les équations

M(-3—^-1 ==C, (^4-.i)(^—a,)/.-i= c;
on en tire

..=^.7^--^'.y C -(- {s — x}lï-ï

Cette fonction s'itère directement; on trouve

^-y c(;s_^-i
^ •r4- V C4-7i(^—.r)^-i"

On vérifie qu'elle admet bien x pour point limite; la limite du
produit est G. Il reste à déterminer la valeur de K, au moyen de
l'expression

(K-i)^!
"- P (p - i ) '

Pour cela, il nous faut connaître la valeur de P. Développons
le binôme

[C-^-.r)//-if/T=-T,
on obtient

C'J^i — —î— C~"ip'r~^l(^—x)P-^
p—i v /

-+--——1——, (—s—^-ï} C"^"2^--^)^-*)^-...;' ^ ( P — O V ^ — i /
par suite

..-..+(,-.)-——ii-^p—i c
+_L_ (-l-+t\ (^s)^_
+.,^_.)^_,+I; ——GÏ———+ - - - -

En dérivante» fois celle expression, on arrive à iine expression
de la forme

S——--^^-^--3-2-1^'

où 11 désigne Pensemble des termes qui contiennent des puis-
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sances dois — x. Pour ^== .r, R s^ànnule; il reste donc

r^] ^p^-^L-.
L^^J-c (P—Q^

On voit donc que K. est nul ; en sorte que :
Si une fonction sî(^)» holomorphe au voisinage du point .r,

admet ce point pour point limite; si, de plus, les p— \ pre-
mières dérivées de la fonction y ( 5 ) — z sont nulles au point x^
on aura

]imn[^(.)-^-»==- ————^

P désignant la valeur de la première dérivée au point z === x.


