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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

REMARQUES ALGEBRIQUES SUR LES FONCTIONS DEFINIES
PAR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE;

Par M. Micuer PetrOvITCH.

1. Les remarques qui suivent concernent les valeurs réelles de
la variable indépendante z, pour lesquelles les intégrales d’une
équation différentielle algébrique de premier ordre peut prendre
des valeurs fixes, données a l'avance. Dans tout ce qui suit, je
supposerai cette valeur fixe égale & zéro ou a I'infini; on y raméne
facilement les cas ou il n’en est pas ainsi. Ces remarques s’ap-
pliquent également aux valeurs réelles de x, qui rendent les in-
tégrales réelles maximum ou minimum, pour leurs points d’in-
flexion, leurs directions asymptotiques, etc.

Dans un travail antérieur j’ai donné, sous une forme simple et
pratique, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
zéros ou les infinis de I'intégrale ne varient pas avec la constante
d’intégration, et un procédé simple pour calculer les ordres des
zéros et des infinis mobiles. Voici les résultats principaux trouvés
a cet égard.

Soit

i=s

B, = X i) ymiy'n

=1

un polynome en y et »', ol les m; et les n; sont des entiers posi-
tifs et les o; () des fonctions quelconques de z. Formons le ta-
bleau de 2s nombres entiers et positifs

M; = m; + ny, N; = ny,

et tracons dans le plan deux axes : sur 'un, nous compterons
les M; et sur I'autre les N;, et marquons les s points (M;, N;). Par
les points le plus rapproché et le plus éloigné de ON, tracons
une ligne polygonale brisée, dont chaque sommet serait (M;, N;),
et telle qu’aucun point (M;N;) ne soit au-dessus d’elle.
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Ceci étant, envisageons I'équation différentielle
(v F(‘T7}/»y’)=”'

I. Pour que l'intégrale générale de (1) ait des zéros mobiles
d’ordre 2, il faut et il sufftit que la ligne polygonale de F ait un
coté de coefficient angulaire .

I. Pour qu’elle ait des infinis mobiles d’ordre %, il faut et il
suffit que le polygone ait un c6té de coefficient angulaire — .

D’aprés ces théorémes, si le polygone de F n’a pas de coté a
coefficient angulaire positif, les zéros de I'intégrale ne varient pas
avec la constante d’intégration, et j’ai montré, d'ailleurs, com-
ment on peut les calculer tous dans ce cas. Mais, s’il y a de tels
cOtés, ces zéros varient certainement avec la constante et leur
étude est alors impossible dans le cas général, ne connaissant ni
la facon dont la constante d’intégration (par exemple la valeur
¥ =)o pour £ = x,) entre dans I'expression de I'intégrale géné-
rale, ni la forme de cette intégrale, considérée comme fonction
de z. C’est dans ce cas que les remarques simples qui suivent
peuvent présenter quelque intérét.

2. Supposons que le polygone de F n’ait aucun céLé a coeffi-
cient angulaire compris entre o et 1. Désignons par F,(z, y, ')
Vensemble de termes dans F contenant y, et par Fu(x, 3') 'en-
semble de termes sans y, de sorte qu’on ait

F(z,y,y") =Fy(z,y,y") + Fa(x,y').

Alors, dans tout intervalle réel de x = a jusqu'a x =20,
dans lequel la courbe Fy(z,y') =0 (ou on considére x et y’
comme coordonnées des points de la courbe) n’a aucune branche
réelle, les zéros des intégrales réelles sont fixes et doivent
rendre infinie au moins une fonction %;(x).

Il saffit, pour le voir, de remarquer que, le polygone de F
n’ayant aucun cOté a coefficient angulaire compris entre o et 1,
I'intégrale y ne peut avoir des zéros mobiles dont I'ordre serait
compris entre o et 1, et que, par suite, aucune valeur x =g,
finie, ne coincidant avec au moins un infini des fonctions o,;(z)
et annulant y, ne peut rendre infinie la dérivée y'. On en conclut
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que la valeur de y' pour xr = 2 est racine de I’équation
Fo(x, y')=o.

Et comme, lorsque o varie de a jusqu'a b, les racines de cette
équation sont imaginaires, la proposition est démontrée.

Ainsi, par exemple, si, la condition du polygone étant remplie,
I'équation différentielle étant de degré pair en »’ et mise sous la

forme :
i=p®

F(z,7,0) = filz,y)ye-i=o,

i=0

tous les f;(x, o) ayant les indices d’une certaine parité sont nuls,
et tous les autres, de parité contraire, différents de zéro et de
méme signe lorsque x varie de £ = a jusqu’'a x = b, chacun des
polynomes en y’

F(z,0,y'), F(z,0,—y")

ne présentera que des permanences lorsque z varie dans l'inter-
valle (a, b); pour tout zéro x = « de y, compris dans cet inter-
valle et ne coincidant avec aucun infini fixe d’'une des fonctions
fi(x, o), les valeurs correspondantes de »’ sont donc imaginaires,
d’aprés le théoréme de Descartes, et, par suite, les zéros de y
dans I'intervalle (@, b) seront fixes et connus a l'avance.

De méme, envisageons 1’équation

P(z, ) y'*+ Q(z, )y + S(z,y) =0,

et soient m, n, p les exposants les plus petits de y dans P, Q, S.
Le polygone de F n’aura aucun cdté a coefficient angulaire com-
pris entre o et 1 §i la condition pSn S m est remplie. Moyennant
cette condition, dans tout intervalle de x = a jusqu’a x =0,
dans lequel la fonction

[Q(z, 0)]*— §P(z,y)S(x,y)

est constamment négative, les intégrales réelles ne peuvent avoir
que des zéros fixes, coincidant avec au moins un des infinis des
fonctions en x, figurant comme coefficients dans P S.

1 b )
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3. Envisageons maintenant les intégrales réelles, uniformes
dans un intervalle donné, des équations du premier ordre. Ce qui
suit s’appliquerait d’ailleurs également aux intégrales non uni-
formes dans l'intervalle considéré, mais n’ayant pour chaque va-
leur de z, comprise dans cet intervalle, qu’une seule valeur
réelle.
En écrivant I’équation sous la forme

i=y
F(@, 7, 0)= D, fil@, y)yb=i=o,

i=0

on peut, sans faire aucune hypothése sur le polygone de I'équa-
tion, faire la remarque suivante :

Si pour les valeurs de x comprises entre a et b toutes les
Sonctions fi(z,0) non nulles et dont les indices sont d’une
méme parité ont constamment le méme signe et f,(z,0)3% o,
deux zéros consécutifs d'une intégrale particuliére quelconque,
réelle et uniforme dans l'intercalle (a,b), comprennent au
moins un péle de la méme intégrale; toute intégrale réelle
holomorphe dans cet intervalle ne peut s’annuler plus d’une
Jois entre a et b.

Car si z=uq et z =1 étaient deux zéros consécutifs de y(x),
compris entre a et b, et si aucun pole de y n’est compris dans
I'intervalle («, 8), le produit

y'(2) y'(B)

doit étre négatif ou nul, d’aprés le théoréme de Rolle. Or, les
conditions précédentes élant remplies, si tous les fi(z, o) étaient
de méme signe dans l'intervalle («, 6), les premiers membres des
équations algébriques en y’ '

Jo(2,0) ¥ (x )b+ fi(z, 0) y' (2 ...+ fl(z,0) =0,

) Jo (B, o)y (B~ f1(B,0)p" (B)p1+...+ fu(B,0o)=0

ne présenteraient que des permanences, et, par conséquent, au-
cune des quantités »'(2) et /() ne saurait étre réelle et positive;
si, au contraire, les f,(z,0), correspondant aux indices des pa-
rités différentes, sont de signes différents, les équations (2),
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aprés y avoir changé y’' en — )/, ne présenteraient que des per-
manences, et, par suite, aucune des quantités y'(=) et »'(f3) ne
saurait étre réelle et négative. Donc le produit y'(«)»'() ne sau-
rait étre négatif, ce qui démontre la proposition.

4. Supposons que, les conditions du paragraphe précédent
étant remplies, le polygone de F n’ait aucun c6té a coefficient an-
gulaire entier négatif. Alors, d’aprésle théoréme énoncé au dé-
but, les poles de toute intégrale particuliére uniforme sont fixes
et connus a I'avance : solent

ay, Qs .., Qap

ces poles. Dans tout intervalle («, 0) satisfaisant aux conditions
du n° 3 et ne comprenant aucune valeur a;, une intégrale uni-
forme quelconque ne peut avoir plus d’un zéro, d’ou le résultat
suivant :

Si le polygone de U’équation F = o n’a aucun cété a coeffi-
cient angulaire entier négatif, et si le nombre de valeurs a;,
compris dans un intervalle (a, b) supposé remplissant les con-
ditions du numéro précédent, est k, une intégrale réelle uni-
forme quelconque ne peut s’annuler plus de k +1 fois dans
Uintervalle (a, b).

Appliquons ces considérations a 'équation du premier degré

dy  Plx,y)
(3 dr ~ Q(z, )’

ot P et Q sont deux polynomes en z et y de degrés respectifs m
et n. Pour que le polygone n’ait aucun cété a coefficient angu-
laire entier négatif, il faut et il suffit que m £ n + 2. Il est d’ail-
leurs facile a voir que, dans ce cas, les poles a, de ) sont fixes
et I'on peut en trouver toutes les valeurs possibles ; car, si I'on

1 , .
pose ¥ = -, I’équation se transforme en

ds _ Py(r.3)

dr ~ Qi (z.3)
ou P, et Q, sont des polynomes en =, ne contenant aucune puis-
d

sance de = en facteur. Comme la dérivée ;{—: doit rester finic pour

sMm—n—2
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Z = a;, car a; est un zéro d'un ordre entier pour z, on voil que

1° Sim > n -+ 2, les a; sont racines de P, (a;,0) =o;

2° Sim < n -+ 2, les a; sont racines de Q,(a;, 0) = o.

Supposons, pour fixer les idées, que m > n + 2; on calcule-
rait alors toutes les valeurs possibles a@;, comme on vient de le
voir. On peut toujours supposer que P(z, o) n’est pas identique-
ment nul, car, s’il en était ainsi, tous les zéros de I'intégrale géné-
rale, sans faire aucune hypothése sur sa nature, seraient fixes,
faciles a calculer et il n’en serait plus question. En effet, on aurait
alors

P(z,y)=yT(2,¥),

ou T est également un polynome en z et y, et 'équation (3),
qu’on peut alors écrire sous la forme

T(x,y)

d.
y=e Qe

montre que tout zéro de y est une racine de Q(z, 0) =o.
Supposons donc que P(z, y) ne contient pas y en facteur. Les
zéros simples de y sont alors mobiles, mais les zéros multiples b;
sont fixes et sont racines de I'équation P(z, 0) = o.
Soit (a, b) un intervalle réel, ne contenant aucune des valeurs
fixes et connues a; et b; et tel que la fraction rationnelle en z

P(z,0)
) Q(z,0)

garde un signe invariable lorsque z varie de @ jusqu’a 6. Alors
aucune intégrale réelle, uniforme dans cet intervalle, ne peut
s’annuler plus d’une fois entre a et b. Car si a et $ étaient
deux zéros.consécutifs dans cet intervalle, comme ils ne peuvent
étre que des zéros simples, il faudrait, d'aprés le théoréme de
Rolle, que le produit

oy gy . P(2,0)P(B,0)
YY) = 55 80)

soit négatif. ou que 2 et 3 comprennent au moins un pole de y,
ce quin’est pas.
Si l'intervalle (a,b) comprenait k£ valeurs a;, racines de
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P,(z,0) = o0 sans comprendre aucune valeur &; et sans changer
designe entrea et b, l’intégraley s'annulerait au plus k +1 fois
dans cet intervalle.

Si I’on cherchait la limite supérieure du nombre de zéros com-
pris dans un intervalle quelconque (a, b), on le fractionnera en
sous-intervalles, dans lesquels il n’y a aucune valeur a;, b; et dans
lesquels la fraction rationnelle (4) garde un signe invariable. Si
A est le nombre de tels sous-intervalles, le nombre de zéros sim-
ples, compris dans l'intervalle (a, ), sera au plus égala},eteny
ajoutant le nombre p de zéros multiples b;, compris entre a et b,
on obtient A + & comme limite supérieure du nombre total des
zéros de y dans cet intervalle.

Ces remarques simples s’appliquent a bien d’autres types d’équa-
tions et, en particulier, toutes les fois que »/, définie par I'équa-
tion

F(z,0,y") = o,

n’a pour chaque valeur de z, comprise entre @ et b, qu’une seule
valeur réelle. Le raisonnement s’applique également lorsque y' a
plusieurs déterminations réelles pour y = o, et pour des valeurs
de z variant dans l'intervalle (a, ), pourvu que toutes ces dé-
terminations aient le méme signe dans cet intervalle. Il est facile
d’énoncer, pour ces équatious, des conditions suffisantes, pour
que les zéros et les infinis d’une intégrale, méromorphe dans un
intervalle donuné, se séparent mutuellement a la fagon de la fonc-
tion tangx, etc.

5. Arrétons-nous maintenant sur l’équation de Riccati qui,
par sa forme spéciale et par ses relations étroites avec les équa-
tions linéaires, permet une étude plus détaillée des zéros et des
infinis réels des intégrales.

Envisageons I'équation

(1) Y+ ayt+ ey + g3=0,

oll ¢y, 91, 93 sont des fonctions données de z, uniformes et sans
points essentiels dans un intervalle donné de z = @ jusqu’a x = b.
En y posant

w1929

1
(2) ]—;;—FT’
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la fonction u est intégrale de I'équation

(3) LY w(@)u=o,

ou

?W:“‘?Q) _ (?l‘?z*‘??)*,

w(2)= 9193 — i(
! dz 2¢; 291

En méme temps, la dérivée logarithmique % est 'intégrale gé-

nérale de
d r LAY 2
4) Zi;(%)—i—(%) +w(x) =o.
Posons
(5) 7.(2) = 3(9192— ©}),
(6) w(x)=u+y(z)u,

Pintégrale y sera

1 w(x)

) 7= @ wa)

Marquons sur I’axe réel Oz les zéros réels de o,(z) et les péles
réels de ¢, ¢;, 93. Dans tout intervalle (@, ), ne contenant
aucune de ces valeurs, la fonction u restera finie et I'intégrale y
de (1) jouira des propriétés suivantes :

1° Supposons d’abord que, dans I'intervalle considéré (a, b),
la fonction w(z) soit constamment positive et la fonction ()
constamment décroissante. Alors, d’apreés la formule (4), la dérivée

.
. . u , . .
logarithmique st constamment décroissante dans cet intervalle

et il en est de méme du rapport

'

w(x)___u R

Or, pour toute valeur de z, qui annule u, ce rapport passe du
négatif au positif. D’autre part, pour toute valcur de 2 qui annule
w, on a u(x)z#o [car autrement, d’aprés la formule (6), on
aurait a la fois ¥ = 0, ¥’ = o, ce qui est impossible en vertu d’une
propriété connue de ’équation (3), la fonction & () restant holo-

morphe dans I'intervalle considéré], et comme le rapport ‘l—‘: dé-
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croit, il passe du positif au négatif pour cette valeur de z; puis,
z continuant a croitre, il décroit indéfiniment en prenant des
valeurs négatives de plus en plus grandes, jusqu’a ce que u de-
vienne nulle. Alors il devient infini et change de signe en passant
de — 0 + 0. Ensuite, z continuant & croitre, ce rapport recom-
mence a décroitre, en prenant des valeurs positives de plus en
plus petites, jusqu’a ce qu’il s’annule, etc.

On en conclut que les zéros et les infinis de 'intégrale géné-
rale y de U'équation (1), compris dans 'intervalle (a, b), se
séparent mutuellement, de sorte que cette intégrale sannule
et devient infinie alternativement pour des valeurs croissantes
de z.

De plus, si 9, (x ) est constamment positive entre a et b, 'inté-
grale oscille entre + o et — oo, en décroissant toujours et avec
passage brusque de — o a —-c0; au contraire, si ¢,(z) est con-
stamment négative, 'intégrale oscille de 4 o 4 — o en croissant
constamment et avec passage brusque de + o & — .

2° Supposons que, dans l'intervalle («, b), la fonction w(z)
ne soit pas constamment positive ou que () ne soit pas constam-

w

ment décroissante. Alors le rapport — peut tantdt croitre, tantdt

u
décroitre. Désignons par &, et &, deux infinis consécutifs de I'in-
tégrale y, c’est-a-dire deux zéros consécutifs de ©, compris entre

@ et b, et-soit ¢ une quantité positive trés petite. La valear de

w(E +¢)
u(&l—i—s)

sera trés grande et positive; celle de

w (k- 8)

w(ty—z)

N , . W,
trés grande et négative. Donc le rapport . s’annule un nombre

impair de fois entre £, et £,. On en conclut que deux infinis con-
sécutifs quelconques de 'intégrale y, compris dans Uintervalle
(a, b), comprennent au moins un, et en général un nombre
impair de séros de cette intégrale.

Proposons-nous maintenant de déterminer le nombre de ces
zéros ou de ces infinis compris dans un intervalle donné («, ).
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Occupons-nous d’abord des infinis. Toul infini de y est soit
un zéro de ¢, (x), soit un pdle de 9,, ¢, ©;, soit un zéro de u.
Toutes ces valeurs, sauf les zéros de wu, sont fixes et connues &
I’avance; les seuls infinis mobiles de y sont les zéros de u, et nous
allons chercher le nombre de ces infinis mobiles dans I'intervalle
donné.

A cet effet, commencons par rappeler quelques résultats connus,
relatifs aux équations linéaires du second ordre, dus & Sturm, en
les complétant sur plusieurs points et en les appliquant directe-
ment & I’équation (1) de Riccati.

Considérons les deux équations

d*u .

Tot +w(xr)u =o,
d2e ,

t-l—x—z'—i— Lix)y =o,

ou w et y sont deux fonctions holomorphes dans I'intervalle
(a, b). Alors :
1° Si, dans cet intervalle, on a constamment v (z) 2w (z), deux
zéros consécutifs de ¥ comprennent au moins un zéro de v.
2¢ Silon a
v(a)_ ul(a)
vo(a) = u(a)’

u(a)e(a)zo,

et si dans l'intervalle (@, b), on a constamment ¢ (x) 2w (), la
fonction ¢ s’annulera au moins autant de fois que « entre les
limites @ et b, et si I'on considére par ordre de grandeur, a partir
de z = a, les différentes valeurs de z qui annulent u et ¢, les
valeurs de z qui annulent « seront respectivement plus grandes
que celles de méme rang qui annulent ¢.

Ceci éiant, partageons l'intervalle donné en sous-intervalles,
dans lesquels w(xz) garde un signe invariable, et envisageons
d’abord un tel sous-intervalle (a’, ') o&t w(x) est constamment
négatice.

Soit — M la plus grande valeur que w(.r) prend entre les li-

!

mites (', 0') et envisageons I'équation
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dont 'intégrale générale est

Y = C1E"V§i+ Cze—“t/h—'.

u(a)

u(a)

Soit A la valeur attribuée a y pour z = a; lavaleur §(a) =

sera, d’aprés la formule (2),
b(a) =2A91(a)+ ¢\ (a)—2i(a) g (a),

et 'on peut évidemment choisir les constantes d’intégration C,
et C,, de sorte que les conditions de Sturm soient remplies. On
en conclut, d’aprés le théoréme précédent, que u ne peut s’annu-
ler plus d’une fois entre a’ et &'. Par conséquent, ¥ ne peut avoir
plus d’un infini mobile dans cet intervalle.

Envisageons maintenant un sous-intervalle (a", ") dans lequel
w(x) est constamment positive. Dans cet intervalle, la fonction
w(z) peut s'annuler une ou plusieurs fois el avoir un ou plusieurs
poles; partageons-le :

1° En intervalles (a, «’) dans lesquels la fonction w () reste
holomorphe;

2° En intervalles trés petits (3, 3') dans le voisinage d’un péle
de w(x).

I. — InTERVALLES (2, 2').

Soient M et N la plus grande et la plus petite valeur que prend
la fonction w(z ) dans un tel intervalle (en supposant N 3£ o), et
considérons les deux équations

2

—3;‘.; -{-—I\flc’ = 0,
8
(8) { dzw .

P +1\W:0,

dont les intégrales respectives sont

¢ = Cysin(z M + C,),
w = Cysin(z YN +C.).

Comme on peut toujours choisir les constantes G, C,, Cj,
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C;, de sorte qu’on ait a la fois

YD chiq), XD g,

v(a)~ w(a) =

u(a)w(a)zo, u(a)v(a)zo,

d’aprés le théoréme de Sturm, u(z) s’annulera dans l'intervalle
(a, b) au moins autant de fois que w et au plus autant de fois
que ¢. 4

Il s’ensuit que si I'on convient de représenter par E(E) le
nombre d’unités entiéres contenues dans &, le nombre des zéros
de u(x), et, par suite, le nombre des infinis mobiles de U'inté-
grale y, compris dans U’intervalle (a, '), sera

(a'-—a)\/ﬁ]

@ VN

(a'—a) t/M]
k1

au moins égal ¢ E [

au plus égal a E [ +1.

Le nombre des infinis, compris dans uun intervalle («,«') fini,
est donc toujours limité. On peut toujours les séparer, c’est-
a-dire partager I'intervalle («, «') en plusieurs autres tels que, dans
aucun d’eux, y ne pit avoir plus d’un infini. Car si

E[(a_’:i)ﬂ__l] =n,
™

on fractionnera Jintervalle («,a') en n -1 autres intervalles

(% %iy4 ) tels que chacun soit plus petit que ‘7%[ et 'on est certain
d’avoir ainsi les infinis de y séparés, chacun des tels sous-inter-
valles ne pouvant comprendre qu’un infini au plus.

Voici maintenant comment on peut quelquefois calculer ces
infinis avec une approximation suffisante, lorsqu’on se donne la
valeur yﬁ A; pour une extrémité z =oa; de Dintervalle cité
(%iy %iy1 ), qui ne comprend plus d’un tel infini.

Soient K, et K, deux nombres compris entre o et © et tels
que '
VN
0(as)

? tangK, S— 6‘(/—;Mi—),

)

‘ tangK; 2—
(9)
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0 (2;) étant complétement déterminée par la formule
0(x) =2A:01(2) + ) (a;) — 91 (a;) @2(2;),

M et N étant la plus grande et la plus petite valeur de w(z) dans
Pintervalle (2;, 2;y,). Les deux fonctions

¢ = G sin [(z—a,-) ‘/1\7— Kg],
w = C’sin[(x—a,')‘/N~K1],

ou C et C' sont des constantes arbitraires, satisfont a4 deux équa-
tions (8). On peut évidemment choisir les constantes C et C/, de
sorte que les conditions

u(zi)w(a)Zo,  u(a)e(u)Zo,

soient remplies, et 'on s’assure facilement qu’en vertu des inéga-
lités (g), les conditions

v’(a,-)< w' (%)
—0 S0 (a; —— 20 (a;
v(a;) © (@), w(x) = ()
sont aussi remplies. Toutes les quatre conditions du théoréme de
Sturm seront donc remplies.

Ceci étant, désignons par z,, z, et § les plus petites valeurs
respectives de x, immédiatement supérieures a a;, qui annulent w,

¢ et u. D’aprés le théoréme de Sturm, on aura

sy < E < z;.
Mais, comme l'on a
x A 4= Kl x A+ K2
= a; —_ = x; e
1 i ‘/N 2 i ‘/‘“7
on aura
. P
VM VN

On connaitra ainsi deux limites, entre lesquelles sera compris
I'infini considéré § de y.

Si ces deux limites ne surpassent pas a,.,, on sera certain
qu’il existe entre elles un infini de y, qui est d’ailleurs le seul
infini compris dans U'intervalle (a;, o, ).

Si la limite inférieure 2, surpasse o, on sera certain que y
ne devient pas infini dans U’intercalle (2, %y,).



—_ 71 —

Le seul cas ou 'on ne peut rien décider est celui ou a;, est
compris entre x; et z,. Tout ce qu'on saura, dans ce cas, c’est
que y ne peut devenir infinie plus d’une fois dans l'intervalle
(CTRCFRR

La détermination des limites z, et z, dépend de.la détermina-
tion des limites suffisamment rapprochées, entre lesquelles peu-
vent varier les deux nombres K, et K,, tout en satisfaisant aux
conditions (g). Or, étant donnée la valeur y = A; pour z = 4, la
valeur §(2;) sera donnée par la formule

O(a;) =201 (2) + 0y (%) — 91( %) P2 (%)

M et N sont aussi connus, el, par suite, les limites entre les-
quelles doivent varier K, et K, seront connues. On choisira, dans
ces limites, deux valeurs de K, et K, telles que la différence
KK
Y N
soit la plus petite possible.

On obtiendra de nouvelles limites plus rapprochées de § en
appliquant ces mémes calculs a I'intervalle (z,, 2,) qu’on vient
de déterminer. Mais, pour cela, il faudra calculer la valeur exacte
ou suffisamment approchée de 6(x,), ce qu'on peut faire de la
maniére suivante. La fonction

(ro) O(z) =o21(z)y+o\(x) — o () (x)

reste holomorphe pour toute valeur de x comprise entre les

.. I . . .
limites o; et 2, -+ ‘7\\:, puisque, entre ces limites, 3 n’a pas d’in-
1

finis. Par conséquent, on aura

(1) O(xyy=10 (zﬂ— —l\—i> =0(u;)+ 0 () L;’ + 0" () <£‘{>2+
‘ ) . VM VAY! 12\ M
ou il faut remplacer y par A; et les dérivées ' (2,), 4" (=), ... par
leurs valeurs respectives, qu’on trouve en différentiant la for-
mule (10) et en y remplacant les dérivées successives de y par
leurs valeurs tirées de 1’équation de Riccati donnée. La conver-
gence de la série (11) est assurée a I'avance.

ln continuant ainsi de proche en proche, on pourra rapprocher
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les limites qui comprennent £ et calculer celui-ci avec une approxi-
mation suffisante.

Envisageons maintenant l'intervalle entier (=, 2’). Supposons
que, z variant de z = a jusqu’a x = o/, la fonction w(z) varie
constamment dans un méme sens (en croissant ou en décroissant)
et étudions la variation de la distance de deux infinis consécutifs
de y, que z rencontrera pendant cette variation.

En prenant comme limite inférieure « de I'intervalle (a, ') un
infini z = £ de y, on peut déterminer les constantes d’intégration
dans les formules

¢ = Cy sin (2 yM < C,),
w = Cysin(z YN + C),

de maniére qu’on ait a la fois

v(£)=o, W(E)=0;

on aura alors
¢ = Cysin[(z —§) yM],

w = Cysin[(z —¢)yN].

D’aprés le théoréme de Sturm, la valeur du zéro £ de u(z) qui
suit immédiatement § doit étre plus grande que la premiére va-
leur au dela de § qui annule ¢ et plus petite que la premiére va-
leur de z au dela de £ qui annule ¢, d’ott résulte

LIP3 PE-S
VM VN
ou
F—b= o,
Vo(y)

y désignant une certaine. valeur comprise entre § et §. On aura
de méme pour le zéro § de u(z), immédiatement supérieur a &,

b= e,

VoY)

Y désignant une quantité comprise entre & et &', etc.
Distinguons maintenant les deux cas suivants :

Premier cas. — Supposons que la fonction w(x) aille con-
stamment en décroissant dans l'intervalle considéré (a, «'). On
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aura alors dans cet intervalle

s(Y)>w(y)>o(y")>...
et, par suilte,

F—f<t—t<t—¥t<

Ceci montre que la différence de deux infinis consécutifs
de y augmente de plus en plus lorsqu’on va de a jusqu’a o,

mais elle ne peut pas dépasser la quantité —= ‘/_

Si, x croissant de a jusqu'a 'infini, la fonction w(z) reste con-
stamment positive et tend asymplotiquement vers une limite p,
P'intégrale y aura, dans l'intervalle (a, ©), une infinité d’infinis et
la différence de deux infinis consécutils tend asymptotiquement

vers la limite — 7 Lorsqu’on aura calculé quelques-uns des plus
P

petits infinis §; de y, la formule

En‘_ n—1= —1;
: Ve

donne les suivants avec assez d’approximation.

Si la limite p est égale a zéro, cette différence augmente indé-
finiment, Dans ce cas, il peut encore exister dans l'intervalle
(@, ) une infinité d’infinis de y, mais la comparaison avec les
fonctions précédentes v et w ne peut plus décider s'il en est ainsi
ou non. Pour le décider, on peut procéder comme ceci.

D’abord, si z = est un zéro simple de w(x), U'intégrale y
deviendra infinie une infinité de fois dans Untervalle (a,x),
puisque la limite inférieure du nombre de ces infinis est égale a

limE [(1‘—1) Vo(z)

kY

J:oo, pour x = co.

Supposons donc que x=o0 soit un zéro multiple de w(z).

Alors l'expression z\/w(z) tend, pour z=1o, vers une limite
finie et déterminée A, pouvant d’allleurs étre égale & zéro. Distin-
guons les trois cas suivants.

1° A<< 3. — On peut dans ce cas trouver un nombre 4, suffi-

samment grand, mais fini, et tel que pour toute valeur de x plus
XXIV. 6
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grande que &, on ait

zVw(z)<j
ou

w(z)< le'z .

Si 'on envisage alors ’équation linéaire

(12) dto o= o,

dz? jx?
d’aprés le théoréme de Sturm, lorsque z varie de A jusqu’a oc, une
intégrale ¢ quelconque de (12) s’annulera au moins autant de fois
que I'une quelconque des intégrales u de I'équation
(13) %+m(z)u=o.

Et comme l'intégrale particuli¢re ¢ = \/z de (12) ne s’annule
point pour de grandes valeurs de z, il en est de méme de u. Le
nombre des infinis de y dans l’intervalle (a, «) est alors fini.

Ceci comprend, comme cas particulier, le cas ot A = o, comme
il en sera toujours lorsque le degré de multiplicité du zéro x =00
de w(x) surpasse 2.

2° A > 1. — Alors & tout intervalle, & partir d’une valeur finie
« = h, on peut faire correspondre une quantité ¢ positive, suffi-
samment petite et telle qu’on ait dans cet intervalle

zyw(z)>1+e

(3+¢)?
.

ou

w(r)>
Si I'on envisage alors I’équation

. TRt
dV+(,+-) v

(14) s o =o,

u s'annulera dans un intervalle quelconque entre % et oo, au
moins autant de fois qu’une intégrale quelconque V de (13). Or,
I’équation (14) admet comme intégrale particuliére la fonction

V=yx cos[y/s ~+ &2 logx].
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qui s’annule pour une infinité de valeurs réelles de z, données

par la formule
@e2n+n7

%y = e2E—er,

grandissant au dela de toute limite, et dont le nombre dans I'in-
tervalle (4, o) est infini, quoique la différence

’ T
Up— 0y = e21pP(ef— e—P) P = —= .
2¢/e +¢?
augmente indéfiniment avec 7. Par suile, la fonction «(z) s’an-
nulera un nombre infini de fois dans cet intervalle. L'intégrale
¥ aura donc une infinité¢ d’infinis dans l'intervalle (a, ).

3° h=13. Trois cas peuvent se présenter.
Si, pour les valeurs de z croissantes a partir d’'une valeur A
suffisamment grande, on a constamment

B |
m(.z') < m’
on se trouve dans le cas 1°.
Si a tout intervalle (&', "), compris dans l'intervalle (%, ),

on peut faire correspondre un nombre positif ¢ tel que x variant
entre les limites 2’ et A", on ait constamment

(L+¢)?
w(@)> =
on se trouve dans le cas 2°.
Si ni I'une ni l'autre de ces circonstances ne se présente, on ne

peut rien décider.

Deuxiéme cas. — Supposons que la fonction w(z) aille con-
stamment en croissant dans l'intervalle («, «’). On aura alors

) s()<w({)<w()<...
et, par suite, S P s  b

La différence de deux infinis consécutifs de y diminue donc
de plus en plus lorsqidon va de a jusqu'a o/, mais elle ne peut
ks

/M

pas decenir plus petite que
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Si; x croissant de 2 jusqu’a 'infini, la fonction w(x) reste con-
stamment positive, et tend asymptotiquement vers une limite p,
les différences de deux infinis conséculifs de y, diminuent pro-

gressivement, et tendent vers la limite -:/i-_ et, par suite, y devient
P .

infini pour un nombre infini de valeurs de x compris entre « etoo.
Si, en particulier, la limite p est infinie, I'intégrale y devient
infinie pour un nombre infini de valeurs de z, croissant indéfini-
ment et telles que la différence de deux de ces valeurs consécu-
tives finit par devenir plus petite que toute quantité donnée.

II. — IntervaLres (B, B').

Envisageons maintenant un intervalle trés petit (3, B') au voi-
sinage d'un péle de w(x). D’abord si z, tendant vers le pdle z = ¢
de w(x) par des valeurs croissantes ou décroissantes, & partir
d’une valeur £ = a, la fonction w(x) reste constamment néga-
tive dans l'intervalle (a, c); il suit de ce qui précéde que y ne
peut avoir, dans cet intervalle, plus d’un infini. Supposons donc
que, dans l'intervalle (a, c), la fonction w(z) reste constamment
positive. En prenant comme nouvelle variable indépendante z,
définie par la relation

r==%+-+c

&

. 1 . L3N :
igne -+ devant - I qu randes valeurs posi-
[le signe == deva t‘zestmlqulwaadeg d P

tives de 3 puissent correspondre les valeurs de z trés peu diffé-
rentes de c et se trouvant de I'un ou de l'autre c6té de ¢, suivant
que z tend vers ¢ par des valeurs croissantes ou décrmssantes],
I’équation (13) se transforme en

% + ®(35)u =o,
avec

P(z)= m,(i

Q-
.}

o
S~—
hl_

-

Distinguons les trois cas suivants :
1° La valeur x =c est un péle de w(x) d’un ordre supé-
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rieur @ 4. Alors pour x = ¢, c’est-a-dire pour 5 =00, on aura
lim®(z) =lim[(z —¢)'w(x)] = =,

et, par conséquent, d’aprés une remarque précédente, 'intégrale
Y. considérée comme fonction de z, deviendra infinie pour une
infinité de valeurs de z trés grandes, et dont la différence finit
par devenir plus petite que toute quantité donnée. Il s’ensuit
que y, considérée comme fonction de z, aura dans U’intervalle
(a, ¢) une infinité d’infinis, s’approchant indéfiniment de c,
et dont la différence tend vers zéro.

2° La valeur x =c est un péle d’un ordre égal & 4 pour
w(x). La limite de ®(z) pour & = ¢ est alors un nombre fini .
En considérant « comme fonction de z, la limite inférieure de

, . I
ses zéros dans I'intervalle (a et z> est

(22— Ve

T

E

et cette limite augmente indéfiniment lorsque z tend vers . Par
conséquent y, considérée comme fonction de x, deviendra in-
finie pour une infinité de valeurs de x comprises dans l’inter-
valle (a, c) et s’approchant indéfiniment de c.
3° La valeur x = c est un pdle de w(z) d’un ordre infé-
rieur a 4. Alors on a
lim &(z) =o,

pour z = o, et pour décider si le nombre des infinis de y, dans
le voisinage de z=c¢, est limité ou non, il faut avpliquer les
théorémes précédents, ce qui conduira aux résultais suivants :

Désignons par A la limite de (z — c)\/m(x) pour m-:. c. Alors

I'expression z\/®(z) aura, pour z = o, la méme limite A et

a. Si A<3, l'intégrale y n’a qu'un nombre limité d’infinis
dans Vintervalle (e, ¢);

b. Si A >4, y devientinfinie pour une infinité de valeurs de x,
voisines de c et tendant vers c;

¢. St A=1, on aura le cas (@) ou (b) suivant que, x variant
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de a jusqu’a c, on ait dans le voisinage de = ¢ constamment

(z —c)Ww(z)<%
ou

(z —e)Ww(z) >3

On peut ainsi étudier les infinis de I'intégrale y dans tout in-
tervalle dans lequel les coefficients ¢, (z), ¢2(z), ¢s(x), figurant
dans I'équation de Riccati donnée, sont fonctions méromorphes

d z.

Dans ce qui précéde, nous nous sommes occupé des infinis de
I'intégrale y. Mais tout ce qui précéde s’applique aussi & I'étude
des zéros de y, d’aprés la remarque suivante :

Si dans I'équation donnée

(15) V' + (@) y+ 9a(z)y + 93(7) = o,
on fait y = i, on aura
(16) 3'—03(x) 32— 92(7) 3 — 91 (2) = 0.

Tout zéro de y est un infini de 5 et réciproquement. En posant

¢ est I'intégrale de 1'équation

d?
(17) gf,-+x(w)v=o,

ou

X(@) = 9193+ = (‘?"?3"‘ ‘?'3) — (‘?"P*" ‘?3)’.

203 293

Tout ce qui a été dit pour les infinis de y s’applique ausst bien
aux zéros par la considération de I'équation (17), de sorte qu'on
aura, par exemple, une limite supérieure et une limite inférieure
du nombre des zéros compris dans un intervalle donné; on pourra
assigner des limites entre lesquelles il n’y a pas plus d’un zéro,
calculer ces zéros par approximation, étudier leur nombre et dis-
tribution dans le voisinage d’un point singulier des coefficients
de I’équation, etc.
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On peut aussi, par ce qui précéde, étudier les variations des
zéros et des infinis de I'intégrale y, lorsque les coefficients dans
Péquation contiennent un ou plusieurs paramétres variables, et
lorsque ces paramétres varient.

Enfin on peut toujours étudier la fagon dont I'intégrale se com-
porte pour 2 = . A cet effet, posons

— U .
Y= =)’
I'équation (15) se transforme en
(18) f;—g+U’+F,(ac)U~c—F,(z-)=o,
ou
— _ @
Fi(z) = oa(2) o1(2)’

Fy(z) = 91(2) 93(z).

L’équation (18) a été l'objet d’ane étude approfondie de
M. Poincaré au point de vue des limites vers lesquelles tend I'in-
tégrale U, lorsque = tend vers oo d’une certaine maniére, par
exemple par des valeurs positives croissantes. Ainsi, si les fonc-
tions F, (z) et Fy(z) tendent vers des limites finies et déterminées
pour z = oo, de sorte qu’on ait

limFl(z‘)= ai,
lim F’(x) = Qj,

on aura & distinguer les deux cas suivants :

1° Si a} — 4a;> o, l'intégrale U tend vers une limite finie et
déterminée qui est, en général, égale a la plus petite des deux va-
leurs
— i(a1+vat —4a,),
— Ha—yaT—Fa):
et ne pouvant qu'exceptionnellement étre égale a la plus grande
de ces valeurs.
2° Si @} — 4a;= o, I'intégrale U tend vers la limite — %'
3° Sia? — ja;<< o, U ne tend vers aucune limite déterminée;
toute intégrale oscille alors une infinité de fois entre + % et — o,
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avec passage brusque de — o 4 + oo, a la fagon de la fonction
U = —tangz.

Ce dernier fait se déduit, d’ailleurs, facilement de ce qui pré-
céde. Car si I'on pose
u=L NV _ lg(a)
drz = 2 !

<=

I'équation (18) se transforme en

daxv
i+ ¥(z)V =o,
ot
¥(z)=Fy(z)—; Fi(2) — i Fi(2).

A partir d’une valeur z = A, positive et suffisamment grande,
la fonction W(z) sera finie et aura un signe constant qui sera

. . ’ ’ i3 2
celui dela quantité a, — 94—‘- Commé a — 4a, << o, on peut tou-

jours choisir la valeur £ = & de maniére que, dans I'intervalle de
z = h jusqu’a & = oo, la plus petite valeur de ¥(x) soit différente
de zéro et positive. Si 'on désigne par N cette valeur, d’aprés ce
qui précéde, la fonction U deviendra infinie pour un nombre
infini de valeurs de z compris dans I'intervalle (4, ) et dont la
différence va constamment en croissant ou en décroissant suivant
que la fonction W(x) est décroissante ou croissante pour de
grandes valeurs de 2. De plus, la différence de deux infinis consé-
cutifs, dans le premier cas, augmente de plus en plus, mais ne

peut pas dépasser la quantité ;/l—N_; dans le second cas, cette diffé-

rence diminue de plus en plus, mais ne peut pas devenir plas
petite que la quantité ﬁ En méme temps, puisque la dérivée
logarithmique + & pour 2 = désignant Pune quel
ogarithmique 3 —— pour z=x,—¢ (2, désignant 'une quel-
conque des valeurs de z qui annulent V, et ¢ un nombre positif
infiniment petit) a la valeur — o0, et pour x = z,+ ¢ la valeur
~+ oo, la fonction U oscille entre + o et — o, avec passage
brusque de — o a + .



