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DES GROUPES PRIMITIFS DE CLASSE N— 1 ET DE DEGRE N;
Par M. Ep. MarLLET.

I.

Dans notre Thése de Doctorat (p. 49-68) nous avons établi le
théoréme suivant :

Tuatorkme. — Les seuls groupes primitifs de classe N —1 et
de degré N< 101 sont ceux de degré N = p™(p étant premier)
et sont linéaires a indices réels.

Pour y arriver, nous avons établi un certain nombre de condi-
tions auxquelles doit satisfaire N pour un groupe primitif G de
degré N et de classe N — 1. Ainsi, on ne peut avoir N égal a
4h+2, & ppiy ppi, PP, PipPaPs, P1p? les nombres pre-
miers p, py, pa, ps étant différents.

De méme, soit (') H le sous-groupe des substitutions de G qui
laissent une méme lettre de G immobile : on a ¢ =N, 3¢ divi-
sant N—1, N=n3 + 1, et G ne peut étre primitif, si J¢ est
égal a 2 ou 3, ou si n<{t1, que quand N = p™. Ainsi, siN —1
est égal 2 ¢, 24 ou 3¢, ¢ étant premier impair, G ne peut étre
primitif que si N = 27,

Enfin, les N — 1 substitutions. de G, qui sont de classe N, ne
peuvent former avec I'unité un groupe de degré et d’ordre N que
si ce groupe est régulier, N = p™, et G linéaire a indices réels.

En nous appuyant sur ce qui précéde, et aussi principalement
sur ce lemme :

Lemme. — Si p? est la plus haute puissance du nombre pre-
mier p qui divise l'ordre § d’un groupe quelconque G, on sait
que (*)

G =pv(1+ kp),

ot 1+ hp est le nombre des groupes d’ordre p* contenu dans G.

(*) Les ordres des groupes A, B, ..., G, H, ... seront désignés par b, b, ...,
§, 3C, ...; de méme (S), (T), ... scront les groupes des puissances de la substi~
tution S, T, ....

(%) SyLow. Math. Ann., t. V.
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d’ordre

=o (mod p);
et sur les théorémes suivants :

Tutorime I. — Un groupe primitif G de degré N=pp
(p premier impair, p > 1 et premier a p) et de classe N — 1 ne
peut exister st p <p—+1;

Tutorime II. — Un groupe primitif G de degré N —=pp?
(p premier impair, p>>1 et premier a p) et de classe N — 1
ne peut exister si p < p*—+1;

Tatorime III. — Un groupe primitif G de degré N = pp™
(p premier impair, p > 1 et premier & p) et de classe N —1 ne

peut exister que si o > p *+I.

nous conclurons (théoréme IV) que le théoréme énoncé au
début a lieu pour toutes les valeurs de NS 201.

IL.

Lemmr I. — Soit &' Uordre d’un groupe L' de substitutions
tel que ' soit = o (mod p) et 3 o(mod p?), p étant premier.
On sait que ' =pv,(1+ hp), olt 1+ hp est le nombre des
groupes d’ordre p contenus dans L' : L' contient au moins 1+ hp
substitutions d’ordre premier & p (y compris Uunité).

En effet, pv, est I'ordre du groupe des substitutions de L' per-
mutables au sous-groupe (T’) des puissances d’une substitution
T’ d’ordre p de L’; si donc il y a, dans L/, § substitutions >4 1
échangeables a T, ces substitutions sont permutables a (T'), en
sorte que 6 Spv,—1. Le nombre des substitutions T" différentes
de 1 de L' telles qu’on puisse trouver une substitution d’ordre p
de L' échangeable a T" est donc au plus égal & (14~ hp) (pvi —1),
puisque 1+ hp est le nombre des sous-groupes d’ordre p de L.
Or, toute substitution U, de L’ d’ordre kp multiple de p (& pre-
mier 4 p) est de la forme UV ('), ou U est d’ordre k, V d’ordre p

(*) En effet, on peut trouver 3 ct ¢ premicrs i kp ct tels que ko +pd =1,
XXVY. 2
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et U et V sont échangeables. Dés lors, UV étant échangeable

a 'V, c'est-a-dire i une substitution d’ordre p, le nombre des
substitutions de la forme UV, c’est-a-dire d’ordre = o (mod p),
est au plus égal a (pv,—1) (1 + hp). Il en résulte de suite que le
nombre des substitutions de L’ (y compris la substitution 1)

d’ordre 3£ o (mod p) est au moins égal &
(1+hp)pn—(1+hp)(pvi—1)=1~+ hp.

En remarquant que le nombre des substitutions échangeables a
(T') et d’ordre = o(mod p) est<(p — 1)v,, on voit méme que L’
renferme au moins (1 -+ Ap)v, substitutions d’ordre premier a p.

Tutorime I. — Un groupe primitif G de degré N=pp
(p premier impair, p >>1 et premier a p) et de classe N —1 ne
peut exister que si p <p +1.

En effet, 'ordre g =NJ¢ de G divise N(N — 1), l'ordre 3¢ du
groupe H des substitutions de G laissant une lettre donnée de
G immobile divisant N — 1, en sorte que § est = o(mod p) et
#Zo(mod p?). D’aprés un théoréme de MM. Mathieu(*) et
N 2
Syiow () G=pv(hp+n),
ou hp +1 est le nombre des sous-groupes distincts d’ordre p
de G. On ne peut avoir & = o, sans quoi G contiendrait un sous-
groupe invariant d’ordre p 7 o (mod N), ce qui est impossible,
puisque G est primitif : donc A21. G contient Ap +12p + 1
sous-groupes distincts d’ordre p, par suite

(hp+1)(p—1)2(p+1)(p—1)=pt—1

substitutions d’ordre p, puisque deux sous-groupes distincts
d’ordre p de G n’ont deux & deux d’autre substitution eommune
que l'unité. Ces substitutions sont d’ailleurs de classe N =pp, et
puisque G renferme exactement N — 1 substitutions de classe N,

puisque k et p sont premiers entrc cux, et Pon a U UMY = U,, et il suffit de
prendre U = US4, Vv = Ufe,

(%) J. de Math., 1861.

(*) Syrow, loc. citat.
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dont quelques-unes d’ordre diviseur de », il faut
P

N—rt=pp—1>(hp+1)(p—1)2p2—1,
et p >p(*). C. Q. F. D.

Remarque. — Cette limite inférieure peut étre améliorée dans
une foule de cas : en effet, 2p + 1 doit diviser p(pp —1), et est
au moins égal au plus petit diviseur de p(pp —1) qui soit
=1 (mod p). On en conclut :

Tatorime I bis. — Soit G un groupe primitif de degré
N =op (p premier impair, p >1 et premier & p) et de classe
N —u; si lp + 1 est le plus petit diviseur de G, et a fortiori de
o(pp —1) qui soit =1(modp), ona:p>l(p —1)+1.

Supposons que » = Ap + 1 divise o (pp —1), d’olt

p? r;l——pso(modr) et —p2—2dp=—p(p+A)=o(mod r),

en sorte que r divise p(o + ). On en conclut :

Cororraire I. — 8¢ le nombre ip + 1 ne divise pas le nombre
o(p+ 1), pour une au moins des valeurs de i égales a
1,2, ..., A\, on en conclut que 12k +1, d’oit

e> A+ (p—1)+1.

En particulier quand A =1, il faut o >2p —1, et, puisque 5
est premier d p, p22p—+1; d'ou:

Cororratre Il. — 8¢ p(p + 1) nlest pas divisible par p + 1,
on apZap—+1.

Cornorratre IlI. — Soit ¢ un nombre premier impair, et
p=kq—1; si pn'est pas de la forme K'q ouk'q—1, on a

pZap—+1.

Car g (p +1)Z o(mod ¢), et p 4+ 1=o0(mod ¢q), en sorte que
p +1 ne divise pas p(p+1).

(') Les limites inférieures trouvces ici sont plus avantageuses que celles indi-
quées dans notre These de Doctorat, p. 67.
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CoroLLare 1V. — Sip est de la forme 15k + 2, et p d’une
des deux formes 13 k' +1ou 15k'+17,0onap23p—1.

Car p+1=o0(mod 3), en sorte que p—+ 1 ne divise pas
p(p—+1), et 2p + 1 =0 (mod 5), en sorte que 2p—+ 1 ne divise
pas p(p +2).

Et ainsi de suite.

Lemue II. — Soit p? la plus haute puissance du nombre pre-
mier p qui divise Uordre G d’un groupe quelconque G; on sait
que

G =pt(1-+np),

ol p?v est Uordre du groupe des substitutions de G permu-
tables & un sous-groupe H d’ordre p* de G. Alors G contient

. @G Lo
au moms;;l; (p?— 1) substitutions d’ordre = o (mod p).

En effet, on sait(*) que les sous-groupes d’ordre p? de G sont
les transformés d’un quelconque d’entre eux par les substitutions
de G, en nombre 1+ np, et que (2) 1+ np =1+ n,p + nyp?,
ou n, p est le nombre des transformés de H ayant en commun avec
H une substitution d’ordre p, nyp? le nombre des transformés
de H n’ayant en commun avec H d’autre substitution que I'unité.
De plus les substitutions de H sont échangeables.

Soit S une substitution de H d’ordre p; elle est échangeable a
toutes les substitutions de H, et 4 toutes celles des transformés de
H par G dont elle fait partie; le groupe L des substitutions échan-
geables 4 S contient H et ces transformés. Si

L=p¥ (1+hp),

p?Y étant I'ordre du sous-groupe des substitutions de L permu-
tables 4 H, et 1 + Ap le nombre des sous-groupes d’ordre p2?de L,
lesquels sont les transformés de H par L, chacun de ces trans-
formés contient S, puisque toute substitution g de L est échan-
geable 4 S et que g~'Hg contient dés lors S. Ona A <n,.

(') SyLow, loc. citat.
(*) Voir notre Mémoire des Ann. Fac. Sc. de Toulouse, 1895, D. 7, et 18¢6,
A

o 1
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Soit & > o (ce qui n’a lieu que si n, 72 0) : L contient le sous-
groupe H d’ordre p? qui n’y est pas invariant, tandis que (S) y
est invariant. Dés lors ('), L est isomorphe & un groupe L/ transitif,
de degré % = (1+hp)V, etd’ordre % = (1+hp)pV,le groupe H/,
qui correspond & H dans L/, étant formé des puissances d’une
substitution S’ d’ordre p, et pv' étant 'ordre du groupe des substi-
tutions de L' permatables & H'. Au groupe (S) de L correspond
dans L' la substitution 1, et réciproquement.

D’aprés le lemme 1, L’ contient au moins 1 + Ap substitations
d’ordre premier a p. Soit donc :

(1) Ty=1, Ts, ..., T), avec A21- hp,
les A substitutions de L’ d’ordre premier a p,
(2) Gy =1, Gg, ..., O\

A substitutions de L telles que o; soit une des substitutions cor-
respondant & 7; ({=1,2, ..., A). A la substitution t; de L'
correspondent dans L les p substitutions

(3) 6;, So;, S%6; ..., Sp-ig;

de L, par suite aux A substitutions (1) les pA substitations dis-
tinctes de L

Gy, So3, S?0y, ..., Sp-ig,,

s g1=1I, S, S’, vony S[)—-l,
(%)

Si ¢k est V'ordre de o, of*=1 correspond a <f*, en sorte que
<f*=1, et que l'ordre {;, premier a p, de , divise celui de oy,
a fortiori celui de o4 S/, o et SJ étant échangeables : donc les pA
substitutions (4) sont conlenues dans L, et, puisque ¢4 > 1, pour
k > 1, sont d’ordre 3£ p*(a =1 ou 2), sauf celles de la premiére
ligne. De plus t}*=1 correspond aux p substitutions

a"tl' = Swux, (Sor)¥r = Shitus, (Stop)¥r = Srburur, .,

(SP164 )bk = Sus+p—1x,

(") W. Dyck, Math. Ann., t. XX et XXII; ou notre Thésc de Doctorat, p. 12
ct 13.
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formant la premicre ligne de (4). Parmi ces p substitutions on
en a une (S¢o; )= SutHtli= 1, a savoir celle pour laquelle / est
tel que wz+ {Ys==o0(mod p). Son ordre ¢;, le méme que celui
de 74, est premier & p; les p — 1 autres ont pour ordre pdy, en
sorle que, dans chaque ligne de (4), il y a une et une seule sub-
stitution d’ordre premier i p: nous pourrons évidemment sup-
poser que ce soit celle de la premiére colonne, puisque nous avons
seulement supposé que o;({ =1, 2, ..., 2) était une des substitu-
tions de L. correspondant & t; dans L/, sans rien spécifier de plus.
Les substitutions de la £ém¢ligne, sauf ox(hk =1, 2, ..., }), étant
d’ordre p ou pdy, sont toutes d’ordre = o (mod p*) et = o (mod p).
Nous pourrons faire correspondre au sous-gronpe (S) de G le
Tableau © formé des (p — 1) A substitutions des p — 1 derniéres
colonnes de (4).

Si alors S, est une substitution d’ordre p de G non contenue
dans (S), L, le groupe correspondant analogue a L, formé des
substitutions de G échangeables 2 S,, on a

(5) L= 1+ kip) p*vi,

1+ /iy p étant lc nombre des groupes d’ordre p? contenus dans
Li; ¢t I'on voit de méme que L, contient les pA; substitutions
distinctes

' 3 3 )—
{ oy =1, 51, Si' ceey S,l ',
~ 9 — ’
) s oy,  Syh, Sieh, ..., SPidh,
’ ( .......... . ebeessacennans cerenne,
’ o ! _ 7
O\s S,c)\,, Sfd‘)\l, ) Sﬁ) 157\11

qui sont d’ordre = o (mod p), et = o mod p?, sauf celles de la
premiére ligne qui sont d'ordre premier a p. On a

M1+ Ay p,

d’aprés le lemme I, et 'on peut faire correspondre au sous-
groupe (S,) de G le Tableau ©, formé des (p — 1)), substitutions
des p — 1 derniéres colonnes de (6). Les substitutions de 0, dif-
férent d’aillcurs de celles de 0, car si

S/ ep= S}d [/ et j' = o(mod p)],

el si Yy, by sont les ordres respectifs, premiers & p, de 54, o, on



aura .
(S/ag )= (Sl )b = Side = Si¥ror,

Or Si¥iestd’ordre p: donc o} =1, en sorte que §j divise p Uy,
par suite 4z; de méme ¢ divise

q’;m et Y= i,
Siv =S¥,

d’ott

ce qui est impossible, puisque (S) 3£ (S,).

On peut continuer de la sorte: a chaque groupe (S,) des puis-
sances d’une substitution S, d’ordre p de G nous ferons corres-
pondre un Tableau ou ensemble 6, de substitutions analogue 4 ©
et 0,, et tel que les ensembles

(—) 9, ely 92, L] el/,

/

correspondant &

(8) (8); (81), (Sa)y «vvy (Sg)

respectivement, n’aient deux a deux aucune substitution com-
mune, et conliennent respectivement au moins

(9) (+hp)(p—1), (L+hp)P—1), ..., (14 hgp)(p—1),

substitutions autres que l'unité, distinctes de celles des autres
ensembles, et toutes d’ordre = o (mod p) et = omod p2, 1 + Ayp
étant le nombre des transformés de H par les substitutions de G
qui ont en commun (S).

Quand on aura h = o, au groupe (S) d’ordre £ 1, nous
ferons correspondre 'ensemble 6 des p — 1 substitutions de S
d’ordre = o (mod p).

Enfin, si T est une substitution de G d’ordre p?, elle ne peut
étre commune a deux groupes distincts d’ordre p2: aux p (p —1)
substitutions de (T') d’ordre p2, on fera correspondre ’ensemble &'
de ces mémes substitutions.

Les substitutions des ensembles 6, 8, 8’ sont évidemment dis-
tinctes.

Ceci posé, considérons 'ensemble A obtenu en écrivant succes-
sivement les substitutions £ 1 des divers transformésH,H,, H,, ...



— 9 —

de H par les substitutions de G; I'ensemble B formé de celles de
ces substitutions qui sont distinctes ; 'ensemble C des ensembles
0, 6, @' obtenus précédemment.

D’aprés ce qui précéde, A contient

6)
(1 ryp + nap?) (p2—1) = P'T'., (pr—1)

substitutions : une substitution S d’ordre p et ses puissances y
sontrépélées chacune 1 + hp fois, 1 4 hp ayant méme signification
que précédemment; A contient ainsi exactement (1 + Ap) (p — 1)
subslitutions appartenant a (S) et 3£ 1. A ces substitutions corres-
pondent dans B les p — 1 substitutions de (S) £ 1, et dans C les
A(p —1)2(1+ hp)(p — 1) substitutions distinctes d’ordre
= o (mod p), et =2 0 (mod p?),de I'’ensemble O. Aux substitutions
de A appartenant a (S,), S, étantd’ordre p et non contenu dans(S),
correspondent de méme dans C les A, (p —1)2(1 4 Ak p) (p — 1)
substitutions d’ordre = o (modp) et 3£ 0 (mod p?) de!’ensemble 8,;
et ainsi de suite.

De méme pour les substitutions S d’ordre p pour lesquelles
h = o: aux p — 1 substitutions de (S) dans A correspondent dans
B et C les p — 1 substitutions de 1'’ensemble 6.

Finalement, si ® est le nombre des substitutions de A qui sont
d’ordre p, a 'ensemble de ces ® substitutions correspond dans C
un ensemble de A 2 ® substitutions distinctes d’ordre = o (mod p)
et = o (mod p?).

D’autre part, d’aprés ce qui précéde, une substitution d’ordre p?
figurera une fois et une seule dans A et C; si ¥ est le nombre des
substitutions de G d’ordre p?, c’est aussi le nombre des substitu-
tions distinctes de C d’ordre p2.

. . G .
La considération de A donnant ® 4 ¥ = P+V (p*—1), on voit
que C, par suite G, contient

¢
A +W;Pg.;(p=_|)

substitutions distinctes d’ordre = o (mod p). C. Q. F. D.

Remarque. — Ce lemme n’est qu'une extension de cette pro-



—25 —
priété due 2 Mathieu (') que si G est d’ordre = o (mod p) et
5% o (mod p?), p étant premier, on a

G = pv (1+np),

ou 1+ np est le nombre des sous-groupes de G d’ordre p, et G

contient au moins (1 + np) (p —1)= Fg:' (p —1) substitutions
d’ordre = o (mod p).

CoroLLARe. — Dans un groupe G de degré p? transitif, et
d’ordre # o (mod p3), mais > p*, onav>1.

En effet, si v =1, et si H est 'ordre du groupe H des substitu-
tions de G laissant une lettre donnée de G immobile, G contient

_ﬁ;_ (p?—1) = 3 (p? — 1) substitutions d’ordre = o (mod p), c’est-

a-dire de classe p?, et seulement 3¢ autres substitutions, ce qui est
absurde, puisque G est transitif et contient toujours, en dehors des
3¢ substitutions de H d’ordre premier & p, quelques substitutions
laissant une lettre de G immobile, par suite d’ordre premier a p,
et n’appartenant pas a H.

Tuatorkme II. — Un groupe primitif G de degré N = pp?
(p premier impair, p premier & p et > 1) ne peut exister si

p<pi+r

La démonstration est analogue a celle du théoréme 1. L’ordre
G=N3t de G divise N (N —1), I'ordre 3¢ du groupe H des substi-
tutions de G laissant une lettre donnée immobile divisant N —1,
en sorte que G est = o (mod p?) et £ o (mod p3). On a

G=p*v (1 +np + nyp).

On ne peut avoir ny= o, sans quoi (?) G contiendrait un sous-
groupe invariant d’ordre p® (0 =1 ou 2), et ne serait pas primitif.
D’aprés le lemme précédent G contient an moins

(14 n4p + nap?) (p2—1)

(*) J. de Liouville, 1861x.
(*) Ann. Fac. Sc. de Toulouse, 1846, A. 17.
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substitutions d’ordre = o (mod p), par suite de classe N, puisque
une de leurs puissances est d’ovdre p, par suite de classe N.
Il y a d’ailleurs des substitutions d’ordre diviseur de p qui sont
de classe N, et N — 1 substitutions de classe N, puisque G est
primitif et de classe N — 1. Done

N—1=pp?—1> (14 n1p+ nyp?) (p2—1) 2(p2+1) (pt—1) = p*—1,

d’ou

s . p>prh
c’est-a-dire
pZpr+1.
Remarque. — Cette limite inférieure peut étre améliorée dans

une foule de cas : en effet, 1 + n, p + n,p? doit diviser p (p p2 —1),
et est égal au moins au plus pelit diviseur de p (p p2—1) qui soit
=1(mod p) et 2p*—+1. On en conclut:

Tutorime 1l bis. — Soit G un groupe primitif de degré
N = op? (p premier impair et premier a p >1); de classeN—1,
si 1 4+ np est le plus petit diviseur de G, et a fortiori de
p (pp?—1) qui soit Zp*+1 et = 1(mod p), on a

I+ (1+np)(p2—1)

P> s

On en déduit des corollaires analogues & ceux du théoréme I bis.
Sir=Ap-1,avec A2 p, divise p(pp2—1), d’out

p2<r;l>2—p—=*o (modr),
p2(r—1)2—pk2=o (modr),
r divise o2 — oA2=p(p — A?), (p > p?).

Cororraire I. — Si¢ le nombre ip + 1 ne divise pas le nombre
e(p — 12), ot p > p?, pour une au moins des valeurs p, p + 1,
ooy hdei,(AZp)y,onanZh4 iy

I+ [1+(X +1)p](p2—1)
P ’

p>

Conorrame I, — Si o(p > p?) nest pas égal a p*+ 1, on a
pzp(p+1)
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En effet, si p(p — p*) n’est pas divisible par p*+ 1, d’aprés le
corollaire précédent, onan2p +1,
ept> 1+ +p+p2)(pr—1)=pt+pi—p
et
pzp(p+u).

Sig(p—p*)=o[mod(p*+1)]et p=p*+i,ona
ple—p)=(P+1+i—ni=C—1)c [mod(p*+1)],
et si {>1, p*+1 ne peut diviser p(p — p?) que si > p.
Cororratre IlI. — Soit ¢ un nombre premier de la forme
4141, a et b les deux racines de la congruence
t24+1=o0 (modgq).

Sp est un nombre premier d’une des formes kq+ a ou
kq + b, il faut o2 p(p—+1), quand p n'est pas de la forme
(§h+2)g =p*+1.

Carona p?*+1=(4h+ 2)q, et il n’y a qu’a appliquer le co-

rollaire 1I.
Et ainsi de suite.

Remarque. — Signalons encore que les théorémes I et I per-
mettent de démontrer trés simplement qu'’il n’existe aucun groupe
primitif G de classe N — 1 et de degré N, quand N est d’une des
formes pq, pg?, p*q?, ou p et ¢ sont des nombres premiers diffé-
rents (*). Ainsi pour N = p*q?, si par exemple p > ¢, G devrait
contenir au moins (p?+1)(p?—1)=p*—1 substitutions de
classe N, ce qui exigerait p* —1SN—1=p2¢2—1 ou p=<gyq,
contrairement a ’hypothése.

Tutoreme IlI. — Un groupe primitif G de degré N = pp™,
et de classe N — 1 (p premier impair, p >>1 et premier a p) ne

. . p+I
t ter i,
peut exister que st p > >

En effet, on sait que, si G est primitif, il ne peut contenir un

(') Thése de Doctorat, p. 58 et suiv.
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sous-groupe invariant d'ordre £ o(mod N), puisqu’un sous-
groupe invariant de G est transitif (*). Par suite, si p > 1, G ne
peut contenir un sous-groupe invariant d’ordre p®(1 S8 < m). Dés
lors, d’aprés la formule de M. Sylow (2),

G = pmv(1+ np),

ou n > o, p™v étant I'ordre du sous-groupe des sabstitutions de G
permulables & un sous-groupe P d’ordre p™ de G : tous les sous-
groupes d’ordre p™ de G sont les transformés de P par les substi-
tutions de G, sont en nombre 1+ np, et toute substitution
d’ordre p®(1£0<m) de G est contenue dans I'un d’eux; leurs
substitutions déplacent N letires, et, & part 'unité, font partie
des N — 1 substitutions de classe N de G.

Or, deux groupes Py, P, transformés quelconques de P par G
ont en commun au plus p™~* substitutions dont 'unité. Considé-
rons alors les divers transformés

Py, Pyy ooty Prinp
de P par G :

P, renferme p™ — 1 substitutions d’ordre diviseur de p™ et >1;

P, renferme au moins p™ — p™~! substitutions d’ordre diviseur
de p™ et >1, et différentes de celles de P, ;

P; renferme au moins pm™— pm~t —(pm™='—1) substitutiods
d’ordre diviseur de p™ et > 1, et différentes de celles de P, et P, ;

P,,: renferme au moins p™— p(p™=! — 1)— I=p—1 subsu—
tutions d’ordre diviseur de p™ et > 1, et différentes de celles
de Py, ..., P,.

Donc, G renferme au moins

(p+1npm—(pm-1

._2]

substitutions dont I'ordre est > 1 et divise p™.
Or p est >1 et premier & p; il y a dans G des substitutions de

(') JorDAN, Traite des Subst., p. 41
(*) Loc. cit.
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classe N d’ordre premier a p, et il faut
N—i1= F,pm_]>P_:_-_I.(Pm+P_2)’
d’ou
P+

P> =

C. Q. F. D.

1.

Gréce aux théorémes précédents et & ceux que nous avons rap-

pelés dans le paragraphe I, nous pouvons établir le théoréme sui-
vant :

Tatorime 1V. — Les seuls groupes primitifs de classe N — 1
et de degré NS 201 sont ceux de degré égal a p™ (p étant pre-
mier) et sont linéaires a indices réels.

En effet, d’aprés un théoréme connu ('), il suffit d’établir que
ces groupes ne peuvent exister que pour les valeurs de N égales
a p™, p étant premier. D’ailleurs nous savons déja que ce théo-
réme eSt vrai pour N=Zro1.

La décomposition en facteurs premiers des nombres N compris
entre 101 et 201 montre que les seuls de ces nombres qui ne
pourraient satisfaire au théoréme IV, en vertu des théorémes rap-
pelés dans le paragraphe I, sont les nombres 120=123.3.5,
144 =3%.2%, 156 = 22.3.13 =12.13, 176 = 2%.11. Le théoréme I
permet d’écarter de suite la valeur N =12.13 =156, et le corol-
laire III du théoréme I bis, quand on y fait ¢ = 3,

p=1i=s—1 (mod3),

donne, si p=1(mod3), p223, ce qui permct d’écarter la valeur
N = 2*.11 =176, pour laquelle p =16 =+ 1(mod 3).

Examinons spécialement les valeurs N =120 et N =144. Nous
nous appuierons sur les lemmes suivants :

Lemume 1I. — Dans un groupe transitif G, d’ordre G =N3e,
de classe N—1 et de degréN, le nombre des substitutions de

(*) Thése de Doctorat. n. 54,
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classe N semblables ¢ une substitution de classe N de G est un
multiple de 3¢.

En effet, les substitutions de G sont toutes réguliéres (1),
puisque G est de classe N —1; si g est une substitution de G
de classe N, par suite réguliére, ¢ 'ordre du groupe ® des substi-
tutions de G échangeables a g, ces substitutions sont toutes de

>

- .. ¢
classe N, et o divise N, en sorte que é = o0 (mod R), g ayant

) I RS
d’ailleurs exactement ; transformées distinctes par G. Une sub-

. . .. G
stitution g', semblable & g, et distincte de cesé transformdes,

K G . .. G
aura de méme par GC;J, transformées distinctes et distinctes des <

G .. .
précédentes, avec é = o (modJ); et ainsi de suite. Donc le
nombre des substitutions de G, semblables a g, est

£J:+-(‘i,+...=3(1<§—0-§,+...>Eo (mod 3¢).
N 4 ? 9

Lemue IV. — On sait que dans un groupe transitif G d’ordre
§=N3, de classe N — 1 et de degré N = op (p étant premier
et o >1 et premier & p), on a, d’aprés la formule de M. Sy-
low, ¢ = pv(1 + hp), et G renferme (1+ hp)(p — 1) substitu-
tions d’ordre p, toutes de classe N.

Lemye V. — Tout étant posé comme au lemme IV, si

N =pip1=papr=...= papPi;,
ot 9, est premier @ py, pa premier & Pay « .+, Pk premier & pg,
el pyy P2y + -+, Pk premiers entre eux, on a
G =pv(1+hipy) =...=prvi(1 + hipi),
d’aprés la formule de M. Sylow, et G renferme

k

Ei(h.-p,-+1)(p,-— 1)

substitutions de classe N et d’ordrepy, psy «.., pi.

(') On remarquera, en effet, que, dans un groupe de classe u, les substitutions
de classe u et u +1 sont réguliéres; de méme, les substitutions de classe u + i
et d’ordre premier p > 1.
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Lemme VI. — Dans un groupe G d’ordre G = N3¢, oix 3¢ est
un nombre premier, N = pp™ (p premier, p >1 et premier &
p), la formule de M. Sylow étant G = p™v(1+ hp), ot 1+ hp
est le nombre des sous-groupes de G d’ordre p™, on a

1+hp=o (mod 3),
et 1+ hp2a23.

En effet, sinon on aurait v = o (mod 1), et G renfermerait un
sous-groupe d’ordre p™y contenant H (puisque 3¢ est premier);
H ne serait pas maximum dans G, qui ne serait pas primitif (*).
Alors, si 1+ Ap = 3, G renfermerait un sous-groupe d’ordre
p™v =N, et serail (2) linéaire et de degré p™ et non o p™.

1° N=120=123.3.5, N—1=119=17.17. G étant supposé
primitif, on a N=n3 + 1, avec n 211, et 3¢ diviseur de N — 1;
il faut donc e =7y et G =123.3.5.7.

D’aprés le lemme IV, ¢ =5v(1+ 5k) et G renferme 5/ + 1
groupes d’ordre 5, (54 + 1) 4 substitutions d’ordre 5, et, puisque
J¢ =17, d’aprés le lemme III, 54 41 est =o (mod ) et divise

(5—' = 23.3. 7.
Les diviseurs de ce nombre de la forme 54 + 1 et divisibles
par 7 sont 21 = 3.7 et 56 = 7.23. D’ailleurs

(5h+1)4§<N—1=119 et 5h+1<i;—9<30.

On ne pourrait donc avoir que 5k +1=21,v=123=38, et G
renfermerait (5 + 1)4 = 84 substitutions d’ordre 5.

On peut raisonner de méme sur le diviseur premier 3 de
N=120 : §=3V(1+ 3A') et G renferme 1+ 3A’ groupes
d’ordre 3, et (34’4 1) 2 substitutions d’ordre 3, avec

(3h+1)2=0 (mod 7),

d’aprés les lemmes IV et VI; 34’ + 1 divise g =2%.5.7. De plus,

(') W. Dyck, Math. Ann., t. XX ct X\II, ct notre Theése de Doctorat, p. 18,
(?) Thése de Doctorat, p. 53.
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d’aprés le lemme V appliqué aux nombres premiers 3 et 5, on a
84 + 2(3A'+1) <120,

d’ou 34+ 1<<18. Il n’y a qu’un diviseur 34’4+ 1 de 23.5.5 qui
soit = o (mod 7) et <18, c’est 7. Or, d’aprés le lemme VI, on
ne peut avoir 3A'+1=73¢, et 'on n’a pas de groupe primitif de
classe 119 et de degré 120. C. Q. F. D.

2° N=144=12*.32, N—1=143 =13.11. G étant supposé
primitif, N=n3J¢ + 1, avec n211, en sorte que 3 est égal & 11
ou 13.

a. Soit §=144.13, G=(3141)v.32, et G renferme 3!+
groupes distincts d’ordre 32; d’aprés le lemme VI, J¢ étant pre-
mier, on a 3/ + 1= o0 (mod 13), c’est-a-dire que 3/ +- 1, divisant
24,13, est un des nombres 13, 22.13, 24.13.

D’aprés le lemme II, G renferme au moins (37+41)(32—1)
substitutions d’ordre = o (mod 3). Ces substitutions étant de
classe N=144, on a

(314 1)(32—1) = (31 +1)8 < 144,

doudl+i1< '—gi‘- =18, ce qui exigerait 3/ + 1 =13, contraire-

ment au lemme VI,

b. Soit §=144.11. §=(31+4+1)v.33, et G renferme 37!+ 1
groupes d’ordre 32; d’aprés le lemme VI, 3¢ étant premier, on a
3!+ 1=o0 (mod 11), c’est-a-dire que 3 /41 divisant 2*.11 est
un des nombres 2.11 ou 23.11.

D’aprés le lemme II, on a encore 3!+ 1 <<18, en sorte que G
ne peut exister. i

On n’a donc pas de groupe primitif de classe 143 et de degré 144.

C. Q. F. D.

Le théoré¢me IV se trouve ainsi complétement établi.



