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SUR LA DECOMPOSITION D'UNE CORRESPONDANCE TANGENTIELLE;
Par M. G. FontENE.

I

1. On peut appeler élément d’une courbe X l'ensemble d’un
point A et de la tangente a en ce point : un point nodal, une bi-
tangente donnent deux éléments; un point de rebroussement,
une tangente d’inflexion donnent un seul élément; & chaque élé-
ment d’une courbe est attachée une valeur d’un paramétre ¢ qui
lui correspond uniformément. Avec ce paramétre, une droite
passant par un point de rebroussement (non par un point nodal)
est une tangenle parasite d'une courbe donnée par ses points; de
méme un point d’une tangente d’inflexion (non d’une bitangente)
est un point parasite d’'une courbe donnée par ses langentes; a
cela correspondent les formules

() (N=n+z=2(m+p—1),

? M=m+t=2(n+p—1).

On peut compléter la courbe par des points (classe 1) places
aux points de rebroussement, ou par des droites (ordre 1) placées
sur les tangentes d’inflexion, et dire'que N est la classe compléte,
que M est I'ordre complet. Le fait que tout point de rebrousse-
ment donne lieu & un point de ramification de la surface de Rie-
mann qui répond a I'équation ponctuelle de la courbe est en rela-
tion avec ce qui précéde.

2. On peut faire correspondre les éléments(a, A) d’une courbe X
et les éléments (A, @’) d’une courbe X/, par la condition que
la tangente @ passe au point A’: nous donnerons a cette corres-
pondance le nom de correspordance tangentielle, et c’est une
correspondance (n, m') si X est de classe n et X' d’ordre m'.
Supposons X complétée au point de vue ponctuel, X' complétée
au point de vue langentiel; lorsque A’ est un point commun a
X' et a X complétée, deux éléments (@, A) coincident : le nombre
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de ces coincidences est m’' < M, ou m' < 2(n + p —1); lorsque
a est une tangente commune a X et 3 X/ complétée, deux éléments
(A’, @) coincident : le nombre de ces coincidences est n < N/,
ou n < 2(m'+ p’—1). Un contact des deux courbes complétées
(contact ordinaire ou singulier, tangente a, point de contact A’)
donue simultanément deux éléments (@, A) coincidents si 'on
part de A’, deux éléments (A’, ') coincidents si I’on part de a.

Les points communs & X’ et 4 X sont des points unis de la cor-
respondance : leur nombre est m' >< m; les tangentes communes
sont des tangentes unies : leur nombre est n < n/.

3. La correspondance tangentielle (n, m') peut se décomposer
en deux correspondances («, ') et (B, '), avec a+ B =n,
o'+ B3'= m'. Examinons les coincidences :

1° Si A’ est un point commun & X' et 2 X complétée, sans qu’il
y ait contact ordinaire ou singulier en A’, en faisant mouvoir la
tangente a dans le voisinage de la tangente en A’ ou dans le voi-
sinage de la tangente d’inflexion, on reconnait que les deux élé-
ments (a, A) qui coincident appartiennent tous deux a la corres-
pondance («, o), ou tous deux & la correspondance (83, f3'); nous
désignerons par @ le nombre de fois que deux éléments (a, A)
coincident ainsi dans la correspondance (a, '), et par b le nombre
analogue pour la correspondance (3, f'); il peut d’ailleurs arriver
accidentellement que le fait en question se produise avec contact
des deux courbes, et 'on en tiendra compte pour a el b. De méme,
si @ est une langente commune 3 X et a X/ complétée, sans qu’il
y ait contact ordinaire ou singulier des deux courbes pour cette
tangente, les deux éléments (A’, @) qui coincident appartiennent
tous deux a la méme correspondance; @' et &' indiqueront com-
bien de fois deux éléments (A’, @’) coincident dans chacune des
deux correspondances, el I'on aura une remarque analogue & celle
faite ci-dessus. Sur la courbe X, la correspondance entre deux
points A qui donnent lieu 4 un méme point A’ est, avec la notation
de Clebsch, une correspondance [a'(a — 1), a'(a —1)]x, et, dans
des conditions qui ne sont pas celles du probléme, le nombre a
aurait pour expression

22 (% -—1) 4+ 2pa’ ou a'xa2(a+p—1);
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nous écrirons ici
a=oax2(a+p—1)—k,
3a’=a x 2(a'+ p'— ) — ky,
b=pfx2(B+p—1)—ky,
a b'=8 x<2(B' +p'—1)—ks;

Paccord des deux premiéres formules, par exemple, résulte de la
formule de Zeuthen

a—a=a2a(p —1)—2a'(p—1);

les nombres k, et k; sont nuls quand la correspondance tangen-
tielle ne se décompose pas.

2° Le rarr essenTiEL pourla décomposition d’une correspon-
dance tangentielle est celui-ci : les deux courbes complétées au-
ront un certain nombre ¢ de contacts nécessaires, contacts pour
lesquels, A’ étant le point de tangence, I'une des deux tangentes
a coincidentes appartient a la correspondance (a, o’), tandis
que I'autre appartient a la correspondance (§, #), et simultané-
ment, a étant la tangente de contact, deux points A’ coincident
dans des conditions analogues. Comme plus haut, une correspon-
dance (o/B, B'a) sur X, ou sur X/, conduit a poser

k
c=af + Ba'+ ——‘tk’;

k ke N . .
la valeur du terme ~27%2 résulte de ce que 1'on doit avoir
> q

a+b+2c=m'x2(n+p—r),
ou encore
a+b+2c=nx2(m'+p—1).

Je me propose d’établir, dans des cas trés élendus, I'tcarLiTE
des deux nombres £, et k,; on aura alors

(a=d>x<2(a+p—1)—k,

(@) a=axa(a'~+p'—1)—k,
) (b=Bxa(B+p—)—k

| 0'=8 < 2(B'~+p —1)—k,
(4) c=af + B - k.

Ce résultat est surtout intéressant pour z =1, ou #' =1. Dans le
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premier cas on a @ =o, k= 2pd/, et le nombre des contacts
des deux courbes X et X' complétées est

(5) c=m'+a'(n+2p—2), a=1.

11 faut ajouter que, pour « =1, une langente d’inflexion de X
touche la courbe X’ complétée aux o' points correspondants : on
voit en effet sur une figure que X' ne peut traverser une Langente
d’'inflexion de X en un point qui fait partie de la correspondance
(1, o'); pour &/ =1, un point de rebroussement de X' est néces-
sairement un ppint multiple d’ordre a de X complétée; il y a
la des contacts singuliers qui font partie de ceux qu’exige la dé-
composition. On peut écrire pour le nombre des autres contacts

2 =1, ¢c—ta' = m'+a'(m — n),

o' =1, c—x'a=n +a(n'—m').

Si I'une des deux correspondances est une correspondance uni-
forme, o = o/ =1, le nombre des contacts des deux courbes com-
plétées est

c=m'+n+2(p—1), @ =1, o =1,
p étant le genre commun des deux courbes; toute tangente d’in-
flexion de X touche X’ complétée, tout point de rebroussement
de X/ est sur X complétée.

(Dans le cas de deux courbes unicursales, o et o' étant quel-
conques, on a k = o, et le nombre des conditions nécessaires pour
la décomposition est af’+ o/, ou ¢; mais des contacts en nombre ¢
n’assurent pas la décomposition. Je comple revenir sur ce point.)

4. Pour démontrer que 'on a k, = k, il faut démontrer, par
exemple, 'égalité

cra=a(m—a)+(n—a)d+a x2(a+p—1)
=am'+ o' (n +2p—2),

c+a=am'+«(m+t—n) ou (am'— a'n) + &' (m + ),

dont la seconde forme s’obtient en retranchant et ajoutant o'n
aprés la seconde ligne. Or, en transposant &'t lenombre c +a —a'¢
est le nombre des points unis de la correspondance («, o'), chaque
tangente d’inflexion de X amenant dans ¢ + @ une contribution
de 2/ unités qu'il faut écarter quand on considére les points unis
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pour les courbes non complétées. Les tangentes unies de la cor-
respondance («, «’) sont de méme en nombre ¢ + o' — ax'. En
désignant par A le nombre des points unis de la correspondance
(@, o), par A’ le nombre des tangentes unies, on a donc a établir
les formules

A =am'+ao'(m—n), A =dm+4 (am'—a'n),
(6) ’ ’ r 1y Ou r ’ ’ !

A'=ada'n +a(n'—m'), Al=an' —(am'—da'n),
et il suffit d’en établir une, puisque 'on a & démontrer seulement
/('| - /{'2.

II.

5. Supposons d’abord que la correspondance tangentielle
(a, o) est due & une correspondance dans le plan établie par les

relations
Ur 4+ vy +ws =o,

F(u,v, w,2,5,3)=o0,

dont la seconde est du degré aen u, v, w et du degré o’ en (z, ¥, 3);
a une droite «, v, w du plan correspondent o' points qui sont les
intersections de cette droite avec la courbe de transformation
F(u, ¢, w, 2,5, 3) = 0, .... Soient

o(u, v, w)=o, (2, ¥, 5)=0

les équations des deux courbes X et X/, déduites I'une de l'autre
par les relations ci-dessus. Il faut observer ceci : les choses devront
étre telles que, si 'on prend une tangente a a la courbe X, les o
points correspondants soient sur la courbe X', et que, si l'on
prend un point A’ sur la courbe X/, les « droites correspondantes
touchent la courbe X ; avec . =1, le connexe

uX+ oY+ wZl=o0

peutétrequelconque, et1'on peut se donnerl’équations (, ¢, w)=o.
de la courbe X ; dans le cas général, si le connexe et la courbe X
étaient quelconques, on obtiendrait bien la courbe X' comme licu
des o’ points correspondant aux tangentes @ de la courbe X,
mais cette courbe X aurail une seule tangente correspondant &
chaque point A’ de la courbe X': le connexe el la courbe X doi-
vent étre tels que, la courbe X ayant donné la courbe X' comme.
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lieu de o points, la courbe X’ donne la courbe X comme enve-
loppe de a droites. On remarquera encore que les trois connexes
uzr+...=o, F=o0, ¢ =o définissent le couple de courbes X
et X/, et que I'absence des coordonnées z, y, 5 pour le troisiéme
connexe permet aux deux courbes de n’étre pas liées par une
relation unidéterminative.

Supposons, comme on 'y est conduit par I'étude du cas parti-
culier o =1, et du cas corrélatif o/=1, que certaines droites
UoZ —+ 0¥ + woz =0 (droites fondamentales da connexe F) font
partie de la courbe de transformation correspondante

F(uoy..., z,...)=o,
de sorte que l’on ait
F(ugy ..., z,...)=(wox+...) < f(Ugy.0., @y...);

parmi les tangentes & la courbe X, une tangente simple ou mul-
‘tiple d’ordre G, une tangente simple ou multiple d’ordre H,. ..
pourront étre des droites u,, vo, W, comme les précédentes, et nous

poserons
0=G+H~+..;

pour une telle droite, au lieu de o' points, on obtient tous les
points de la droite, et cette droite se présente a titre parasite,
G fois, H fois, ..., quand on déduit la courbe X' de la courbe X.
De méme, parmi les points de la courbe X', un point simple ou
multiple d’ordre G/, un point simple ou multiple d’ordre H/, ...
pourront faire partie (une fois) de la courbe de transformation
correspondante, si la transformation admet de tels points (points
fondamentaux du connexe F), et nous poserons

0 =G +H-+....

La classe de la courbe X étant n, cherchons 'ordre m' de la
courbe X'. Pour cela, cherchons les points ou elle est rencontrée
par une droite, ce qui donne i résoudre les quatre équations

uwr+oy—+wsz=o0, Azxr+By+Cz=o,
F=o, ¢ =o,

dont les inconnues sont z:y:s5, u:v:w; on a les u, v, w par
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les équations
F(u, ¢, w, Bw—Cy, ...)=o0, o(u, v, w)=o,

et le nombre des (u, v, w) est (a + o')n; mais il faut écarter § so-
lutions, et il en reste (a« + o')n — §; de plus, chaque point de la
couche X’ correspond a « tangentes de la courbe X; on a donc la
premiére des formules

am'=(a+a')n —0, am' —a'n=an—0,

a'n =(a+a)m—0, =0 —a'm,
et la seconde s’obtient de méme. On peut en déduire

{ @ b'=(a?+aa'+a?)n — (2 + a')¥,
} @b =(at+at'+a?) m'— (a+a')0 ;
( 0+ U=an+aoa'm,

| @0 +ab=atn+atm'.

6. Cherchons maintenant le nombre A des points unis de la
correspondance (a, «'), en cherchant combien de fois un point A
de X est 'un des o points A’ déterminés sur la tangente a par
la courbe de transformation F = o; si nous obtenons

(8) A=am—+an—0,
la comparaison avec (7) donnera
A—am'=d (m—n) ou A =dm~+ (am'—a'n),

e’est-a-dire la premiére des formules (6); il faut donc établir la
formule (8). Lorsque la courbe X est unicursale, la démonstra-
tion est immédiate : on doit avoir F(u, v, w, 2, y, 3) =0, les
quantités z, y, z étant ici les coordonnées du point A; or u, ¢, w
sont égaux a des polyndmes en ¢ de degré n, et z, y, 5 sont
égaux A des polynomes en ¢ de degré m, d’ou résulte une équa-
tion en ¢ de degré an + o' m; il faut d’ailleurs écarter des solu-
tions en nombre 8. Dans le cas général, il faut d’abord évaluer
I’ordre m de X; si, parmi les points de contact de la tangente
multiple d’ordre G, il y en a en g qui sont des points d’'inflexion,
de sorte qu’il y a G — 2 g points de contact ordinaires, ..., et si X
a encore T, bitangentes et t, tangentes d’inflexion, on doit poser
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pour les formules de Pliicker

G(G—n
—_— +
2

THL= oo+ (Tiu),

t=(g+h+...)+y

et c’est bien dans ce sens que la lettre ¢ a été employée partout,
au n° 4 comme ailleurs, lorsqu'on a dit que ¢+ a— o't est le
nombre des points unis de la correspondance (z, 2’); on a alors

m=n(n—r1)— (27t + 3t).

[Relativement a la classe n' de la courbe X/, il y aurait a sup-
poser de méme que, parmi les tangentes au point multiple d’ordre
G/, ily ena en g’ qui sont des tangentes de rebroussement, . ..].
La formule (8), a vérifier, devient ainsi

(9) A=nla+(n —1)2']—[0+a'(27+ 31)],
[4

et le terme soustractif a pour valeur absolue

(10) G[i+a'(G—1)]+ga'+...+a'(27,+ 3¢).

Or, pour avoir les points A qui coincident avec I'un des o' points
transformés, il faut résoudre les équations

o(u,v,w)=o,

" ’
I‘(“y o, W, ‘.D;u Pos ?;v) =0,y

et le nombre des solutions, ou le nombre des tangentes communes
aux deux courbes, est n[« + (n —1)a’], ce qui donne le premier
terme de la formule (g); mais il faut obtenir la réduction (10).
Pour chacune des 7, bitangentes de X on a ¢, = o0, ...; c’estune
tangente multiple d’ordre o’ a la seconde courbe, et I'on doit écar-
ter de ce chef 24’7, solutions. Pour chacune de t, tangentes d’in-
flexion de X, qui est d’abord une tangente multiple d’ordre o’ a la
seconde courbe, cherchons les tangentes a cette courbe issues du
point d'inflexion I : u, ¢, w étant les coordonnées de la tangente
d’'inflexion, a, b, ¢ étant les coordonnées d’une droite menée par
le point d’inflexion, u + Aa, ... sont les coordonnées d’une
droite quelconque menée par ce point, et si I'on veut les tan-
gentes & F'= o menées par ce point, on doit considérer 'équa-



tion en X que I'on obtient en substitnant # +Aa, ... ad u, ¢, w
dans F = o; or, soit

F =Y Muto* wC (3)° (#)F (g) =0,
aveCcA+B+C=a, D4+E+F=4d; on aura

ou(u+Ara,...)=9,(u, v, w)+ X ap,, + bel, +con,) + A% ..
=22, .., ’

puisque l'on a ©, = o, et'aussi ag,, + ...= 0, la langente a pas-
sant par le point d’inflexion dont les coordonnées homogénes sont
Praey Ouor Puw > 'équation en X admettra donc la racine zéro avec le
degré de maltiplicité 2¢/, et, parmi les tangentes issues de I, 24
se confondent avec la Langente considérée qui est seulement mul-
tiple d’ordre a'; on en conclut que I'on doit écarter 3o’ solutions
pour chaque tangente d'inflexion. En second lieu il faut obtenir
les réductions telles que G[1 + o/(G —1)]+ go'; pour la pre-
miére partie, il faut montrer que la courbe F = o ci-dessus admet
la tangente multiple d’ordre G de la courbe X comme tangente
multiple d’ordre 1 + /(G — 1), en se rappelant que cette tan-
gente multiple de X donne

~

F(ug, ..o, 2y )= (wox 4+ ...) X f(Ugyee ey @y..d)y

auquel fait correspond le premier terme du bindme précédent, le 0
de la formule (9) ayant donné G >< 1 dans l'expression (10); la
démonstration est facile en supposant «, =0, vo=0, ce qui est
permis, et en cherchant comme ci-dessus les tangentes 8 F =o
issues d’un point de la tangente considérée. Quant a la réduction
g%, elle est analogue a la partie ' de la réduction 3o relative a
une tangente d’inflexion.

7. Voici quelques remarques. La correspondance tangentielle
(a, a') étant due a une correspondance dans le plan de la maniére
supposée, cousidérons I'une des 7, bitangenles de la courbe X
qui ne sont pas des droites fondamentales uo, ¢4, (vo du connexe F :
les ' points correspondants de la courbe X'situés sur cette bi-
tangente seront des points nodaux de X'; inveesement, ...; on
aura probablement «'t, = 23’ ; 1a figure plane qui est la projection
de la figure formée par un systéme de ¢ plans montre comment
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on peutavoir, par exemple, 0. =3, '=¢ — 2, & = m?—(—‘l—_—z—),

6
= —(q;——'), chaque bitangente de X contenant ¢ — 2 points

nodaux de X', chaque point nodal de X' étant le point de départ
de trois bitangentes de X. Pour I'une des ¢, langentes d’inflexion
de X qui ne sont pas des droites fondamentales de F, les o points
correspondants de X’ situés sur cette tangente d’inflexion seront
sans doute des points de rebroussement de X’; inversement, ...;
on aura probablement o/v, = ax|.

Pour une tangente multiple d’ordre G de la courbe X qui est
une droite fondamentale uy, vo, wo, du connexe F, les o' points
correspondants de X' pourront étre des points ordinaires; voici un
exemple du fait corrélatif : si 'on considére un limagon de Pas-
cal X’ dont O est le point nodal, et un cercle bitangent X ayant
son cenlre sur |’axe, la correspondance tangentielle (2, 4) se dé-
compose en deux correspondances (1, 2) (1, 2), et chacune de ces
correspondances fait partie d’une correspondance dans le plan de
I'espéce considérée ici; O est un point fondamental, et les tan-
gentes 4 X correspondantes ne donnent lieu 4 aucune remarque.
Si des points de contact en nombre g sont des points d’inflexion,
il en est encore de méme, excepté dans le cas o = 1 signalé & la fin
du n° 3; voici un exemple du fait corrélatif, pour lequel o' =1
donne le cas réservé : méme avec une cardioide pour I'exemple
ci-dessus, avec &' = 2, le point de rebroussement O ne donne rien
de particulier; il est vrai que, relativement aux points de rebrous-
sements 1 et J du limagon qui sont aussi des points fondamentaux,
le cercle X passe par ces points, mais on pourrait remplacer le
cercle X par une conique triplement tangente au limagon et pas-
sant seulement en I ou en J; avec une quartique binodo-cuspidale,
on aurait trois systémes de coniques X et les coniques de I'un des
systémes ne passeraient pas au point de rebroussement; nous
reviendrons sur ces faits. Quand on passe du limagon a la car-
dioide, une tangente unie disparait dans chacune des deux corres-
pondances par suite de I'abaissement de la classe.

8. Avec a =1, les équations de transformation sont

uxr + vy +wsz =o,
uX+9Y +wl=o,
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et 'on a les formules de transformation

u Kt w

yZ—zY T iX—z%Z =.1:Y—-_yX’

avec les 2'* 4+ 2’ + 1 points fondamentaux

¢ X Y Z

qui laissent la droite correspondante indéterminée; quand on se
donne u, v, w, les «' points A’ sont, si I'on veut, les o' points
mobiles communs aux deux courbes

u v 4 w

YZ=2Y " i X—aZ’ IX—2Z  2Y—yX’

lesquelles passent constamment aux points fondamentaux. I1 peut
d’ailleurs exister des droites fondamentales, pour lesquelles les
points A’ sont indéterminés.
L’équation de la courbe X étant o(u, ¢, w) = o, I'équation de
la courbe X’ serait
o(yZ—s3Y, ..., ...)=o,

s’il n’existait pas de droites fondamentales tangentes a la courbe X ;
on aura d’'une maniére générale

m=n(1+a)—0,
comme on le voit ici directement. On aura inversement, d’aprés (),
an=m'(G+a)—0,

et 'on peut aussi le voir directement : un point A’ de X’ donne
pour la courbe X une tangente @ qui passe par le point (a, b, c)
sil’on a

3

M8
N
|
e

Y
Y
b ¢

et Uon aurait m/(1+ «') — 0’ tangentes, si chaque tangente ne
correspondait pas a «’ points.
La premiére des formules déduites de (7) devient

O=(+a+a)n— (1+2)0,
XXV, 18
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que I'on explique facilement : avec § = o, chacun des points fon-
damentaux, en nombre 1+ a'+ 2’2, serait un point multiple
d’ordre n de la courbe X/, et 'on aurait ' = (1 + o'+ o'2)n; mais,
st la droite wy, ¢y, o donne 4y X +...= o0, elle contient 1 4 o'
points fondamentaux

’ UgT == 99y + We3 =0,

et, comme la courbe X' est débarrassée de la droite parasite
UyZ +...== 0, ces 1+ 2’ points sont seulement (de cc chel) des
points multiples d’ordre n — 1 de X’; on a donc bien poar §' la
formule ci-dessus. Comment expliqueraitl-on la présence du
nombre 1 -+ %’ 4 «’2 dans 'autre formule? D’une maniére générale,
quel est le role du nombre a* + a2’ /2?7

9. Les remarques du n° 7 restent exacles, pour a =1, avec
Pexception signalée, pour laquelle nous renverrons a la fin du n° 3;
on trouvera plus loin un exemple de celle exception relatif au cas
ou 'on a simultanément 2 =1, 2'=1.

Voici une vérification des formules ¢, =a'z,, ¥, =a'v,. La
formule de Zeuthen donne, a étant nul,

(1) a=a(p—1)—rd(p—1), a=1;

évaluons ici le genre p-de la courbe X sans passer par U'ordre, le
genre p' de X' sans passer pav la classe; en supposant § = o, on a

d’abord

2(p—1)=n?—3n—a(3+y),

et, d’autre part,la courbe X' a 14 o'+ o' points multiples
d’ordre n, avec #'(t, + t,) points doubles, ce qui donne
) P y q

2(p'—1)=m2—=3m' —(1+a' +2?)n(n —1)—2a' (14 + ;)
=a'n?+ n(a2— 22’ —2)—a2d' (7, + y);
on a alors
a'=n(a'—1)(a'+2),

et ce résultat est d’accord avec ce fait connu que, dans le connexe
F = o, les droites u, ¢, v qui touchent la courbe correspondante,
courbe de transformation ici, ont pour enveloppe une courbe de
classe (' — ) (2'+ 22).
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On trouvera plus loin, pour le cas 2 =1, o/ =1, un calcul ana-
logue avec § £ o.

10. Pour o =1, o/=1, les équations de transformation sont,
avec un choix convenable du triangle de rélérence,

ur + ¢y +ws=o, Aur +Beoy +Cws =o;

d’ot 'on déduit les formules de transformation

ur (’y w3 N
—_— = == — A=+ +v=0;
)X N v
si I'on écrit
r Yy Ped

- == ’
Aviy ].L.ﬂ'll v.uv

on voit que les droites fondamentales «, pour lesquelles A’ est
indélerminé, sontles trois cHtés du triangle de référence ; de méme,
les points fondamentaux A/, pour lesquels @ est indéterminé, sont
les trois sommets de ce triangle. Les deux courbes X et X' ayant

pour équations
A v
o(u, v, w)=o, c«(——a E, :):o,
la courbe X pourra admettre la droite £ =0 comme tlangente
multiple d’ordre (x, le nombre des points de contact avec inflexion
étant g; ... ; cetle courbe X pourra étre telle que la courbe X’

admette le point #=o0 comme point multiple d’ordre G/, le
nombre des tangentes de rebroussement étant g/, .. .; on aura

0=G+H-+K  0=G+H+K,

et 'un ou Pautre des deux systemes équivalents de quatre for-

mules
m'=a2n—0, ([ n=om —0,
_ ‘G':n—(H-&—K), s G_:In'—(l‘l"—{-—l\"),
(12) fH=n—(K+G), |H=m—(K+G),
( K'=n—(G+H), ( K=m'— (G +1');

la courbe X', indépendamment des points multiples ¢ =0 et
w =0, d’ordres H' et K’, coupe 2 =0 en G — 2 g points, lui est
tangente en g poinls, ce qui est conforme a la remarque faite
N 0 ) ~ " ¢ \ ,

ala findun®3,etl’ona G+ H + K'=m'; de méme la courbe X,
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indépendamment des tangentes multiples, y = o0, 5 = o, d’ordres
H et K, est supposée avoir G’ — 2¢’ tangentes issues du point
u = o, et admettre ce point comme point multiple d’ordre g’; la
formule m'= an — f, connue par ce qui précéde, résulte directe-
ment de ce que la courbe transformée d'un point est une conique
circonscrite au triangle de référence. La réduction de & par 6,
expliquée précédemment pour =1, se laitici dans des conditions
trés nettes, et 'on a ' =3n — 29, .... On peut écrire

S G'—G 0
l —
(13) ou H—H , = i , ’ 0+ 0'=n-+m'
ou O'—m',
‘ ou K'— K s

Un calcul analogue & celui du n® 9 peut étre fait sans supposer
§ = o. Ce calcul consiste ici a vérifier que les deux courbes sont
de méme genre, indépendamment de I'hypothése X + w—+ v = o.
On doit avoir

{ 2(p—1)=nt —3n —G(G—1)—...—...—2(T 1+ y),
2w(p—1)=mr—3m'—G'(G'—1)—...—...—2(7y+ 1),
a cause de &, =1y, x, = v, et I'on vérifie I'accord de ces formules

au moyen des formules (13).
Le nombre des points unis dans la correspondance (1, 1) est

A=c—(g+h+k)—y,
ou, d’aprés (g) et (10),
A=n—(Gt+...) —(g+...) —(2T1+ 34);
on peul ici dire que ces points sont donnés par les relations

’ ’ ’
Youw _ 0% _ Pow

r T w7
en écartant les solulions étrangéres. On peut considérer égale-
ment les langentés unies, qui donnent un calcul corrélatif. Le
nombre des contacts véritables est alors
c—(g+h+K)—(g+h+k)—y
ou
mr— (G, )~ (g+..)— (21 +3uy)—(g+ h+k);

er, on rctrouve ce nombre en cherchant le nombre des points
communs & deux courbes X' qui correspondent a des valeurs infi-



niment voisines des paramétres A, &, v, ou du moins le nombre
des points communs dont le lieu forme 'enveloppe de X', débar-
rassée des points fixes et des tangentes fixes; donc, si I'on fait
varier A, &, v sous la condition A + p + v = o, U'enveloppe de la
courbe X' est la courbe X. On aurait un résultat corrélatif en se
donnant I’équation de X’ pour en déduire celle de X, avec A, ly., v
que Pon ferait varier.

Comme exemple simple du cas 2 =1, a’=1, on peutavoir un
limacon de Pascal X/, avec un cercle bitangent X n’ayant pas son
centre sur |'axe : la correspondance tangentielle (2, 4) se décom-
pose en deux correspondances (1, 1) et (1, 3). Les points fonda-
mentaux sont [, J et le point double O; quand O est un point
nodal, il ne donne rien de particulier (7), mais quand c’est un
point cuspidal (cardioide) le cercle X passe par ce point, confor-
mément aux n* 3,7, 9 eta ce que 'on a vu plus haut; le cercle X
passe dans tous les cas par 1 et J, qui sont des points cuspidaux;
on a pour le limagon g'= o, h'=1, k'=1, el pour la cardioide
=, N=1,kK=1.

Comme exemple assez général, on peut considérer une courbe X
etla podaire oblique X' d’un point O par rapporta X. Avec des axes
rectangulaires Ox, Oy, les coordonnées de la tangente « sont
liées a celles du point A’, pied de 'oblique OA’ d’inclinaison V),
par les relations

{ ur +vy =i,
| —uy +vx=tangV,

ou, en posant u+vi=U, u—vi=V, x—yi=X,r+yi=Y,

UX + VY = o,
UX — VY =aitangV;

le triangle des droites fondamentales et des points fondamentaux
est le triangle OIJ, I et J étant les points cycliques. Si la courbe X
admet la droite A l'infini comme tangente multiple d’ordre G et
chacune des isotropes de O comme tangente multiple d’ordre
G +r, la courbe X’ pourra admettre le point O comme point
multiple d’ordre G’ et chacun des points 1 et J comme point mul-
tiple d’ordre G'+ r; G’ dépendra de la classc de X et I'on aura

n—G=m—G=G+G +ar.



— 262 —

Si l'angle V varie, la podaire X’ a pour enveloppe la courbe X.
Avec G=0, G'=0, r=1, on a une conique X de foyer O eLun
cercle bitangent X’ ayant son centre sur ’axe non focal ;avec G=1,
G'=o0,r =0, on a une parabole X de foyer O et une tangente X’;
avec G=o0, G'=1, =0, on a un cercle X’ passant en O et un
point X du cercle. Avec G = 0, G'=2, r =0, on a un cercle X
ct un limacon de Pascal X'.

111

11. Supposons maintenant que X est une courbe unicursale
dont les tangentes a sont données par 1'équation

xh(t) +yp(t)+3z9(L) =0,

les polynémes %, @, v étant de degré n: déterminons o points sur
chaque tangente en la coupant par la courbe variable

t'A(x,y, z)+ tr-1B(x, y,3)+...= 0,

les polyndmes A, B, ... étant de degré o'; le lieu de ces o points
est une courbe X' dont on aura le degré m' en disant : si
I'on cherche les points de cetle courbe situés sur la droite
ax—+by—+cs=o,ondoitremplacerz, y, 5 parc () — bv(¢),...,
ce qui donne une équation en ¢ du degré o'n + r, et tel serait le
degré de la courbe X';'si, pour des valeurs ¢, de ¢ en nombre 6,
la tangente a X fait partie de la courbe de transformation ci-
dessus, il faut supprimer O droites dans la courbe X'; enfin, si les
choses sont telles qu’un point de X' corresponde a a langentes
de X, on aura la formule

(1%) am'=a'n~+ (r—>0),

qui remplace la premié¢re des lormules (7). Soit maintenant m
Pordre de X, de sorte que 'on aura pour le point A

L(f) ~ M) N’
avec des polyndmes de degré m; on aura un point uni de la cor-

respondance (2, a’) qui existe entre A et A’ en remplacant z, y, s
par L(¢), ... dans 'équation de la courbe variable ci-dessus, ce
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qui donne une équation en ¢ du degré 2’ m + r; mais il faut sup-

primer les § valeurs ¢, qui se présentent dans ce caleul, puisque
le point A, est sur la tangente a,, et 'on a la formule

(13) A=a'm—+(r—0>0),
qui remplace la formule (8). On a alors
A—am'=a(m—n) ou A=dm~+ (am'—a'n),

c'est-a-dire la premiére des formules (6).
Les premiéres remarques du n® 7 n’ont plus lieu ici.

V.

12. Le cas oi X, par exemple, est une conique mérile une
mention spéciale et nous remonterons ici aux formules (2), (3), (4).
Si la correspondance tangentielle (2, m') se décompose, on a né-
cessairement une correspondance (1, ') et une correspondance
(1, 3'); un point A’ commun a X’ et 3 X donne deux tangentes «
coincidentes qui ne peuven{ appartenir a la méme correspon-
dance (1, @') ou (1, #') : la courbe X' est donc tangente en A’ a la
conique; le nombre des contacts, ordinaires ou singuliers, est
alors n, quel que doive étre o'. Dans les formules (2), (3), (4),1l
faut faire p=o0, a =1, 3=1,a =0, b = o, ce qui donne A = o,
¢=m'; la formule (5) montre mieux I'importance du cas n = .

Considérons la courbe X’ donnée par I’équation

(16) Xfl?l-—l—fl?l=n)

X = o étant I’équation ponctuelle de la conique X; c’est une
courbe d’ordre 2m, ayant m(m — 1) points -doubles, et qui a 2m
contacts avec la conique X. Une courbe d’ordre 2m ayaul ces
propriétés doit d’ailleurs dépendre de m(m + 2) paramétres, ce
qui est le nombre des paramétres de I'équation ci-dessus, X étlant
donné; mais cela ne signifie pas que Ltoute courbe d’ordre 2m
ayant les propriétés indiquées a une équation de la forme ci-
dessus; la courbe X' est ici 'enveloppe des courbes

Afa +2)2fm+X=o0,

et 'on peut observer que les m(m — 1) points doubles de X' et
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les 2m points de contact de X' avec X sont a une courbe
d’ordre m, que 1 infini donne la courbe double f;,_,=o, ....
Je dis maintenant que la correspondance tangentielle (2, 2m)
entre X et X' se décompose en deux correspondances (1, m) et
(1, m). Avec les idées du paragraphe III, la conique est I'enveloppe
de la droite,
zti4+2yt+23=0,

et son équation est y*— xz = o0, ou
(rt+yR—z(xt2+2yt+3z)=0;
I’équation de X' devient
(y2—=3) firy—Sfh=o0,

(zt+yP—z(@l+2yt+ )i —fl=0;

ou

en coupant cette courbe par la tangente variable z¢*+...=o,
on a 2/m points qui se séparent en deux groupes de m points,
attendu que Uon a, avec e =1,

. (xt+y)flll—l+aflllzo;
on a aussi bien

(yt+2)fu—r—et fm=o0.

On aurait ici n=2, r=1, d=m, =1 (t=o, 0u t=o,
selon la courbe de transformation employée), o =1, et par suite
m' = am.

Pour passer aux idées du paragraphe II, nous éliminerons y
entre les équations ci-dessus des deux courbes de transformation
et nous aurons la courbe plus symétrique

t’-”fm—i -+ 25tfm"‘ zfm—l =0;

les coordonnées u, v, w de la tangente a la conique étant 2, 2¢, 1,
on a les équations de transformation

s u.x fin_y + e fm — W~5fm—1= o,
l ux + vy +wsz =o,

avec les formules

{4 (4 w

5(}'fm—l+‘"—fm) = —'2‘1’5fm-1 = 17(_}’.’;:;—1—3/}11)'
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et les points fondamentaux

Jm =o | z=o0 z=o0 r=o0
fm—l=0 ?,}’f:n-—-t"‘efrlz:o .}’fm—l—aflnzo {1 3 =o0.

La conique ayant pour équation tangentielle v? — fuw = o,
onaici 0 =2(¢, w=o0 et v = 0, u=0), etI'équation ponctuelle
de X!, déduite de I'équation tangentielle de X, se présente avec
le facteur x35; on a d’ailleurs % = 2m?2, avec m(m — 1) points
doubles, m point simples, m autres points simples.

On peut encore démontrer la décomposition de la correspon-
dance tangentielle en menant des tangentes a la conique X par
un point pris sur X'; on laisse I'équation de X' sous la forme (16),
etl’on s’appuie sur cette remarque : Si I’on cherche, avec un pa-
ramétre ¢, les tangentes menées a4 une conique X par un point
Zy, ¥1, 5, du plan, et si 'on résout I’équation du second degré
en ¢, on a sous le radical la seule quantité X,, puisque les racines
ne deviennent égales que pour X, = 0; on le vérifie aisément en
considérant le point donné comme l'intersection des droites «,,
91, Wy et u, v, w, en écrivant que la droite u, + tu,... est tan-
gente, etc. Dés lors, les deux tangentes se séparerent si le point
est pris sur la courbe X/, puisqu’on aura alors constamment

‘/i:: f,,,(x,,...) .
fm-—l(wh . ')
Avec m =1, les deux courbes X et X' sont deux coniques dou-
blement tangentes.

13. Avec m =2, la courbe X’ est une quartique binodale qui
peut étre quelconque. Parmi les sysiémes de coniques quadruple-
ment tangentes a une quartique binodale X', et qui sont en
nombre 2'— (2 +1) ou 13, est un systéme qui comprend la
droite double AC; I'équation de cette droite étant fy = o, une co-
nique du systéme ayant pour équation X = o, I'équation de X'
peut se mettre sous la forme

Xfi—-Jfi=o;

la correspondance tangentielle (2, 4) estre X ev X' se décompose
donc en deux correspondances (1, 2) et (1, 2). Si A est un point
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de rebroussement de X', les coniques X passent en A el sont tri-
plement tangentes a X’; si A et C sont des points de rebrousse-
ment de X/, les coniques X passent en A et C et sont doublement
tangentes a X' : par exemple, si X’ est une cartésienne, les co-
niques X sont les cercles bitangents qui ont leurs centres sur
I’'axe.

Pour une quartique trinodale, dont les points donbles sont A,
B, C, il existe Lrois systémes de coniques X quadzuplement tan-
gentes analogues au systéme précédent; on vérifierait ici les faits
indiqués a la fin du n° 7. La quartique peut étre un limagon de
Pascal, la conique étant un cercle bitangent qui a son centre sur
Paxe.

14. Une quartique trinodale X’ admet un quatriéme sysléme
de coniques X quadruplement tangentes, et I'on est alors dans
le cas du n® 10 : la correspondance tangentielle (2, 4) se décom-
pose en deux correspondances (1, 1) et (1, 3). L’équation de X/,
rapportée au triangle ABC des points doubles, est

;;—F...-FF—:—...:O,

et la transformation
ll.’r_()l’_ﬂ’z )+ LTvy=o0
P 1+ y ’ ) ¢ -
donne une conique X; si lon pose A=bc—f2 ...,
. [P N . . .
‘= gh—af, ..., ’équation ponctuelle de la conique est

ARz, .+ oFpvys+... =0,

et 'enveloppe de cette courbe, quand A, @, v varient sous la con-
dition A+ pw+v=o0, est la quartique X'. Si la quartique a %'
points de rebroussement, les coniques considérées ici passent par
ces ®’ points (fin du n” 3) et ontavec la quartique des contacts vé-
ritables au nombre 4 —x'; avec un limagon de Pascal, ces coniques
sont les cercles bitangents qui ont leurs centres sur le cercle dont
le limagon est une conchoide, et ils sont liés au pole d’anallag-
matie situé sur I'axe.

15. On a des faits corrélatifs de ceux des n™ 12, 13, 14. Pour
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le n° 13, on considére une conique X' et une courbe de quatri¢me
classe X ayant deux bitangentes; la conique X’ est une conique
quadraplement tangente a X, et du systéme qui comprend la co-
nique formée des deux bitangentes; si 'une des bitangentes est
remplacée par une tangente d’inflexion, la conique X' doit toucher
cette tangente et étre triplement langente a la courbe. On peut
avoir une courbe de quatriéme classe X ayant trois tangentes
doubles, etc.

Pour le n* 14, X peut étre un limacon de Pascal, courbe de
quatriéme classe ayant deux tangentes d’inflexion et une bitan-
gente : la conique X’ doit toucher les deux tangentes d’inflexion
et étre doublement tangente a X.

16. La quartique trinodale X' des n* 13 et 14 peut dégénérer
en une cubique nodale et une droite : la conique X ayant trois
contacts avec la cubique, la correspondance tangentielle (2, 3) se
décompose en deux correspondances (1, 1) et (1, 2). Méme ré-
sultat pour une courbe de troisiéme classe X avant une tangente
double-et une conique X'; la courbe X est une quartique tricus-
pidale, une hypocycloide a trois rebroussements par exemple, une
cardioide. Soit une courbe de troisi¢me ordre et de troisiéme
classe : elle a un point de rebroussement et une tangente d’in-
flexion; si on la prend comme courbe X/, la conique X doit passer
par le point de rebroussement et étre doublement tangente a la
courbe; si on la prend comme courbe X, la conique X’ doit
toucher la tangente d’inflexion et éire doublement tangente a la
courbe.

FIN DU TOME XXV,



