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ETUDE DES SURFACES DEFINIES PAR L’EQUATION
R+ R =F(u)+F;(w);

Par M. pe MonTcHEUIL.

M. Sophus Lie a envisagé les surfaces minima comme le lieu
décrit par le milieu d’un segment, qui s’appuie sur deux courbes
minima. Ce mode de génération traduit une propriété géomé-
trique, commune a toutes les surfaces définies par 'équation

(1) R+ R =o,

R, R’ étant les rayons de courbure de ces surfaces.

Nous nous proposons de définir un mode de génération de sur-
faces, analogue & celuit de M. Lie, mais plus général, qui caracté-
risera I'ensemble des surfaces définies par 1'équation

(2) R+ R'=F(u)+ Fi(uy),

ou F, F, sont des fonctions quelconques des variables u«, «,, dé-
finies elles-mémes par les relations

W+ uy i . Ul —1
= ’ C = —_—— = —
Uy 1 uu) +1 wiey +1°

¢, ¢, ¢" représentent ici les cosinus directeurs de la normale aux

surfaces, qui donnent les solutions de I'équation (2), dont 'équa-
tion (1) est un cas particulier.

Intégration de U’équation (2). — Soit £ la quantité qui fligure
dans I'équation du plan tangent aux surfaces

(u+u)r+i(uyy—u)y+ (uuy—i1)s+£=o.

Considérons I'équation
. #*E
(2) oudul

L’intégrale générale de cette équation est dognée par la for-

mule
2 = Au|+ x‘]“ “+ B+l},
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ot A, B représentent les fonctions de w, A,, B, des fonctions
de u,.

Or on a, pour somme des rayons de courbure, I'expression

' 0§ X 04§
R+R_E_u5_u—u10u1 +(l+uu,) ;Jm

qui devient ici
R+R=(B—uB +A"Y+ (Bi— uB|+ A}) =F(u) + Fy(w).

On retrouve ainsi I'équation (2), qui peut étre considérée
comme définissant des intégrales intermédiaires de I’équation (2.
On a donc le théoréme suivant :

Tutorkme. — La solution générale de I'équation (2), ot F,
I'y représentent, respectivement, des fonctions quelconques
de u etde u, est la méme que celle de U'équation (2).

Notre étude est donc ramenée a celle de cette derniére équa-
tion.

Mode de génération des surfaces définies par U'équation

okg
- = O.
outou?

Prenons, pour point de départ, la congruence de droites dé-
finie comme 1l suit :

Soient deux plans mobiles, dont les paramétres dépendent res-
pecuivement des variables «, a,

Az+By+C3zs+D =o,
Az +Byy+Cis+Dy=o.

Sur chacune des développables, enveloppes de ces plans,
tragons une courbe quelconque. Si nous prenons un point sur
chaque courbe, par ces deux points M, M, passent deux plans
tangents aux développables, qui se coupent suivant une droiteT.
Cela posé, considérons une droite passant par le milieu du seg-
ment rectiligne, dont les extrémités M, M, décrivent les courbes
données, et menons cetle droite parallélement a la droite T'.-La
droite ainsi définie dépend de deux paramétres variables et con-
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stitue, par conséquent, I’élément d’une congruence. Clest cetle
congruence que nous considérons.

Cherchons la condition pour que les droites de cette con-
gruence soient normales 4 une famille de surfaces.

Les cosiuus directeurs de ces normales sont proportionnels

aux quantités
w+uy, (uy—u), uu—1,

, w, ayant la signification indiquée plus haut.
On a donc les relations

A (u+u)+iB (uy—u)+ C (vuuy—1) =o,
Aj(u—+uy) +By(uy— u) + C(vuuy—1) = o;

d’ot 'on tire

Az(lb—u.‘)))\, A|=([——u%))\l,
B = {(1+ u?)A, By =— {(t+ud)dy,
C=‘2u)\, C1:2u[)\1.

Ces équations montrent, d’abord, que «, a, sont, respective-
ment, fonctions de u et de «,. Nous poserons désormais

a = u, 2 = u,.
Elles nous permettent, ensuite, d’énoncer le théoréme suivant :

Tuatoreme. — Sipar le miliew d’un segment rectiligne, dont
les extrémités M, M, décrivent deux courbes quelconques de
Uespace, nous menons une droite D, paralléle ¢ ’intersection
des plans tangents, M, M, a deux développables, contenant
respectivement les deux courbes, la condition nécessaire et
suffisante pour que la congruence des droites D, ainsi définies,
soit normale a une famille de surfaces est que les dévelop-
pables données soient des développables isotropes.

Nous allons démontrer que les surfaces normales & la con-
gruence sont bien les surfaces définies par I’équation (2)'.

Si nous appelons développée moyenne la surface lieu du mi-
lieu du segment focal d’une congruence normale a une famille
de surfaces, cette développée a ses coordonnées définies par les
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équations
Huw+u P K%
=3 « 2 ot e ool
i Rt o oe]
yo—-;[(ux )dudu, ou " 0w’
1 ok ok 02t -
fo= E[E_ué_u " ou + (i — l)dudull
On a ic1
t=Au + Aju-+ B+ By;
d’oul

Ty = 11( uA'—A—B'+ u Ay— A —BY)),

—(—uA'+ A —B'+u A} — A+ BY)),

2
[
SARGD

0= —: (B— B — A’'+ B, — u; By, — A").

Or ces équations définissent les coordonnées du milieu du
segment rectiligne, dont les extrémités décrivent les courbes ab-
solument quelconques

X=uA—A— B, X;=u, A}, — A—Bj,
Y=—i(uA'—A +B), Yi=i(uA}— A+ B)),
Z=B—uB —A, Zy=B;— u;B, —A/.

On vérifie que les développables isotropes qui contiennent ces
courbes sont les enveloppes des plans

(1—u)rx+i(1+u)y+2u s+2(A —u B)=o,
(1—ud)r —i(1+ud)y + 20,5+ 2(A;— uyBy) =o.

Cela posé, considérons les normales aux surfaces définies par
(2). Elles passent par le milieu du segment rectiligne; puisque
les coordonnées z, y,, 30 du milieu de ce segment sont, en méme
temps, celles du milieu du segment focal des normales. De plus,
les paramétres directeurs de ces normales

u—+uy, (ug—u),  vuy—i,

sont proportionnels & ceux de l'intersection des plans tangents
aux développables, comme on peut s’en assurer. Le mode de gé-
nération indiqué donne donc bien les surfaces définies par (2)'.
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Nous pouvons dés lors énoncer ce théoréme :

Tatorime. — Les surfaces normales & la congruence, que
nous venons de définir, sont celles qui donnent la soliction des
équations )

R+ R'= F(u) —+ F,(u,)
ou
0+

—_— = 0.
Ju?du}

Nous allons étudier quelques cas particaliers.

Premier cas. — Choisissons pour courbes des développables
leurs arétes de rebroussement.
Les fonctions A, B, A,, B, sont liées ici par les relations

A'+ B — uB'= const., A} + By — uB/ = const.

Sil'on égale ces constantes a o, les solutions de I'équation (2,
qui correspondent & cette hypothése, vérifient I'équation

0§ of

—= —Uuy—+E=0
Ju ldu, ¢

(1 -+ uwey) ——L& —u
ououy

et 'on obtient les surfaces minima. Ces surfaces se confondent
avec leurs développées moyennes, et, par suite, peuvent étre
considérées comme le lieu du milieu du segment rectiligne, dont
les extrémités décrivent les arétes de rebroussement des dévelop-
pables isotropes, c’est-a-dire deux courbes minima. On retrouve
ainsi le mode de génération de M. Lie.

Deuxiéme cas. — Prenons, pour développables isotropes, deux
cones, dont les sommets communs soient & 1'origine des coor-
données.

On trouve alors
E = (14 uu,)(C+ Cy).

L’équation des lignes de courbure prend la forme
[21,C" + (1 + wiey)C" ) dur — [2uC) + (1 + wiy ) du} = o.

Faisons
C=aun+ 8, Cr= 2wl + 3,

ou 2, %y, 3, 5, sont des conslanics.
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On a alors
= (1 vwy)(aum—+ agui + ), v=B8+ B,

et I'on intégre immédiatement I'équation des lignes de courbure,
qui devient ici

m—2 m—2

Vau T dutyaju * duy=o.

Les paramétres des lignes de courbure sont définis par les re-
lations

- m
p =‘/au_2_+‘/auli,
-z -
p,:/azﬁ—/a,uﬂ.

Nous obtenons ainsi un ensemble de surfaces, dont nous con-
naissons les lignes de courbure.
Pour m = 2, les relations précédentes prennent la forme

(Va+va)e+i(Va—ya)e'+p c"—p =o,
(Va—vya) e+ i(yVa+vay) e +pic"— o= o0.

Ces équations monlrent que, toul le long d’une ligne de cour-
bure, les normales font un angle constant, avec une direction fixe.
Nous trouvons ainsi une catégorie de surfaces, dont les deux
systé¢mes. de lignes de courbure sont formés de courbes planes.
Ces surfaces sont d'ailleurs algébriques.

On aici

of

R+R = —"2—
1+ uwy

et pour C=au”+ 8, C,=a, 7+ By,

R+ R'=a2(aur+ ajui+ ).
Or on aici
c+ic c—ic

) u1= T

U = —_—
1—c" [

On peut donc énoncer cette proposition :

Les lignes de la surface, pour lesquelles le segment quu
relie un point de cette surface au point correspondant de la
développée moyenne (segment que nous appellerons ici, pour
abréger, segment moyen) est constant, admettent, pour repré-
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sentation sphérique, des ellipses ou des hyperboles sphériques
homothétiques.

Pour m =1, I'équation qui définit la longueur du segment
moyen devient
R4+ R =2(au—+ayu+7),

équation qui peut s’écrire
2(2+2)c+2i(a—2)c’ -+ (R+R)e"+29y—R—R'=0.
On peut donc énoncer ce théoréme :

HEOREME. — L rmales aux surfaces défini équa-
Tuto Les normal sdéfinies par l’ a

tion
= (1+ uwy)(au +auy+7y)

Sont un angle constant avec une direction fixe, tout le long
des lignes, pour lesquelles le segment moyen est également
constant.

Troisiéme cas. — Combinons les deux hypothéses des cas
précédents, et supposons que, les développables ayant dégénéré
en cdnes isotropes, les courbes tracées sur ces développables dé-
générent en leurs arétes de rebroussement, qui se confondront,
ici, en un point unique, l’origine des coordonnées.

Dans ce cas, le milieu du segment rectiligne se confond, avec
ses extrémités, en un méme point fixe, qui est 'origine. Toutes
les droites de la congruence passent donc par un méme point.
Leur direction, qui est celle de l'intersection des plans tangents
aux deux cénes, dépend de deux variables. On a donc une con-
gruence normale a une famille de sphéres concentriques.

On a ici
E=auui+ Bu+ Brug+ v

ou a, 3, 8, y sont des constantes.
Les solutions de I'équation (2), qui correspondent a ce cas,
vérifient les deux équations

2

5
T
L
»
ooy

I

= o, -— = 0.

19

=¥

w

Quatri¢cme cas. — Nous prenons ici une des courbes, quel-
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conque, sur une développable isotrope quelconque, I'autre courbe
se réduisant au sommet d’un céne isolrope.

Examinons, d’abord, ce que devient ici le mode de génération
indiqué. :

Une des extrémités du segment reste fixe, et son point milieu
décrit une courbe homothétique a la courbe tracée sur la pre-
miére développable. Toutes les droites de la congruence passent
par la courbe & laquelle s’est réduite la développée moyenne. A
chaque position du segment et, par suite, a chaque plan langent
de la premiére développable correspond I'ensemble des plaus
tangents au cdne isotrope. On voit par 13 que les droites paral-
l¢les aux intersections des plans tangents, qui passent par le mi-
lieu du segment, dépendent, encore ici, de deux paramétres et
forment, par conséquent, une congruence.

On trouve ici

ot 02t

—_— =0 ou _— = 0.
ou? ou?

Sil’on prend le premier cas, on a

. E: Au|+ B.
Si 'on pose
_ B—uB' — Auu,
- I U, ’

v

on trouve, pour expression des coordonnées des surfaces,

1 — u? uA+B
r = 0 —
2u au
L1+ u? .uA—B
y=i Ot —
2u 2u
5 =y.

Ces surfaces sont des surfaces réglées, dont les génératrices
rectilignes rencontrent le cercle de I'infini.
Leur élément linéaire est donné par la formule

2 ' (. [ ! '—B— A’
vi+(A'+uB l,zﬁ)v+(llB B)A duz+ﬁB__%_Adlzdv.

ds? =

Elles ont donc un de leurs paramétres de longueur nulle, com-
mun avec I'un de ceux des surfaces minima et des spheéres.
Les génératrices rectilignes de ces surfaces réglées sont toutes
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situées sur les sphéres définies par I'équation
(#—a)+(y—Bpr+(s—1)=0p,

ou a, f3, v, p sont des fonctions de u, assujetties a vérifier les deux
relations
(vr—na—i(u+1)f —2uy+uB—A=o,
(w+na+i(ur—1)B—suz; +~uB+ A =o.

Pour une méme valeur de «, les centres de ces sphéres sont
tous situés dans un méme plan, parallele au plan tangent a la
développable isotrope.

Pour

B-+uA
= — p = —

2U

.B—uA
l ——————y '*{ =0
2U
la sphére correspondante est de rayon nul.

Les génératrices de ces surfaces, qui sont définies par I'équation

du =o,

constituent les deux systémes de lignes de courbure, confondus
en un seul. Du reste, les droites étant isoltropes, la relation d’or-
thogonalité est vérifiée. Ces droites sont, d’ailleurs, conjuguées
a elles-mémes, puisqu’ici I'indicatrice est un cercle.

Les surfaces que nous venons d’étudier rentrent donc dans la
catégorie de celles qui admettent des lignes de courbure sphé-
riques ou, si I’on veut, rectilignes; puisque les droites qui consti-
tuent ici les lignes de courbure sont les génératrices rectilignes
de la sphére.

Nous pouvons considérer le cas ou I'on choisit pour courbe de
la développable son aréte de rebroussement.

On a alors
uB'— B — A’'= const. =K.

On obtient ainsi une famille de surfaces qui, pour K = o, dégé-

nére cn une courbe minima.

Cinguiéme cas. — Supposons que les deux courbes soient les
intersections de deux développables isotropes par deux plans iso-
tropes.
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Soient
y+ir=o0, y—ixr=o

les équations de ces plans.
On trouve alors

92t
dudu—l———o, E=B+Bl’

L’équation des lignes de courbure est ici
VB du =+ B} du, = o,

équation qui s’intégre immédiatement.
On trouve ici les relations

B —uB’'+ By— uy B ,
1+ uuy
B —uB'+ By—u,B) ,
2
R+R'=B—uB'+ B;—u;B};

3z =

Bo=

5, %o sont des coordonnées relatives, I'une aux surfaces cherchées,
I’autre aleur développée moyenne.
De ces relations, on tire la relation nouvelle

23
1—c"

R+R'=

Nous obtenons ainsi une équation aux dérivées partielles du
second ordre, dont nous connaissons I'intégrale générale.
On a encore la relation

R+R' = 239,
d’ott nous déduisons cette proposition :

Les lignes dela surface, pour lesquelles la somme des rayons
de courbure est constante, correspondent aux intersections de
la développée moyenne, par une famille de plans paralléles.

On vérifie encore que la représentation sphérique de la déve-
loppée moyenne est la méme pour toutes les surfaces considé-
rées.

Soient p, o, les paramétres des lignes de courbure. On trouve
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pour expression de ’élément linéaire

ds? = vEs [R2dp?+ R'2dp}].
(1t ey /IR K AR R
! Ju oduy

Nous terminerons cette étude, sur les équations (2) et (2),
par la démonstration d’un théoréme, qui exprime une des prin-
cipales propriétés des surfaces définies par ces équations.

Tutorkme. — Les surfaces, lieux du miliew d’un segment,
dont les extrémités décrivent deux courbes quelconques, sont
celles que U'on obtient quand on cherche & déterminer les dé-
veloppées moyennes des surfaces définies par l'équation

orE
Jutiu?

Nous avons déja vu que toute développée moyenne de ces sur-
faces appartient a la catégorie indiquée. Il reste & montrer que
toutes les surfaces, qui admettent de telles développées, sont défi-
nies par l’équation précédente.

Soient
zy=M + My, Yo=N+N,, s=P + P,

les expressions des coordonnées des surfaces, lieux du milieu du
segment, dont les extrémités décrivent deux courbes quelconques.
Si I’on considére ces surfaces comme les développées moyennes
de surfaces admettant les coordonnées tangentielles &, «, w,, on
aura
. 2t o 0
— ¢ _— 2 2| =M+M

To=73 [(u+u,) Juodu, oJu Jduy + M
i 0F o ot
- —_—U) —2 S |1 =N
2 [(u, u) oudu; OJu + duy + Ny,

I o2¢ of o : '
Z = ~ [(uut—')m—'“ﬁ—‘ uld_‘“+€] =P +Py.

Il

Yo

On obtient ainsi un systéme de Lrois équations aux dérivées par-
tielles du second ordre, dont il faut chercher les solutions com-
XXVI. 3
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munes en & Or, sous le bénéfice de certaines relations de condi-
tion, entre les fonctions M, N, P, M,, N,, P, qui, d’ailleurs, ne
restreignent pas la généralité des surfaces, on trouve, pour £,
I’expression

t=Au;+ Aju+ B+ By,

qui est bien la solution générale de 1'équation

ot
ou?ou?



