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SUR L'APPLICATION DU CALCUL DES BIQUATERNIONS
A LA GEOMETRIE PLANE;

Par M. CoMBEB1AC.

I.

On sait qu’un biquarternion est une quantité numérique com-
plexe a huit unités indépendantes, dont quatre sont les unités
quaternioniennes : 1, Z, j, k et dont les quatre autres sont les
produits des quatre premiéres par une unité w commulative avec
toutes les autres et satisfaisant & la relation

w=r,
Un biquaternion est donc de la forme

q+uwg,

ou ¢ et ¢’ sont des quaternions.
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Les unités 1, k, wi et wj déterminent un systéme numérique
a4 quatre unités, dont les régles de multiplication représentent la
composition des mouvements sans déformation dans le plan.

Nous représenterons un de ces mouvements par le nombre

complexe
W+ kzo+ wizy + wjz,,

ou W, Zy, 1, 3 sont des paramétres homogénes du mouvement
qui, comme on le sait, est une rotation.
Les coordonnées du centre sont

4 Zg

— — .

Zo Zo

L’angle de la rotation 28 est douné par la relation
= Ze,
tangd = -

Un point sera naturellement représenté par la rotation d’un
angle = autour de ce point.

Si p est un point de masse 1, une rotation autour de ce point
d’un angle 23 sera représentée par I’expression

r=w+ pxr="Tr(cosS + sinS),

oul'on a posé Tr=\/w*+ 22.

Nous poserons aussi

Sr=w, Pr=pax.
Si I'on pose
k=yp, wi=c¢gg, wj =g,

les régles du calcul én question sont les suivantes :

wW=—1, e} =o, el =o,
Uey =— MEy = €y, MEg ==— [MEg =— E{, €1E9 == E9€1 = O.
Ce calcul permet de traiter facilement un grand nombre de

questions géométriques. Il comprend le calcul des équipollences.
Ce n’est pas le licu de le développer dans ses détails.
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II.

M. Study (*) a remarqué que le calcul des biquaternions permet
la composition non seulement des mouvements sans déformation,
mais encore des symétries entre elles et avec les mouvements.

Pour cela, il suffit de représenter par

Go(l)k""" u1i+a,j
la symétrie par rapport a la droite qui a pour équation
Qoo+ A1 Ty + Ay g = O.

Ainsi ¢ représente I'axe des y, j représente ’axe des z changé de
signe, wk représente la droite de l'infini. Nous poserons

wk=80, i=81, j:—- 8‘.

Un biquaternion pourra donc, dans cet ordre d'idées, se mettre

sous la forme
r=w+m-+towu-—+d,

m représentant un point; d, une droite; w el u, des quantités
numériques vulgaires.

- L’expression wu + d représente la symétrie par rapport a la
droite d accompagnée d’une translation suivant cette méme droite.
La longueur de la translation est

u

Vai + a3

Un biquaternion ne peut se mettre sous la forme précédente
que d’une seule maniére; car chaque terme ne contient que des
unités qui n’entrent pas dans les autres.

De plus, ces termes sont indépendants du systéme de réfé-
rence, ou, ce qui est la méme chose, sont des covariants de 7. p'ar
rapport au groupe des mouvements sans déformation, c’est-a-dire

(*) Stupy, Parameterdarstellung der Bewegungen und Umlegungen (Ma-
thematische Annalen, B. 39; 18g1).
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par rapport a 'opération

(w+pz)( . N (w-+p2)™!
T

En effet, cette opération transforme un point en un point, une
) P )
droite en une droite et laisse ’expression & + w « invariante.
Nous poserons donc

Sr=w, Pr=m, Qr = u, Dr=d.
Nous poserons de plus
Tr=ywi+ax2+ 12+ a2,

ou z est la masse de m, et « la longueur de d. Tr sera dit le ten-
seur de r.

II1.

Les quatre fonctions linéaires S, P, Q, D permettent de traiter
un trés grand nombre de questions géométriques.

Certaines propriétés fondamentales sont & retenir.

Les points pour lesquels on a Tm =0 sont des points de
I'infini, autrement dit des vecteurs. 1ls sont de la forme

&1 &1+ Ea g,

La difflérence de deux points de méme tenseur (ou masse) est
un vecteur.

Si p et p’ sont des points unitaires (de tenseur un) le produit
mp représente la translation suivant la direction du vecteur p/—
mais d’'une longueur double de ' — . Pup’représente le vecteur
perpendiculaire & p'— i et d’'une longueur égale.

Si & et ¢’ sont deux droites unitaires faisant entre elles un
angle 0 et se coupant au point ., on a

cosf =—S§3¢, @ sinf = P3d.
La condition de perpendicularité sera donc

888' =0,
celle de parallélisme
P38 =o.

La distance du point p i la'droite § scra exprimée par Qu.3, de
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sorte que I’équation de la droite & s’écrira
Qp.a = 0.

Le point a I'infini de la droite 3, c’est-a-dire le vecteur qui in-
dique la direction de cette droite, est représenté par 3,3.
Donnons quelques formules utiles :

(I Smm'=—Tmm';, Pmm'=—Pm'm, Dmm'=o, Qmm'= o,
(II) Smd =o, Pmd =o, Dmd =—Ddm, Qmd =Qdm,
(NI) Sdd =Sdd, Pdd =—Pd'q, Ddd =o, Qdd = o,
w commutatif avec tout biquaternion, 8ym =—Tm.w.
(Iv) Qdd'd’ =Q(Pdd'.d") = Qd'dd
=—Q(Pd'd.d") =—0(ddd"),
(V) de‘_dzda =dlgddzd3+ dedgdd3+ d3gdidzd,

(VI) D(dPd'd") = d'Sdd — d'Sdd,
(VII)  2D(dPd'd") = Ddd'd"—Ddd'd,
(VIII) Ddd'd  =dSdd'—dSd'd-+d'Sdd;

d’ou
Ddd'd' = Dd'd d.



