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ETUDE SUR LES SURFACES REELLES DEFINIES PAR L'EQUATION £}, =o;

Par M. pe MonNTcHEUIL.

Nous avons rattaché les surfaces définies par ’équation
q

o*E
(1) Juou}

au mouvement de deux plans et d’une droite, et nous en avons
déduit un mode de construction de ces surfaces (). Le procédé
indiqué s’étend a toutes celles qui vérifient 'équation (1), aux
réelles aussi bien qu’aux imaginaires. Il a toutefois 'inconvénient
d’introduire, dans la détermination de celles-13, des éléments ima-
ginaires, tels, par exemple, que les développables isotropes.

Nous nous proposons, ici, de considérer a part les surfaces
réelles et de déduire, du mode de génération précédemment ex-
posé, un mode particulier a celles-ci, ot n’entrent que des élé-
ments réels.

Mais avant d’aborder directement la question, nous allons, en
vue d’en préparer la solution, présenter sous deux nouveaux
aspects notre méthode générale de construction.

Rappelons que notre premiére méthode consiste 2 mener une
droite paralléle a l'intersection de deux plans roulant sur deux
développables isotropes, et passant par le milieu du segment
qui joint les points de contact de ces plans avec deux courbes
tracées respectivement sur les développables. Cette droite est I'é1¢é-
ment de la congruence normale aux surfaces cherchées.

Nous pouvons présenter ce mode de construction sous un autre
point de vue, en énoncant une proposition que nous allons dé-
montrer.

Tatorime. — Si¢ ’on imprime & un systéme de trois plans :
P, P', P, aux intersections paralléles 1, ', 1, un mouvement
tel que les deux premiers plans P, P' roulent respectivement
sur deux développables isotropes, le troisiéme planP" passant

(') Voir Bulletin de la Socicte mathématique, t. XXVI, p. 103.
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constamment par le segment de droite qui joint les points de
contact des plans P, P’ avec deux courbes respectivement
tracées sur chaque développable isotrope, toute droite du
plan P" paralléle aux trois intersections, et dans un rapport
de distances constant avec deux droites 1, ', constitue [’élé-
ment le plus général de la congruence normale aux surfaces
définies par I’équation (r).

Ce théoréme est évident, dans le cas ot le rapport des distances
est 'unité; car alors nous avons une droite passant par le milieu
du segment, et paralléle & 'intersection des plans isotropes; nous
avons vu qu’une telle droite est normale aux surfaces en ques-

tion.
11 reste a établir que la proposition est encore vraie, quand le
. A .
rapport des distances 3 @ une valeur quelconque, d’ailleurs con-
1

stante, pour toutes les positions de la droite.

Pour cela, continuons a définir les développables isotropes, et
les deux courbes tracées sur ces surfaces, au moyen des mémes
fooctions A, A,, B, B, que précédemment (') et donnons a Ela

forme nouvelle .
- 2)\A1L|+)\1A,u+)\B+)\|B|
- )\+)\1 ’

. A , .,
ou)\—represente une quantité constante. Cherchons les coor-
1

données de la développée moyenne des surfaces correspondantes.
En désignant, comme nous l'avons fait déja, par X, Y, Z,
X4, Yy, Z, les coordonnées des points de contact des plans iso-
tropes avec les courbes tracées sur les développables, on trouve

o M NX, CAY 4+ LY, LML+
o=k, 0 VT T T YT Ty,

Un tel point est bien situé sur le segment qui relie les points
de contact, et dans un rapport de distances constant a ses extré-
mités. Or, la normale aux surfaces, par définition, passe par ce
point. On vérifie d’ailleurs qu’elle est paralléle a I'intersection

(') Voir Particle déja cité.
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des plans isotropes; elle est donc située dans le plan P’ et vérifie
toutes les conditions du théoréme.

Deux développables isotropes étant données, ainsi que les
courbes tracées sur chacune d’elles (ce qui revient 3 donner les
fonctions A, B, A,, B,), on peut étudier la variation des surfaces,

3 . A
correspondant & la variation du rapport s~- On constatera, par
1

exemple, que tout point du segment estsusceptible de décrire une
surface minima, pour une détermination convenable des fonc-
tions.

Pour A=, on obtient les surfaces dont la développée
moyenne est tracée par le point milieu du segment.

Pour 2 =0 ou A\, = o les surfaces se réduisent aux courbes
tracées sur les développablcs.

Remarquons que les fonctions qui figurentici dans 'expression

de £ sont
2A 2 ) A 2\ B 2
P VD WD Wit LD WED Vit N N W

Bl'

Nous pouvons encore envisager, sous un autre aspect, le sys-
téme des plans mobiles.

Considérons un faisceau de plans et, dans un de ces plans,
donné, une droite D, paralléle & I'intersection du faisceau. Sup-
posons tous ces éléments mobiles, et dépendant de deux para-
métres. La droite D constitue 1'élément d’une congruence. Le
mouvement du systéme étant donné, si 'on veut que cette droite
soit normale a une famille de surfaces, il faudra définir convena-
blement sa distance a l'intersection du faisceau. D’ailleurs, la na-
ture des surfaces dépendra de la nature du mouvement du systéme.
On peut donc se poser les deux problémes suivants :

1° Etant donnée une famille de surfaces, déterminer les
conditions que doit remplir le mouvement du faisceau

20 Ktant donné le mouvement du faisceau, déterminer la
nature des surfaces.

Implicitement, nous avons considéré un pareil systéme, et les
résultats obtenus peavent se résumer dans ce théoréme :

Tutorime. — Soit un faisceau mobile, dépendant de deux
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variables, tel que deux de ses plans roulent sur deux dévelop-
pables isotropes; soient encore deux courbes tracées respecti-
vement sur ces développables; dans tout plan du faisceau,
partageant dans un rapport constant le segment qui relie les
points de contact des courbes aux plans tangents, il existe
une droite paralléle a Uintersection du faisceau et normale &
une famille de surfaces définies par U’équation (1); cette droite
est celle qui passe par le point d’intersection du plan et du
segment.

On pourrait cheisir, pour plan contenant la normale, 'un des
» P P ’
plans isotropes, mais alors la surface se réduirait 2 une courbe.

Ces préliminaires établis, nous pouvons aborder la question
des surfaces réelles.
Ecrivons Uexpression de £ sous sa forme primitive

E:Au.+A1u+B+B,,

ou A, B sont des fonctions de «, A,, B, des fonctions de «,. On
vérifie que la condition nécessaire et suffisante de réalité des sur-
faces correspondantes est que les quantités

u, A, B; uq, Al’ Bl

soient respectivement conjuguées. Nous supposerons, désormais,
qu’il en est ainsi.

Nous nous proposons donc de rattacher ces surfaces a un
systéme de plans mobiles, analogue a celui que nous avons consi-
déré, dans le cas général, mais dount tous les éléments soient
réels.

Dans ce but, nous allons faire une étude sommaire du faisceau
mobile de plans, dont I'intersection commune est celle des deux
plans isotropes définis par les équations
(2) (G—u)z+i(1+ut)y +~2uz +2GC =o,

(—ud)z—i(t+u})y+2u,2+2C;=o.

Nous désignons ici par G, C, les fonctions A — uB, A, — u, B,.
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Par suite, C et C, sont ici des fonctions conjuguées, et l'inter-
section des plans est une droite réelle.

C et G, étant des fonctions respectives (d’ailleurs conjuguées)
de u et de u,, des considérations analytiques trés simples permet-
tent de vérifier qu'on peut les écrire sous la forme

0Co dC
C = 0[3 —_
_9Co . 9Cy
Ci=5g —1 52

C, élant une solution réelle de 'équation

020 o2 _

0a2 g

en d’autres termes, C, étant une fonction harmonique.
Nous avons supposé a et 8 définis par les relations

u=a+if ug=a—1p,

Posons

[ =(‘—“2+Bg)1‘—2133’+2“~+2‘0‘p‘t

Gz=2a{3x—(l+a’—ﬁ’)y—2ﬁz—2%’t,
(3) 02C,

Hy=8z—ay+ r t,

22C
\K,:ax—’—py—-;_—a—d—gt.

t est icl une qualrleme coordonnée que, a moins de mention spé-
ciale, nous supposerons loujours égale a I'unité.

Si I'on tient compte de ces formules, le systéme (2), qui définit
le faisceau mobile, peut s’écrire

Ex—iG,=o,
E.x+ lGx: o.

Nous sommes ainsi amenés a considérer le systéme des quatre
plans du faisceau définis par les équations

s Ez—iGIZO, EI:Q,

©) | B+ iGi=0, Gyp= o,
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auquel on peut substituer le systéme plus général

) | Ee—iGe=0, NEg+NGy=o,
{ Ex+iGy=o0, NEy— X Gz=o.

On vérifie que le systéme de plans délini par les deux équa-
tions de la seconde colonne constitue le systéme le plus général
des plans orthogonaux du faisceau; d’ailleurs les quatre plans
forment un faisceau harmonique.

. N

Remarquons que, pour les valeurs réelles de 57> les plans
orthogonaux sont réels. Nous supposerons qu’il en est toujours
ainsi.

Le systéme des plans orthogonaux du faisceau est appelé a jouer,
par rapport aux surfaces réelles, un réle analogue a celui du sys-
téme des plans isotropes primitivement considéré par rapport aux
surfaces quelconques; aussi allons-nous I'étudier avec quelques

développements.

11.

Le premier systéme orthogonal qui attire notre allention est
celui que 'on obtient en égalant a zéro les parties réelles et les
parties imaginaires des premiers membres des équations des
plans isotropes. On a ainsi les deux équations

(7) E,=o0, Gg=o.

Nous allons chercher a caractériser nettement, au point de vue
géométrique, le mouvement de ces deux plans orthogonaux,
comme nous ’avons fait pour le mouvement des deux plans iso-
tropes.

Dans ce but, écrivons d’abord les deux systémes d’équations
qui définissent les enveloppes de chacun de ces plans, « et 8 étant
ici considérées comme les variables indépendantes. En dérivant
les premiers membres des équations (7) par rapport a chacune de
ces variables, on trouve les deux systémes

Ex=o, Gy=o,
H,=o. Ky=o,
K.=o, H,=o.
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Nous avons tenu compte de I'équation

202Gy + 02C,
0x2 df2

On remarque que les deux derniéres équations sont les mémes
dans les deux systémes. La droite qu’elles déterminent contient
donc les deux points de contact des deux plans avec leurs enve-
loppes et n’est autre, par conséquent, que le segment qui relie
les deux points. Il est 'analogue du segment relatif aux plans iso-
tropes que nous avons déja considéré. Pour la briéveté du lan-
gage, nous appellerons désormais ces deux segments : segment
isotrope, segment orthogonal.

Les équations de celui-ci peuvent s’écrire

02 Co 01 C,

. dadp — B dfii
' —a2+ﬁ‘1 22+ B2

d Co pd’Co

B d@l 0ad
y_a3+[‘3’z+ a4 52

D’autre part, les paramétres directeurs de 'intersection du fais-
ceau, étant proporlionnels aux cosinus de la normale aux surfaces
définies par I'équation (1), le sont aux quantités

20 = U + Uy, 28 = i(u;— u), a2+ B2 —1= uuy—1.

Si I'on tient compte de ces relations, et qu'on désigne par vy,
I’angle de l'intersection du faisceau avec l'axe des z, on trouve
pour valeur du cosinus de I'angle du segment orthogonal avec
cette intersection 'expression

I+ cos
‘/______Y:_cos I-
2 2.

Or, si 'on cherche maintenant la valeur du cosinus de I'angle
du méme segment avec l’axe des z, on trouve cette méme valeur.
Le segment fait donc un angle égal avec I’axe des z et avec 'inter-
section du faisceau, et cet angle est la moitié de celui que font
entre elles ces deux derniéres droites. Le segment est donc paral-
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lele a chacune d'elles. On vérifie d’ailleurs celle derniére pro-
priété en remarquant que le segment orthogonal est situé dans le

plan
092G
H,= ﬁx—x‘yﬁ——(ﬁz—o: o,
plan paralléle a P'intersection du faisceau et & I'axe des z. Nous
pouvons donc formuler le théoréme suivant :

Tatorime. — Quand deux plans d’un faisceau mobile
roulent respectivement sur deux développables isotropes can-
juguées; sil’on égale a o les parties réelles et imaginaires des
premiers membres des équations de ces plans, on obtient un
systéme orthogonal réel du faisceau. Ses deuzx plans roulent
sur deux surfaces dont les points de contact respectifs sont sur
une ligne droite, bissectrice de l’angle formé par une direc-
tion fize et par l’intersection du faisceau.

Nous prenons ici le terme angle dans le sens ou il s’applique a
des droites non concourantes.

Remarquons, en passant, que si I'on élimine les quantités «, {2,
C, et les dérivées de C, entre les trois équations

Ex: o, H.z‘—_— o, K= o,

qui définissent 'enveloppe de I'un des plans orthogonaux, et les

deux équations
Ke _ OH,
oa Ox

=o,

on obtient I'équation aux dérivées partielles

(p + \/m—z)’r—i—zq(p—f— Vi + p2+ q’)s—+—(l +pita2qgq2)t=o.
Nous obtenons ainsi une équation de la forme

Ar+Bs+Ct=o,

ou A, B, C sont des fonclions de p et de ¢ et dont nous connais-
sons l'intégrale générale. Cette intégrale définit 'enveloppe des
plans déterminés par I'équation

Ex=o.

XXVIL 9
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En permutant p avec ¢ et r avec ¢, on aurail I’équation relative
au second plan orthogonal.

Il existe une relation intéressante entre le segment orthogonal
et le segment isotrope. Tous deux rencontrent chaque dévelop-
pable suivant la méme génératrice et forment, par suite, avec ces
deux génératrices un quadrilatére.

En effet, si 'on sereporte au systéme (3), on constate aisément,
que les génératrices des développables sont définies respective-
ment par les deux systémes

E; —iG,=o0, Fz+iG.=o,
H,—iK,=o, Hy+ iK,.=o.

D’ailleurs, le segment orthogonal est donné par les équations
H,=o, Kz=o.

On voit donc que ce segment rencontre les génératrices. Le
segment isotrope les rencontre également par définition. Notre
proposition reste donc éiablie.

1.

Si I'on considére 'ensemble des quatre plans isolropes et ortho-
gonaux définis par les équations (5) avec les deux segments cor-
respondants, on remarquera qu'il existe une droile paralléle a
Pintersection du faisceau et rencontrant les deux segments. On
peut chercher a déterminer un systéme orthogonal du faisceau par
la condition que celle droite partage le segment isotrope dans un
rapport constant. C'est ce sysiéme, que nous allons chercher a
déterminer, en calculant la valeur correspondante de la quan-

ULé 55

Partons du systéme orthogonal le plus général, tel qu’il a été
défini par les équations (6), et déterminons les enveloppes de cha-
cun de ces plans.

Si nous désignons par Zy, ¥y, 3y, Ly5 Zay ¥a, 53, ts, les coor-
données respectives de ces deux enveloppes, nous obtiendrons,
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en tenant compte des équations (3), les deux systémes

@—E.l',—"‘g;’\—G‘.'-'— 2)"H1'1_2)"K-l‘,= o,
{ da dJa

o\ N , , '
’ FEI Ex'+'d?Gx,+ 2\ I{x|+2l K‘,.'__. 0;

s VEr,+ MGy, = o,

)\'E,-=— )\'Gx,= o,
A N G 2N Ha,—2 N Ky, = o,
Ja da 2

o\ Dy ) ,
9B Ex,— a8 Gy, +2NHy,—2NK,, = o.

Posons

— eﬂe

Xt

Ub calcul, dont nous omettons le développement, substituera
aux systémes précédents les deux systémes suivants

s E""i =—pP1 e_o) G<"x =P 80’
00 00 00
8 -0 ([ Il 0 e __
(8) %t “B T

Hy =4 2 cos2.0 Ko, =—p1 2 cos2¢0

s E.r, = P2 807 GJ': = P’e_e’
(9) 490 590 AP o0
0B oa 98 9z
H-Ta= P2 - 2c0s2:0 ’ K‘r’=_ P2 20520 ’

g1 et p, sont ici des facteurs de proportionnalité.
Constatons, en passant, I'existence de deux relations entre les

coordonnées des enveloppes, indépendantes du systéme ortho-
gonal choisi.

On trouve, en effet,
Ex‘ E_r, -+ Grl G_r’ = 0,
H.n Hy, + K.r, Kr, = 0.

Cela posé, écrivons I'équation générale des plans passant par
les deux points de coordonnées z,, 4, 54, ¢y ; L2, ¥2, 52, s, OU, €n
d’autres termes, par le segment orthogonal qui relic ces deux
points. Sinous désignons par z3, ¥3, 53, ¢;3 les coordonnées d’un



— 124 —

troisiéme point variable quelconque, nous aurons I’équation

z ¥y 3 U
Y1 51 4
Ty Yo 22 1l
T3 Y3 33 U

En tenant compte du systéme (3), les propriétés des détermi-
nants permettent d’écrire cette équation sous la forme

E: G H, K
Er, Gy, H., K
Er. G:, Hr, K,
Er, Gx, H:, K.,

= 0.

Supposons les quantités x4, y3, 33, t3 choisies de telle sorte

qu’on ait
Ez, =o, G.‘t. = 0,

I'équation précédente deviendra

E G, H, E: G, K.
E;, Gy Hi |Ky,— | Exy, Gz Ki [Hp =0
E.t, G.t, Hx, E.t, GI: Kz,

et, en tenant compte des deux systémes (8) et (9),

00 . 08 . -
Ke, [Ex 5 — G= B + 205200 HxJ
— He, [Ex z—g + G d—:: + 2 cos2i0 K,] = o.

Si I'on a donné le systéme orthogonal, ou, ce (ui revient au
méme, la quantité
N 20
P
I’équation précédente définit le faisceau des plans passant par le
segment orthogonal. Ce segment lui-méme peut donc étre défini
par les deux équations

) 00 .
o SE,o—a—Gx()—p+2coszz6H;,_.o,
10
00 a6 .
( E”BE —f—le-); +2c0s2i0 K, =o.



On vérifie que le premier de ces plans est paralléle a 'intersce-
tion du faisceau qui contient les plans orthogonaux et isotropes.
Du reste, il suffit, pour s’en rendre compte, de remarquer que, des
trois plans définis par les équations

E, = o, Gy =o, H,=o,

les deux premicrs contiennent cette intersection, tandis que le
dernier lui est paralléle.

Le plan défini par {’équation (10) contient la droite que nous
avons considérée au début. Cette droite, en effet, rencontre le
segment orthogonal, et par suite le plan (10), qui contient ce
segment. Elle est paralléle a intersection du faisceau; le plan,
étant lui aussi paralléele a celte intersection, contient la droite
tout entiére. Par suite, il contient le point ou cette droite ren-
contre le segment isotrope, point que nous voulons déterminer,
de telle sorte qu’il partage ce segment dans un rapport constant.
Pour cela, écrivons les équations des coordonnées d’un point véri-
fiant cette condition; portons ces valeurs dans I'équation du
plan (10) en question et nous obtiendrons ainsi une équation ot
figureront § et ses dérivées. Cette équation définissant § définira,
par le fait méme, le systéme orthogonal cherché.

Les coordonnées du point sont données par les formules

XXy CopY+uY, YAV _pT+puT,

Xy = —— =) Jp= ) ty == ————
B B+ P Ll o} gl ol

ou 5— garde une valeur constante.
1

En portant ces valeurs dans 'équation du plan il vient
p p

09 06 .
(ll) E.zo Ja —_'G_r“a? +COS‘ZEOH.E0:0;
Es,, Gu,, Hx, étant des fonctions connues de 2 et de 3, on voit que
le probléme dépend d’une équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre et du premier degré.

Iv.

Au point ot nous en sommes de notre étude, nous nous trou-
vons en état de résoudre le probléme que nous nous sommes pro-
posé au début. La solution ressort, comme un simple corollaire,
des résultats quc nous venons d’établir.
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Nous venons, en effet, d’établir I’existence d’une droite paralléle
a I'intersection du faisceau et coupanl le segment isotrope en un
point dont le rapport de distances aux extrémités est constant.
Or, d’aprés ce que nous avons dit au commencement, une telle
droite constitue 1'élément d’une congruence normale aux surfaces
définies par I'équation (1). Cetle droite et ces surfaces sont d’ail-
leurs réelles, puisque les fonctions quiy figurent sont deux & deux
conjuguées. Il suffit donc, pour résoudre le probléme que nous
avons en vue, de rattacher cette droite mobile 4 un systéme d’élé-
ments géométriques réels. C'est ce qu'il est aisé de faire.

Considérons le systéme des deux plans orthogonaux réels, que
nous venons de définir au moyen de la relation (11) et du seg-
ment orthogonal reliant les points de contact de leurs enve-
loppes (*). La droite de la congruence normale aux surfaces
réelles est paralléle a l'intersection des deux plans et coupe le
segment correspondant. Elle est donc liée & ce systéme orthogo-
nal comme la droite normale aux surfaces quelconques définies
par I'équation (1) I'est aux plans isotropes et a leur segment. Seu-
lement, dans le cas actuel, au lieun de décrire deux courbes, les
extrémités du segment décriront deux surfaces dont les points
sont associés deux a deux; ce sont les surfaces-enveloppes des
plans orthogonaux.

On peut encore considérer le systéme de trois plans aux inter-
sections paralleles, formé de deux plans orthogonaux et d’un troi-
sieme plan passant par le segment orthogonal. Une droite de ce
plan, mais ici une droite seulement, d’ailleurs paralléle a leur
intersection, constituera la normale aux surfaces cherchées.

On connait la position de cette normale par rapport aux extré-
mités du segment isolrope. Si I'on voulait déterminer compléte-
ment sa position, au moyen d’¢léments géoméiriques exclusi-
vement réels, il faudrait chercher son rapport de distances aux
extrémités du segment orthogonal. Nous croyons inutile de déve-
lopper ce calcul.

Des considérations précédentes, appuyées sur un calcul facile
que nous omettons, on déduit la proposition suivante :

Tutorime. — Soit un faisceau harmonique de quatre plans,

(') Nous supposons qu'on a pris pour 6 une solution véelle.
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dont deux tangents a des développables isotropes, et deux
orthogonaux réels; si l’on choisit le systéme de ces derniers
de telle sorte que la droite paralléle & Uintersection du fais-
ceau, qui s'appuie sur les deux segments orthogonaux et iso-
tropes, soit normale & une famille de surfaces, ces surfaces
ne seront autres que les surfaces réelles définies par l'équa-
tion
o%¢
Suroui = o.

Nous allons considérer un troisiéme systéme orthogonal du
faisceau. Chacun des plans de ce faisceau partage le segment iso-
trope dans un rapport donné. Cherchons a déterminer un systéme
orthogonal dont les deux plans coupent le segment isotrope en
deux points dont les rapports de distances aux extrémités du
segment alent une valeur constante.

Désignons par 2, ¥1, 51, &y; T2, ¥a, 52, L2 les coordonnées des
points de rencontre des plans orthogonaux avec le segment iso-
trope. Ces points, appartenant au segment en queslion, pourront
étre représentés par les formules

p.________'x,—i—' P',l,Xl ] 1= H‘—“—_““IY,+ H,} Y4 ’ By = ———~“’Z,+ V.E Zi ’ ty = [~—"—'J',T/+ H,l, Ty
B il ! ! i
Ej-‘xn-'- pl{uxl’ Yo = _H” Y;r+ P”{”Y_l ’ I3 = ﬂll‘—!— P.IE;Z' 2 t, = P‘” Tr/+ l""l;” T L
W i [l Rl

r L4
2, ;%7 représentent ici des quantités constantes.
1 1

Le systéme orthogonal le plus général a pour équations
NEz + NGy =o,
VEz, — NGy =o.

Si I'on cherche a exprimer que ce systéme est satisfait quand
on fait # = z,, ... dans la premiére, x = 2, ... dans la seconde,
on trouve I'équation de condition

Ez,Ez,+ Gz, Gy, =0
qui, en tenant compte des relations (aciles a vérifier
Ex—ti = 0, Ex‘—i—ti, = 0,

se vréduit a la relation
gl iy =o.
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On voit done quil suffira d’écrire

_ p X+ X
: —_—_—}J.—f"}l-[ ’

Y

ct les équations du systéme orthogonal peuvent s’écrire

G.zl E,— E.r.G.z' = 0,
Gy Ey +E;, Gy = o.

Si, par le point de rencontre de ces plans avec le segment 1so-
trope, nous menons une paralléle a l'intersection du faisceau,
celle droite partagera le segment isotrope dans un rapport con-
stant, et, par suile, sera normale i une famille de surfaces cher-
chées. D’ailleurs les plans et le segment étant réels, les surfaces
le sont elles-mémes. Nous avons donc un systéme orthogonal de
plans du faisceau qui contiennent chacun une droite normale a une
famille de surfaces réelles définies par I'équation (1). Nous obte-
nons ainsi une nouvelle solution du probléme.

Parmi les couples de plans orthogonaux, que pous venons
d’étudier en dernier lieu, considérons celui pour lequel on a

. pr=1ip
et aux fonctions

X, Xo, Y, Yy, Z, Z,, T, T,

substituons, dans les formules qui donnent les coordonnées des
points de rencontre du segment isotrope avec les plans orthogo-
naux, les fonctions analogues

+DX, 1=D)Xy, (1+)Y, a—i)Yy, ....

Les coordonnées de ces points seront alors données par les for-
mules

8
I

X+ X, yi= Y+Y,, s = L+1, H= T+ T,
s= i(X—=Xy), ya=i(Y—Yy), & =i(Z—1Zy), t3=i(T—Ty).

8
o
|

Telles sont les coordonnées de ces points de rencontre, c’est-
a-dive des points qui déerivent les développées moyennes des sur-
faces, dont les normales sont situées dans chacun de ces plans.
Or, dans le cas des surfaces minima (surfaces qui, on le sait, se
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confondent avec leurs développées moyennes), les deux groupes
de formules que nous venons d’écrire définissent les surfaces que
M. Ossian Bonnet a qualifiées de surfaces adjointes (*). Nous
pouvons conserver cette dénomination pour tous les couples de
surface vérifiant I’équation (1) dont les coordonnées des dévelop-
pées moyennes sont données par les formules précédentes.

D’aprés cette convention, si I'on étudie la déformation des sur-
faces qui correspond an déplacement d’un point du segment iso-
trope, allant d'un plan orthogonal a 'autre, on constate que la
surface initiale se transformera finalement en son adjointe, aprés
s’étre identifiée successivement avec loutes les surfaces associées.
On pourrait établir, pour toutes les surfaces vérifiant I’équation (1),
une théorie analogue & celle des surfaces associées et adjointes,
relatives aux surfaces minima.

On voit, par tout ce que nous venons de dire, quel lien étroit
rattache les surfaces définies par I'équation

o4k

outou? =0

au faisceau de plans que nous venons d’étudier. Les surfaces et le
faisceau dépendent des mémes fonctions, en sorte que, de part et
d’autre, le degré de généralité est le méme. A toute propriété des
surfaces correspond une propriété du faisceaun el réciproquement.
On peut méme distinguer, dans les équations des coordonnées
des surfaces, les fonctions d’ou dépendent les développables iso-
tropes de celles d’ou dépendent les diverses courbes tracées sur
les développables. Si l'on écrit, en effet, £ sous la forme

E=(0 4+ uw))(B+B)+uCi+u, C

les développables isotropes dépendent seulement des fonctions C,
C,, tandis que les fonctions B, B, caractériseront les courbes
tracées par ces développables.

(') Voir DanBoux, Theorie des Surfaces, T.I, Liv. III, Ch. V.



